This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  preserved  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 
to  make  the  world's  books  discoverable  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 
to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 
are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that 's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  marginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book' s  long  journey  from  the 
publisher  to  a  library  and  finally  to  y  ou. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prevent  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  technical  restrictions  on  automated  querying. 

We  also  ask  that  y  ou: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  from  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  large  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attribution  The  Google  "watermark"  you  see  on  each  file  is  essential  for  informing  people  about  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  responsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can't  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
any  where  in  the  world.  Copyright  infringement  liability  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.  Google  Book  Search  helps  readers 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  text  of  this  book  on  the  web 


at|http  :  //books  .  google  .  corn/ 


^i>2»3.10 


-Èoi.0i|«v,(%»6 


l^arfaarïJ  Collège  ILiljrars 

FROM   THE   BEQ.UEST  OF 

HORACE   APPLETON  HAVEN, 

OF  PORTSMOUTH,   N.  H. 

(Clan  of  18««.) 


SCIENCE  CENTER  LIBRARY 


r 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


NOUVELLES  ANNALES 


MATHÉMATIQUES. 


TROISIÈME  SÉRIE. 
1895. 


oWedby  Google 


Digitized  by 


Google 


NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 

AUX  ÉCOLES  SPÉCIALES,   A  LA  LICENCE  ET  A  L'AGRÉGATION, 


RLDIGE   PAR 


M.  Cii.  BRISSE, 

mursssRoa  a  l  Acolk  crjctralb  et  au  ltcbc  coNbORuvr, 

RKPKTITEtn   A   l'RCOLB    POLVTBCHMIUIÎR, 


M.  E.  ROUCHÉ, 

EIAMIMATRUR  DB  SORTIR  A  l'ÉUOLE  POLVTRURMIQt'R, 

pRorBS0svn    au  conservatoire  des  arts  et  mAtier 


Publication  fondée  en  1842  par  MM.  Gerono  et  Terqnem, 
et  continuée  par  MM.  Gerono,  Pronhet,  Bourget  et  Brisse. 


TROISIEME   SERIE. 

rOME  QUATORZIÈME, 


PARIS, 
GAUTHIER-VILLARS  ET  FILS,  LMPRLMEURS-UBR AIRES 

DU  BUREAU    DES    LONGITUDES,    DE    L*ÉG0LE    POL YTKCriNIQ  U  E, 
Quai  des  Grands-Augustins^  55. 

1895 

(Tous  droll!«  rÔKerTCft.) 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


(Troisième    Série.)   —  JnnYifr  1895. 


NOUVELLES  ANNALES 


DE 


JOURNAL  DES  CANDIDATS 

AUX  ÉCOLES  SPÉCIALES,  A  LA  LICENCE  ET  A  L'AGRÉGATION, 

RÉDIGÉ  PAR 

M.  Ch.  BRîSSE, 

PKOrCSBBlB   A    L'iCOI.E  CCnTRALB  ET  AU  I.VCKE  UU^UORUET, 
«ÉpirilEUIt  A  l'école  POI.YTECBKIUUE, 


M.  E.  ROUCHÉ, 

RIAMIXATKL'R  HE  SORTIE  A  LÉCOLS  POtVTECHMy  I' K  . 
PROPB88RVI:    A  V   i:05SEttVAT0IRE    DES    ARTS    ET    JiAtiER». 


Publication  fondée  en  1842  par  MM.  Gerono   et  Terquem, 
et  continnée  par  MM.  Gerono,  Prouhet.BonrgetetBrisse. 


TROISIEME  SERIE.  ^  TOME    XIV 


JANVIER    1895. 


i'adi-esxcr.  pour  ta  rédactioi: ,  à  Pari-;, 

à    M.  UiussF,  ruo  Yauquelin,  z8, 

ou   à    M.  IloucilK,  boulovard  Saint-Germain,  2i3. 


PAR] S, 

GADTHIER-VILLARS  ET  FILS,  IMPRIMEURS-LIBRAIRES 

Dl  BCRKAU    DES  LONGITUDES,    D  li   l'ÉCOLE    P  G  LY  T  E  C  II  M  Q  V  K  , 
Quai  des  Grands-AuRUStins,  55. 

1893 


Ce  Recueil  parait  chaq 


,.,„„,, ..izedby^^OOgie 


LIBRAIRIE   GAUTHIER-VJLLARS  ET  FILS, 

QUAI  UES  GRANDS-AUGUSTINS,  55,  A  PARIS. 


NOUVELLES  AJNiNALES  DE  iMATHÉMATlQUES, 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 

AUX  ÉCOLES  SPECIALES  A  LA  LICENCE  ET  A  L'AGREGATION 

Ri^DIOL   PAA 

M.  Ch.  BRISSE, 

Priife<seur  à  l'Kculc  Ceiilralc  «i  ou  Lycée  Condorccl, 
Répêtilear  a  l'École  l^olylecliiiiquc, 

ET 

iM.  E.  ROUCIIÉ, 

EYauiinaiourde  sorlle  i  l'École  Polflerliniqa«, 
l*rof««Marau  Gon»crTaioir«  de»  Ans  et  Hoileri--. 


Publioation  fondée  en    1842    par   MM.  Gerono   et  Terquem, 
et  continuée  par  MM.  Gerono,  Prouhet,  Bourg^et  et  BrUte. 


Les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  paraissent  chaque  mois   el 
formeiUpar  an  un  volume  in-8  de  37  fouilles,  avec  figures  dans  le  Lexie. 

PREMIÈRE  SÉRIE  :  20  volumes  iii-8  (1842  à  1861) 300  i'i  . 

Ls8  tomes  I  à  VU,  X  et  XVI  à  XX  (i8'»»-f818,  i85i,  1837-1861) 

ne  se  vendent  pas  séparéraewt. 
Les  autres  toraos  de  la  première  série  se  vendent  séparément. . . .       15  fi* . 

DEUXIÈME  SÉRIE  :  20  volumes  in-8  (  1862  à  1881  ) 300  (> . 

Les  tomes  [  à  111  et  V  à  VIll  (iSo'j-iS'S'i,  iS6f)-i8l>9)  ne  se  vendent  pas  sé- 
parément. 
Les  autres  tomes  de  la  deuxième  iiérie  se  vendent  séparément .  .       15  fr  . 

On  yeut  se  procurer  l' une  des  Séries  ou  les  deux  Séries  au  mo)  en  de  pasementa 
mensuels  de  30  /r, 

La  TROISIÈME  SÉRIE, commencée  en  1882   continue  de  paraître  chaque 
mois  par  cahier  de  ^8  pa(;es. 


Les  abonnements  sont  annuels  et  partent  de  janvier, 

Pri.r  puir  un  an  (11  numéros)  : 

Pari» 15  fr. 

Départements  el  l*ays  faisant  partie  de  l'Uiiioii  postale 17 

\'iire?')qys 20 


Digitized  by  VjOOQIC 


NOtVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES. 


SUR  LA  DÉFINITION  DES  MASSES  ET  DES  FORGES  ('): 

Par  m.  VASCHY. 


I.    —  Principes  fondamentaux  actuels 
DE  LA  Dynamique. 

Dans  renseignement  actuel  de  la  Mécanique  ration- 
nelle, la  Dynamique  est  fondée  sur  les  principes  sui- 
vants : 

I**   Principe  de  rinertîe; 

a**  Principe  de  Tindépendance  du  mouvement  acquis 
et  des  effets  simultanés  des  forces; 

3®  Principe  de  Tégalité  de  l'action  et  de  la  réaction. 
L'énoncé  de  ces  principes  n'est  précédé  d'aucune  dé- 
finition précise  de  la  force.  En  réalité,  ce  sont  ces  prin- 
cipes mêmes  qui,  traduits  sous  une  forme  mathéma- 
tique, lui  servent  purement  et  simplement  de  déiinition. 
Celte  manière  d'introduire  la  notion  de  force  a  priori 
nous  semble  offrir  le  danger   de  suggérer  aux  élèves 


(  «)  M.  Fouret,  à  qui  j*ai  montré  celte  Note,  m'a  dit  que,  dans  une 
Commanication  orale  faite  il  y  a  quelques  années  à  la  Société  phi- 
Jomiitbique,  il  a  émis  des  idées  analogues  à  celles  que  je  présente. 
N'ayant  point  l'intention  de  reprendre  cette  question  actuellement, 
il  m'a  engagé  à  l'exposer  moi-même  aux  lecteurs  des  Nouvelles 
Annale^' 
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ridée  que  ce  que  Ton  définît,  c'est  la  cause  réelle  du 
mouvement  dont  l'étude  au  contraire  n'intéresse  nulle- 
ment la  Mécanique  rationnelle.  Mais  un  autre  inconvé- 
nient bien  plus  grave  est  la  lacune  que  nous  allons  si- 
gnaler et  qui  existe  dans  les  meilleurs  traités. 

Tout  ce  que  Ton  déduit  des  deux  premiers  principes 
se  résume  dans  la  définition  de  la  force /qui  imprime 
une  accélération  w  à  un  point  matériel  A,  toujours  le 
même;  on  a,  en  grandeur  et  en  direction,  Tégalilé 

le  coefficient  m  étant  choisi  arbitrairement  une  fois 
pour  toutes.  Pour  définir  la  force  /*'  qui  imprime  à  un 
autre  point  A'  une  accélération  w' ^  on  écrirait  de  même 

m!  désignant  un  nouveau  coefficient  aussi  arbitraire 
que  /n.  Tant  qu'on  s'en  tient  aux  deux  premiers  prin- 
cipes, les  coefficients  m  et  m'  étant  arbitraires,  le  rap- 
port des  deux  forces  précédentes  f^\.f  n  a  donc  aucun 
sens. 

Pour  définir  par  la  formule 

f  ^   m    w 

le  rapport  des  masses  m  et  m'  des  points  A  et  A',  comme 
on  le  fait  ordinairement,  il  serait  donc  nécessaire  de 
définir  préalablement  le  rapport  des  deux  forcesyet/^, 
appliquées  à  deux  points  matériels  différents,  avec 
autant  de  précision  que  Ton  en  a  mis  à  définir  le  rap- 
port de  deux  forces  appliquées  à  un  même  point.  C*est 
ce  que  l'on  ne  fait  pas;  on  suppose  sans  doute  implici- 
tement,  sans  aucune  explication,  que  le  rapport  j,  ci- 
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dessus  est  bien  défini  en  lui-méme/ca  qui  est  insuffi- 
sant. 

Cette  lacune,  il  est  vraî,  se  trouve  comblée  plus  tard, 
dans  Fétude  des  systèmes  de  points  matériels,  par  cela 
même  que  l'on  invoque  I«î  principe  de  l'égalité  de  l'ac- 
tion et  de  la  réaction.  Elle  n'en  subsiste  pas  moins,  au 
début,  dans  la  déGnition  des  forces  et  des  masses-,  et, 
pour  la  faire  disparaître,  il  y  aurait  lieu  de  modiGer 
l'exposé  des  principes  de  la  Dynamique. 

Nous  nous  proposons  de  montrer  qu'il  serait  bien 
plus  naturel  de  commencer  par  déGnir  la  notion  de 
masse,  qui  nous  est  fournie  par  l'expérience  d'une  ma- 
nière très  nette.  La  déGnition  de  la  force  ne  soulèverait 
ensuite  aucune  difGculté. 

II.   —  Loi  DE  Newton. 

Rappelons  d'abord  les  résultats  d'une  étude  plu;^  im- 
portante que  l'on  fait  généralement  comme  application 
de  la  Cinématique,  On  sait  comment  Newton  a  déduit 
des  lois  approchées  de  Kepler  cette  conséquence  que 
l'accélération  w  d'une  planète  est  dirigée  vers  le  centre 
du  Soleil,  et  est  inversement  proportionnelle  au  carré 
de  sa  distance  r  à  ce  centre  : 

M 

(V  =  — -. 
r* 

La  constante  M  a  la  même  valeur  pour  toutes  les  pla- 
nètes. 

Attribuant  cette  action  à  la  présence  du  Soleil, 
Newton  a  été  conduit  à  généraliser  la  loi  précédente  et 
à  admettre  que  la  présence  de  chaque  planète  P|  a  pour 
effet  de  contribuer  à  l'accélération  d'une  autre  planète 
quelconque  Pj  par  une  composante  w^k  dirigée  de  P2 
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vers  P,  et  ayant  une  grandeur  égale  à  -~;  /•,2  désigne 

la  distance  de  Pa  à  Pf ,  et  nit  un  coefficient  qui  dépend  de 
la  planète  influençante  P|,  mais  non  de  la  planète  in- 
fluencée Pa.  Pour  la  mètne  raison,  P,  doit  subir,  sous 

l'influencedePa,  une  accélération  iV|  a  opposée  à  la  pré- 
cédente et  égale  à  -r^  • 

Cette  loi  a  subi  l'épreuve  de  nombreuses  vérifications 
expérimentales,  consistant  à  comparer  les  résultats  de 
la  théorie  fondée  sur  elle  aux  résultats  de  l'observation 
du  mouvement  des  astres;  et  on  la  considère  comme 
parfaitement  établie. 

Des  formules  de  çvia  et  de  Wai,  on  déduit 

nii  m* 
/m  wii  =  /«,  iv„  =  — - — , 

ou  bien,  en  tenant  compte  des  sens  opposés  des  deux 
accélérations,  et  désignant  par  la  notation  w  une  accé- 
lération considérée  comme  vecteur 

/ni  tvij -h  mi  Wii  =  o. 

Ce  résultat,  indépendant  de  la  loi  de  Tinverse  du 
carré  de  la  distance,  peut  s'énoncer  ainsi  :  «  L'accélé- 
ration d'une  planète  P|  sous  l'action  d'une  planète  Pa, 
et  l'accélération  de  Pa  sous  l'action  de  P«  sont  dirigées 
suivant  la  même  droite  en  sens  opposés;  en  outre,  elles 

ont  entre  elles  un  rapport  constant  —  i  qui  est  l'inverse 

du  rapport  des  coefficients  d'influence  de  P|  et  de  Pa-  » 
Cette  loi  astronomique  a  été  étendue  par  Newton  à 
l'action  réciproque  de  deux  corps  quelconques  agissant 
l'un  sur  l'autre,  soit  à  distance  (cas  de  deux  astres), 
soit  au  contact  (cas  de  deux  corps  liés  l'un  à  fautre,  cas 
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de  deux   corps  qui  se  choquent).  Elle  n'a  jamais  élé 
mise  en  défaut  et  paraît  être  d'une  rigueur  absolue. 

Ces  résultats  étant  acquis,  il  suffira,  pour  entrer  dans 
le  domaine  de  la  D^rnaniique,  de  poser  le  principe  et 
les  définitions  qui  suivent. 

III.   —  Principe  fondamental  et  définitions 
DE  Lk  Dynamique. 

On  admet,  comme  principe  fondamental  de  la  Dyna- 
mique, la  loi  de  jVewton  qui,  dans  le  cas  d'un  couple 
de  dtmx  points  matériels,  s'énonce  de  la  manière  sui- 
vante : 

Si  un  point  matériel  A«  acquiert j  sous  l'action  d'un 
point  A.J,  une  accélération  tVia,  réciproquement  Aj  oc-- 
quierty  sous  l'action  de  k\^  une  accélération  w^i  \  ^^-^ 
deux  accélérations  sont  opposées  suivant  une  même 
droite  {joignant  A|  et  K^)  et  liées  par  la  relation 

(i)  mtiv,j-+-mjivii  =  o, 

//ii  et  mj  désignant  deux  coefficients  •d'influence  pro- 
pres aux  points  A|  et  A 2  respectivement. 

Définition  des  masses,  —  Ainsi  les  divers  points  ma- 
tériels A|,  A2,  A3,  . .  .  ont  des  coefficients  propres  mi, 
7^2,  i/is,  . . .,  dont  les  rapports  deux  à  deux  sont  par- 
faitement déterminés  en  vertu  de  cette  loi,  Tun  deux, 
/72|  par  exemple,  pouvant  être  clioisi  arbitrairement. 
On  donne  à  ces  coefficients  le  nom  de  masses.  Les 
niasses  des  divers  points  matériels  sont  donc  leurs  coef- 
ficients d'influence  respectifs  au  point  de  vue  des  actions 
qu'ils  exercent  sur  d^autres  points  matériels. 

L'application  directe  du  principe  de  Newton,  résumé 
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par  la  formule  (i),  ne  saurait  fournir  un  procédé  pra- 
tique de  comparaison  des  masses  entre  elles  (sauf  en 
Astronomie).  Mais  ce  principe,  qui  est  la  base  de  la 
théorie  des  systèmes  de  points  matériels  soumis  à  des 
liaisons,  notamment  de  la  statique  et  de  la  dynamique 
des  corps  solides,  permet  d'établir  les  propriétés  des 
instruments  destinés  à  la  mesure  des  poids  ou  des  masses 
(levier,  elc). 

Définition  des  forces*  —  Définissons  maintenant  la 
grandeur  et  la  direction  d'une  force  y,  qui  imprime  une 
accélération  w  à  un  point  matériel  A  de  niasse  tn,  par 
la  formule 

/=  mw. 

On  pourra  alors  exprimer  la  relation  (i)  en  disant 
que  la  force  miiVi2z=  f^  exercée  par  le  point  maté- 
riel A  2  sur  le  point  Ai  est  égale  et  opposée  à  la  force 
m2W2i  =f2i  exercée  par  le  point  A|  sur  le  point  A2* 
C'est  là  renoncé  ordinaire  du  principe  de  l'égalité  de 
l'action  et  de  la  réaction. 


REMAROUG  SUR  LA  SURFACE  DOKT  TOUS  LES  POINTS 
SONT  DES  OMBILICS; 

Par    m.    C.    BOURLET, 

Docteur  es  Sciences  mathématiques. 


En  désignant,  comme  de  coutume,  par  /;,  q,  r,  5,  t  les 
dérivées  partielles  de  la  fonction  z  de  xet  j,  on  sait  que 
ta  surface  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics  satis- 
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fait  le  système  d'équalions  simultanées 


(.)  "      ' 


On  démoutre,  ordinairemenif  que  la  sphère  est  la 
seule  surface  vérifiant  ce  système  par  un  procédé  très 
simple  maïs  peu  naturel  (  voir,  par  exemple,  le  Cours 
de  Serret).  Il  est  facile  de  voir  que  cette  proposition 
importante  s'établit  directement  sans  difficulté  en  s'ap- 
puyant  sur  une  propriété  générale  des  systèmes  d^équa- 
tions  aux  dérivées  partielles  simultanées  que  j'ai  établie 
ailleurs.  J'ai  montré  en  effet  {s o\v  Annales scientijîques 
de  V  Ecole  Normale  supérieure  y  1891,  Supp.  )  que 
lorsque,  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles, on  peut  tirer,  par  dérivations,  toutes  les  dérivées 
d^un  certain  ordre  de  la  fonction  inconnue  en  fonction 
des  dérivées  d'ordre  inférieur,  l'intégrale  générale  de  ce 
système  ne  contient  qu^un  nombre  ^1/21  de  constantes 
arbitraires  dont  on  peut  déterminer  le  nombre  à  l'avance 
et  que,  de  plus,  on  peut  ramener  l'intégration  de  ce  sys- 
tème à  l'intégra  lion  d'un  système  d'équations  ditféren- 
tieJIes  ordinaires.  Or,  si  l'on  écrit  le  système  (1)  sous  la 
forme  équivalente 

on   en    tire,  facilement,  par  dérivations,  et  en  tenant 
compte  de  la  condition 

dr  _  ds 
à  y  ~"  àx 

toutes  les  dérivées  du  troisième  ordre  de  z  en  fonction 
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de  p^  (/  el  t  : 

âx^  ~  àx  '~     (  I  -t-  <7*  )* 


<*, 


dx^ày  ^  dy  ^  dx  '~  (\  ->f  q^  y-      * 


_^  às^  __  àt  _  p  -^  ^pq^   , 


dxdy*        dy        dx         (H- Ç*)* 
^  _  d£  _      3y       j 

Cela  nous  prouve,  d'après  les  propositions  que  j'ai 
rappelées,  que  Fintégrale  générale  dii  système  (i)  ou 
(a)  ne  dépend  que  d*un  nombre ^m  de  constantes  arbi- 
traires et  le  nombre  de  ces  constantes  est  quatre,  car  ou 
peut  prendre,  arbitrairement,  les  valeurs  initiales  de  z, 
p^  q  et  t.  Or  la  spbère 

^  =  c  -h  v/R»  —  (a:  —  a)*  —  (^  —  6)» 

est,  manifestement,  une  surface  répondant  à  la  question, 
qui  contient  quatre  constantes  arbitraires  a,  b,  c*  et  R; 
donc  c'est  la  seule. 

Remarque.  —  En  suivant  la  marche  que  j'ai  indiquée 
(loc,  cit,)^  on  voit  qu'on  est  ramené  à  intégrer  le  système 
complètement  intégrable  suivant  : 

dz  dz 

Tx=P  dP  =  ^' 


(3) 


àp  ^  \^p^  ^  dp  ^  _pq_  ^ 

j  àx        I  -t-  5^*    *  dy         i  -h  7*    * 

^  =      ^^     t  -?  =  / 

dx        i-h  q^    ^  dy         ' 


dx  '~   {i-h  q*)*      '  <^.?'  ~  H-  <7*  ' 

qui  donne  r,  p,  q  et  t.  r  cl  s  sont  fournis,  ensuite,  par 
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les  relations  (2).  En  faisant  le  changement  de  variables 
de  Du  Bois-Reymond 

on  est  ramené  à  intégrer  le  système  d'équations  diffé- 
rentielles ordinaires 


dz 


(4) 


àp  __  I  -^  p^  -^ pqv 

du  '"         I  -h  y* 

àq  ^/>y  +  (i-hy'>^ 

du  I  -h  ^*  * 

dt^  _  p  -h  3/?y«-+-  3(i-i-y»)yp 


où  u  est  la  variable  et  v  un  paramètre  arbitraire.  L'in- 
tégrale générale  de  ce  système  (4)  est,  alors. 

^  =  c  -+-  V^R*  —  (  a  —  a  )*  —  1^  MP  —  6  )», 
_^  — (  w  —  a) 

v/R*^  (  tt  —  a)>  —  (  av  — '67*  ' 

_  (a  — a)»  — R« 


[Rî_(a_a)«  —  (MP  — 6)«]î 


où  <i,  i,  c,  R  sont  yaa^re  constantes  d'intégration. 

En  remontant  aux  anciennes  variables  x  et  y^  on 
trouve  bien  pour  z 


z  =  c-h/R*  — (^— «)*  — (r  — ^)*; 

ce  qui  donne  la  sphère. 
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NOTE  ÊGLAIRGiSSAKT  LA  DÉFINITION 
DBS  PONCTIONS  BLLIPTI«IIBS  DAPRÈS  G. H.  BALPBRN  ('); 

Par  m.  Vladimir  VARICAK, 
Professeur  à  l'École  réale,  à  Osijek  (Esseg),  en  Croatie. 


1.  La  représentation  des  arguments  des  fonctions  el- 
liptiques par  les  arcs  de  Tellipse)  de  l'hyperbole  ou  de 
certaines  autres  courbes  est  bien  connue,  mais  on  peut 
les  représenter  aussi  par  les  secteurs  d'une  courbe  dont 
la  génération  est,  d'après  Halphen,  la  suivante  :  soient 
un  cercle  et  un  point  C  intérieur  à   ce  cercle.  Par  le 


mT 


\ 


M'« 


point  C)  on  mène  Ta  corde  MM' du  cercle  et  l'on  porte 
sur  elle  h  partir  du  point  C,  de  part  et  d'autre,  une  lon- 
gueur inversement  proportionnelle  k  la  racine  carré« 
de  la  corde,  c'est-à-dire  on  fait 


(*)  Traité  des  fonctions  elliptiques,  Paris,  1886,  t.  I,  p.  r. 
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Quand  on  eHeclue  cela  sur  chaque  corde  qu*oii  peut 
faire  passer  par  le  point  C,  ou  obtient  la  courbe  en  ques- 
tion, comme  le  lieu  des  extrémités  des  rayons  vecteurs 
ainsi  obtenus.  Dans  l'expression  précédente,  R  est  le 
rayon  du  cercle,  S  la  distance  du  point  C  au  centre  de 
ce  cercle  et  /  une  longueur  arbitraire  qui  n'aiTecte  pas  la 
nature  delà  courbe.  Pour  Oxer  les  idées,  on  peut  prendre 
le  rayon  du  cercle  pour  unité  linéaire  et  Ton  a  alors 


La  valeur  de  la  fraction  sous  le  signe  du  radical  peut 
être  construite  comme  la  quatrième  proportionnelle  h 
trois  droites  et  Ton  obtient  enfin  CN  comme  la  moyenne 
géométrique.  Par  ce  procédé,  on  obtiendrait  une  courbe 
convexe,  de  symétrie  bilatérale.  C*est  une  courbe  du 
(|uatrièine  degré,  dont  nous  allons  trouver  Téquation. 

2.  Soit  C  l'origine  des  coordonnées.  Les  abscisses  des 
points  M  et  M',  dans  lesquelles  la  corde  y  =  ax  coupe  le 
cercle  ^ 

sont  données  par  Téquation 

8  ±  /"Rî(i-+-a«)— aï8« 

En  posant  a  =  arc  tanga  on  a,  pour  les  segments  CM 
et  CM'  de  la  corde  MM', 

CM  =  Xi  séca  =  ar, /i-r  a*, 
CM'  =  xt  séc(iT  -{-«)  =  —  Xi^i-h  a*, 


ou 


CM 


CM'  =—  ^-V^ft*('  +  ^'>-  ^'^V 
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Si  roti  additionne  ces  deux  expressions,  on  a 


ou 


y  I  -H  a' 

MM'  =:  a  v/Rt— a«sin«a. 


Après  avoir  déterminé   la  longueur  de  la  corde  MM', 
on  a  pour  le  rayon  vecteur 


V   /H»— S»sin«a 


Posons  CN=p,  il  s'ensuit  Téquation  polaire  de  la 
courbe  (C), 

/R«— S»sin«a 
OU,  dans  le  système  des  coordonnées  rec  langui  a  ires, 

(3)  (:r«H-j^«)«-^(:r«+^«)j.«=R*(i-^iy. 

3.  Dans  l'Ouvrage  déjà  cité  de  Halphen,  on  désigna 
par  u  le  rapport  de  Taire  d'un  secteur  de  la  courbe  (G) 
au  carré  l'^  resp.  R^.  EtFectuant  la  quadrature  de  la 
courbe  dans  le  système  des  coordonnées  polaires,  on  a, 
pour  la  mesure  du  double  secteur, 

(4)  W  --=  2    /        --_         :— ^rr_  :z.« 

La  valeur  de  cette  intégrale  dépend  de  la  limite  supé- 
rieure; u  et  a  sont  fonctions  l'un  de  l'autre  :  a  est 
l'amplitude  de  n.  Halphen  nomme  ainsi  un  autre  angle, 
mais  nous  croyons  que  la  dépendance  de  ces  deux  gran- 
deurs est  plus  directe.  Nous  avons  pris  d^ailleurs  pour  u 
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la  mesure  de  J'aîre  du  double  secteur,  parce  que  cela 
répond  à  la  définition  de  Targuinetit  des  fonctions  cir- 
culaires et  hyperboliques,  dans  le  système  absolu. 

Le  sinus  et  le  cosinus  de  Tangle  a,  ou  de  lamplitude 
de  u  sont  les  fonctions  elliptiques  principales.  Géomé- 
triquement on  les  peut  représenter  par  Pordounée  et 
l'abscisse  du  point  N  situé  sur  la  courbe  (C)  et  dont 
le  rayon  vecteur  fait  Tangle  a  avec  l'axe  des  x, 

4.  Quant  au.  module,  Halphen  le  représente  par 
l'excentricilé  de  la  courbe  (C),  et  dit  -que  sa  valeur 
numérique  est 

Mais  on  chercherait  en  vain  la  déduction  de  cette 
formule  selon  la  définition  citée.  En  eUTet,  par  Texcen- 
tricité  de  la  courbe  (C)  on  ne  peut  entendre  autre 
chose  que  le  rapport  S  :  R  et  c'est  précisément  le  mo- 
dule qu'on  doit  supposer  renfermé  dans  les  expres- 
sions snii  et  en  u  quand  u  est  donné  par  (4)«  Du  reste, 
il  est  facile  de  ramener  ces  modules  l'un  à  l'autre. 

Module  ^  est  le  premier  et  ^      ^  le  second  terme  dans 

l'échelle  des  modules,  qui  sont  liés  entre  eux  par  la  rela- 
tion connue 

On  voit  donc  que  le  module  cîté  par  Halphen  est  dé- 
duit  du  module  primitif  -^9  qui  correspond  à  l'excen- 
tricité de  la  courbe  (C). 

Le  changement  du  modide  entraine  nécessairement 
le  changement  de  l'amplitude  d'une  manière  bien  cou- 
Ann.de  Mathémat.,  S'série,  t.  XIV.  (Janvier  1895.)  2 
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uue  (*).  L'équatiou  (4)  peut  être  ëcrite 


et  elle  prend,  quand  on  change  convenablement  (  '  )  le 
module  et  l'amplitude,  la  forme  nouvelle 


da 


OÙ  h  signifie  le  module  de  Halphen  ^ — «r*  Le  résultat 

obtenu  établit  Tharmonie  parfaite  entre  le  procédé  de 
Halphen  et  celui  des  autres  géomètres. 

5.  Pour  les  arguments  purement  imaginaires,  on  peut 
établir  une  représentation  géométrique  analogue. 

La  conjuguée  imaginaire  (C)  à  abscisses  réelles  de  la 
courbe  (C)  est 

Cette  équation  se  déduit  de  (3  )  en  y  remplaçant  y  par 
y\/ —  I.  On  peut  la  réduire,  au  moyen  des  fonctions 
hyperboliques,  à  la  forme 

(5)  p«=  ^a^iL, 

en  posant  x  =  p  ch  a,  j^  =  p  sh  a.  L'équation  (2)  se  trans- 
forme aussi  en  (5)  par  la  substitution  de  a^ —  i  à  a, 
et  c'est,  comme  Ton  sait,  la  manière  de  trouver  la  con- 
juguée imaginaire  de  la  courbe  réelle,  quand  son  éqna- 


(»)  Voir  J.-A.  Skrret,  Cours  de  Calcul  différentiel,  etc.,  1886, 
t.  II,  p.  345. 
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lion  est  donnée  en  coordonnées  polaires  (').  Par  les 
secteurs  de  cette  courbe,  qui  a  le  type  d'une  hyper- 
bole, seront  représentés  les  arguments  imaginaires  des 
fondions  elliptiques.  On  a  pour  la  mesure  du  double 
secteur,  qui  est  limité  par  le  rayon  vecteur  tracé  sous 
Tangle  a,  Tare  de  la  courbe  (C)  et  l'axe  des  or, 


Jn 


Évidemment  il  est 

[      /R>-f.8*s"h«â  ^J^     /R»H-8»sh»ia' 
et,  comme  shia  =  îsina, 

,       v/R«-l-â«sh«a  ""    J^     /R»  — 8«sin«a' 


c'esl-à-dire 

am  iu*  =  îam  u 
et  réciproquement 

lam  tt'  =  am  iu. 

Avec   Fargument  imaginaire,    il   faut   lier    le  module 
<x>mplémentaire.  Pour  la  troisième  fonction  elliptique, 

on  a 

dn  iu'  =  /R«-+-8»sh«a  =  /R>-h  8«  tang'/a 

_/R«— (R«— a«)sin«/g 
^  Costa 

on 

,    .   ,       dnw' 

dnitt  =  9 

cnu 

ia  étant  amu'. 

n  faixt  se  rappeler  encore  les  relations  qui  existent 
entre  les   fonctions  hyperboliques  et  circulaires,  et  l'on 


(>)    Voir  M.  Maris,  Théorie  des  fonctions  de  vcu^iables  imagi- 
naires,  t.  I,  p.  268,  Paris,  1874. 
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poarra  aussitôt  écrire  les  équations  suivantes  >  ' 

sn(ia,  A:)  =  sînam(itt,  A:)  =  sintam(tt',  A^)  =  tsham(tt',  A') 

,      ,,,        .  sinain(M,  A:') 

=  itangamCu,  k')  =  i  ; — rrr, 

^       \    »      /         cosani(ii,  A:^) 

cn(»tt,  k)  =  cosam(m,  k)  =  cosiaTn(ii',  A:')  =  chani(  u\  A*') 
^  I 

""  cosain(ii,  A') 
OU  enOn 

,         .  sn(«.  A') 
^  cn(M,A:) 


en  (m,  A)  = 


en  (  tt,  A:'  ) 


Remarque.  —  L^nterprétation  de  la  dégénérescence 
des  fonctions  elliptiques  est  maintenant  très  facile.^ 
Pour  S  =  o,  la  courbe  (C)  se  réduit  au  cercle  et  la 
courbe  (C)  à  une  hyperbole  équilatère.  Alors  le  mo- 
dule Aï  se  réduit  à  zéro,  et  le  module  k  à  l'unité. 


DÉMONSTRATION  NOUVELLE  DBS  ÉQUATIONS  FONDAMENTALE^ 
DR  LA  GÉOMÉTRIE  DE  L  ESPACE  DE  COURBURE  CONr 
STANTE  NÉGATIVE; 

Par  m.  h.  KAGAN,  à  Saint-Pétersbourg. 


La  démonstration  des  formules  trigonométriques  et 
de  l'équation  fondamentale  de  la  Géométrie  de  Lobat- 
cbeffsky,  que  j'ai  l'honneur  de  présenter,  comparée  aux 
autres  qui  me  sont  connues,  me  parait  avoir  Tavantage 
de  déduire  toute  la.  théorie  avec  beaucoup  de  simpli- 
cité d'un  seul  théorème  fondamental.  Cette  démonstra- 
tion est  fondée  sur  les  principes  suivants,  qui  se  trouvent 
énoncés  et  démontrés  dans  toute  exposition  de  la  Géo- 
métrie de  l'espace  hyperbolique. 
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i.  Une  droite  parallèle  à  utié  îiutre  fait  en  chaque 
point,  avec  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur 
l'autre  droite  du  côté  du  parallélisme,  un  angle  aigu  (co), 
variable  avec  la  distances  (x)  de^  ce  point  à  l'autre  pa- 
rallèle. Nous  allons  exprigoier  ^  cette  j  dépendance  ,par 

l'équation 

ù)=II(x)  ou'         x  =  *(uj) 

(selon  Lobatcheffsky).  Tout  angle  aigu  peut  être  consi- 
déré comme  un  angle  de  parallélisme. 

%  Les  deux  côtés  BA  et  BC  d'un  angle  ABC  étant 
parallèles  aux  côtés  B'A'  et  B'C  d'un  autre  angle  A'B'C, 
qui  est  placé  dans  un  autre  plan,  les  deux  plans  se  cou- 
pent et  la  droite  d'intersection  est  parallèle  aux  droites 
BÂ  et  D'A'  dans  une  direction  et  aux  deux  autres  BC 
et  B'C  dans  la  direction  opposée. 

3.  La  trajectoire  orthogonale  d'un  système  de  pa- 
rallèles, qui  se  trouvent  dans  un  même  plan,  est  une 
ligne  courbe,  que  l'on  appelle  cercle  limite.  Elle  jouit 
delà  propriété  fondamentale  que  chaque  axe  (c'est-à-dirè 
l'une  des  parallèles  qui  coupent  la  courbe  orthôgona- 
lement)^  qui  passe  par  le  milieu  d'une  corde,  est  per- 
pendiculaire à  cette  droite  et  divise  aussi  Parc  eii 
parties  égales.  La  longueur  d'un  arc  limite  est  parfai- 
tement définie  par  sa  corde. 

4.  La  trajectoire  orthogonale  d'un  système  de  paralr 
lèles  dans  Tespace  est  une  surface  courbe,  nommée 
sphère  limite,  qui  peut  ètret  produite  par  la  révolution 
du  cercle  limite  autour  d'un  de  ses  axes.  L'intersection 
de  cette  surface  avec  un  plan,  qui  contient  un  axe,  est 
un  cercle  limite,  avec  tout  autre  plan,  un  cercle. 

D.  La  Géométrie  de  la  sphère  limite  est  celle  d'Eu- 
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clide.  Les  lignes  géodésiques  de  cette  surface  sont  des 
cercles  limites. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  le  théorème  fon- 
damental dont  nous  avons  fait  mention  ci-dessus. 

Soient  A  A'  et  BB'  (Jig.  i)  deux  axes  d'une  sphère 


_  /  . E 

ç 


limite  et  AB  un  arc  d*un  cercle  limite,  qui  est  posé  sur 
cette  surface.  Par  le  point  B,  menons  un  plan  perpendi- 
culaire à  la  droite  AA'.  Le  cercle  d'intersection  de  ce 
plan  avec  la  sphère  limite  donnée  peut  être  considéré 
comme  un  cercle  plan,  dont  le  centre  est  en  E,  ou  bien 
comme  un  cercle  géodésique,  dont  le  rajon  est  BA  et 
le  centre  se  trouve  en  A.  Menons  la  tangente  rectiligne 
à  ce  cercle  BG  et  la  tangente  géodésique  BC.  Toutes  les 
deux  se  trouvent  dans  le  même  plan,  qui  contient 
Taxe  BB'  et  qui  est  perpendiculaire  au  plan  des  axes  AA' 
et  BB'.  Soit  EF  parallèle  à  BG.  L'intersection  de  la  sur- 
face avec  le  plan  FEA'  est  un  cercle  limite  AC.  Nous 
allons  démontrer  que  les  arcs  AC  et  BC  se  coupent  en 
un  point  C  et  que  la  longueur  de  Tare  BC  est  con* 
stante,  c'est-à-dire  qu'elle  ne  dépend  pas  de  la  lon- 
gueur AB. 
En  effet,  comme  EF  1 1  BCi  et  EA'  1 1 BB',  les  plans  B'  BG 
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et  A'EF  se  coupent  {voir  n°  2)  et  la  droite  d'intersec- 
tion ce  est  parallèle  à  6B'  et  à  BG.  Le  point  C,  où 
l'axe  ce  rencontre  la  surface,  appartient  aux  deux  cer- 
cles limites  AC  et  BC.  En  outre,  la  perpendiculaire, 
abaissée  de  B  sur  la  droite  CC,  divise  l'angle  droit  B'BG 
par  moitié.  Donc  {voir  n°  1) 

<GBD  =  45**         et         BD=*(45°). 

Si  nous  prolongeons  la  droite  BD  jusqu'à  la  seconde 
rencontre  avec  le  cercle  limite  en  E',  la  corde  BE'=  2BD 
aura  une  longueur  constante*,  donc,  l'arc  BC  =^BE'  a 
aussi  une  longueur  constante,  que  nous  désignons  par 
/  {voir  n^  3).  Le  triangle  géodésique  ABC  étant  rectan- 
gle^  on  trouve,  selon  le  n^  5, 

AB  =  /cotA. 

Or,  l'angle  géodésique  A  a  la  même  mesure  que 
l'angle  rectiligne  BEF.  D'autre  part,  BG  étant  perpen- 
diculaire à  BE,  <  BEF  =  n  (BE).  Donc,  désignant  la 
longueur  de  l'arc  AB  par  s  et  le  rayon  BE  par  p,  on 
trouve 

(I)  5  =  /cotn(p). 

Cette  équation  détermine  la  longueur  d'un  arc  de 
cercle  limite  en  fonction  de  la  perpendiculaire  abaissée 
d'une  extrémité  de  cet  arc  sur  l'axe  qui  passe  par  l'autre 
extrémité. 

En  posant  encore  arc  BAH  =  2s  =  v  et  BH  =  X,  on 
trouve  Véquation 

(II)  (i=ilcotu(-j» 

qui  constitue  la  dépendance  entre  la  longueur  d'un  arc 
limite  ((j)  et  la  corde  ().). 

Pour  développer  la  trigonométrie^  plane  de  ces  for- 
mules, considérons  un  triangle  rectangle  {Jig-  2)  ABC, 
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dont  rhypoténuse  soit  désignée  par  c,  et  les  cathèles 
par  a  et  b.  Prolongeons  AC  à  une  distance  CD  =  ÂC  et 
menons  la  droite  BD.  Prenons  ensuite  la  perpendicu- 
laire EB  au  plan  du  triangle  pour  axe  et  construisons  la 

Pig.  2. 


sphère  limite  qui  passe  par  le  point  A.  Le  point  D  se 
trouvera  aussi  sur  cette  surface,  parce  que  la  révolution 
autour  de  Taxe  EB  y  amène  le  point  A. 

Soit  E  le  point  de  rencontre  de  là  surface  avec 
Taxe  EB.  Le  triangle  géodésique  AED  étant  équilatére, 
l'arc  limite  EF,  qui  passe  par  le  milieu  F  de  AD,  fait 
un  angle  droit  avec  AF.  Donc 

AF  =  AEsiD(p, 

(f  désignant  l'angle  géodésique  AEF  dont  la  mesure  est 
égale  à  celle  de  l'angle  rectiligne  ABC. 
Or,  selon  les  équations  (I)  et  (II), 

AE  =  /cotn(c),        AF  = -^  AD  = /cotn(6>; 
donc 

(III)  cotn(6)  =  cotn(c)sinB, 
et,  par  analogie, 

(IV)  cotn(a)  =  cotn(c)sinA. 

Pour  trouver  la  troisième  équation  ^  construisons  de 
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nouveau  une  sphère  limite,  mais  qui  passe  maintenant 
par  le  sommet  C  {fig»  3)  de  Tângle  droit;  pour  axe 

Fig.  3. 


'il 

I 

/            :          \  ' 

£^ 

£ 

nous  conservons  la  perpendiculaire  BB'  au  plan  du 
triangle.  Le  triangle  géodésique  DEC  est  rectangle, parce 
que  le  plan  ACC^  contenant  la  droite  AC,  est  perpen- 
diculaire au  plan  C'C  B  ;  donc 

DG=:CEtangE. 

Mais,  l'angle  géodésique  E  ayant  la  même  mesure  que 
l'angle  rectiligneB,  l'équation  précédente  devient,  selon 
la  formule  (I), 

cotn(j5)=  cotn(a)tangB, 

où  p  signiâela  perpendiculaire  CF  abaissée  du  sommet  C 
sur  la  parallèle  AA'.  Or,  Tangle  A'AC  étant  égal  à 
n  (6),  l'équation  (Ul),  appliquée  au  triangle  ACD,  nous 
donne 

CÔtII(/>)  =  C08n(^), 

et,  après  la  substitution  à  Inéquation  précédente, 

(V)  cosII(6)  =  cotn(a)tangB. 

Les  trois  équations  (III),  (IV)  et  (V)  déterminent 
toute   la   trigonométrie   rectiJigne.   Pour    en    déduire 
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toutes  les  dix  ëqualions  du  triangle  rectangle,  il  ne  faut 
qu'un  procédé  analytique  d'élimination,  que  nous  lais- 
sons au  lecteur.  Nous  ne  ferons  mention  que  d'une  seule 
équation,  dont  nous  aurons  besoin  : 


(VI) 


cosn(a)  =  cosn(c)  cosB. 


On  l'obtient  très  facilement  en  éliminant  l'angle  n(&) 
entre  les  équations  (V)  et  (lU). 

Pour  passer  au  triangle  obliquangle,  menons  la  hau- 
teur BD  =  h  du  triangle  ABC  {fig*  4)«  Selon  l'équation 
(III),  nous  tirons  des  triangles  rectangles  ÂBD  et  CBD 

cotlI(A)  =  cotn(c)sînA, 
cotn(  A)  =  cotn(a)  sinC. 

En  éliminant    cotn(/i)   entre    ces    équations,    nous 

trouvons 

/Vin  cotii(a)  _  c(an(c)  _  cotn(6) 


La  troisième  partie  de  cette  équation  est  adjointe  par 
analogie  bien  légitime. 

En  désignant  le  segment  AD  parx,  nous  tii*ons  des 
mêmes  triangles  rectangles  (VI) 


(VIII) 


cosn(a7)  =  cosn(c)cosA, 
cosn(6  —  a?)  =  cosn(a)cosC.' 

Pour  trouver  la  troi^ème  relation  entre  les  angles  et 
les  côtés  d'un  triangle  obliquangle,  il  ne  faut  qu'élimi- 
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ner  x  entre  les  équations  (VIII).  Mais  cette  élimina- 
tion n'est  pas  si  simple,  parce  que  ce  n'est  plus  l'angle 
n(x)  qni  est  à  éliminer,  mais  la  variable  x  elle-même. 
La  réalisation  de  cette  élimination  exige  une  transfor- 
mation de  la  fonction  cosn(&  —  x).  Cette  transforma- 
tion fournit  aussi  l'expression  analytique  de  la  foiiction 

n(*). 

Pour  effectuer  la  transformation  dont  il  s'agit,  con- 
sidérons un  cercle  limite  et  menons  par  le  milieu  H 
\fiS*  5)  d'une  corde  ÂC,  ainsi  que  par  les  points  E  et  E 
arbitrairement  choisis  sur  cette  corde  et  sur  son  prolon- 
gement, les  axes  B&,  D^;  Wd\ 

Comme  nous  voyons 


(«) 


arc  AC  =  arc  AD  -t-  arc  DC, 
Fig.  5. 


ALetCK  étant  perpendiculaires  a  D^,  l'équation  (I) 
nous  donne 

arc  AD  =  /cotn(AL),        arcDC=  /cotn(CK). 

Désignons  la  demi-corde  KC  par  x  et  le  segment  HE 
par  ^.  Il  est  évident  que  Tangle  HEL  est  égal  à  n(j^)-, 
donc,  selon  Téquation  (III),  les  triangles  rectangles  ALE 
et  CKE  nous  donnent 

cotn(AL)  =  cotII(r  -{-y)  sinn(^), 
cotn(GK)=  col  11(07— ^)sinn(7). 
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.  Comme,  ^eion  l'éqaaiion  (II), 

AC=  !i/cotlI(jr), 

•rëquatîon  (a),  après  la  substitution  des  valeurs  trouvées, 
devient 

(  acotn(x)  =  ['cotn(ar-»-^)-HcotnCa7— >')]sinn(^), 

D'autre  P^rt,  .  • 

(a)    -         ,•    ,    arc  \Cœ  arc  AD'— arc  CD'.       - 

Dësignons  maintenant  HCpar^  et  HF/  par  x.  L'angle 
CE'D'  étant  égal  à  n(x),  nous  transformons  Téqua^ 
tion  (a')  par  un  procédé  parfaitement  analogue  en 

2Cotn(^)  =  [cotn(a7-t-j^)  —  col\i(x  —x)\s\nVi{x), 


Comme  les  quantités  x  et  y  dans  les  équations  (^)  et 
(  P')  ne  sont  soumises  qu'à  la  seule  condition  x^y^  nous 
pourrons  leur  attribuer  la  même  valeur  dans  les  deux 
équations,  ce  qui  nous  donne  par  élimination  les  for- 
mules bien  connues 

*«/  V      cosn(r)-4-cosn(:r) 

cotn(a:-+- v)=  — .   „/     .   .   ^ /  \    > 

.„/  X       cosn(ar)  — cosn(  y) 

d'où  nous  trouvons  sans  peine 

/    V  »T/^         N        cosII(iP)4- cosII( y)   . 

^•'^  ^         -^  ^        1-4- cosn(a?)cosn(7) 

^Nv  „/  V        cosn(â:) — cosn(v) 

($)  COsn(^— y)  =  „^      ^ i77^> 

sans  ambiguïté,  parce  que  toutes  les  quantités  qui  y 
figurent  sont  positives. 

En  éliminant  cosn(x)  des  équations  (VIII)  au  moyen 
de  l'équation  (o),  no^s  trouvons  la  troisième  équation 
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trigonométriqué.du  triangle  obliquanglè 


cos  tl(b)  [i -t- cos n{a)  cos ti(c)  cos A  cos G] 
=  cosn(a)  cosC  ■+-  cosn(c)  cos  A. 

En  outre,  l'équation  (y)  nous  donne 

j-^cosUÇT-^y)  _  IH-  cosll(ar)  i-f-  cosn(^)  ' 
1  —  cosn(2r  —  y)  ^  I  —  cosn(a7)  1  — cosn(^; 

ou  bien 

(IX)  cotîn(a:-t-^)=rcot^n(a?)cot^n(^). 

Comme  la  seule  fonction  qui  satisfait  à  l'équation 
fonctionnelle 

xet  ^  étant  parfaitement  arbitraires,  est  ç(x)  =  a*, 
nous  trouvons 

.r 

cot|lI(ir)=:e*, 

Cest  l'équation  .fondamentale  de  la  Géométrie  de  Lo-» 
batcheffsky.  Pour  compléter  la  théorie,  il  ne  reste  qu'à 
déterminer  la  constante  k\ 
Soient  AEB  (  fig.  6)  un  arc  de  cercle,  C  son  centre,  C 


son  centre  géodésique  sur  la  sphère  limite  à  laquelle  il 
appartient.  Le  triangle  rectilîgne  ÂCB  et  le  triangle 
géodésique  AG'B  sont"  équîlatères.  D  et  F  étant  les 
milieux  de  l'arc  ADB  et  de  la  corde  AB,  nous  désignons 
AFpar  X,  AD  par  o-.  Soient  r  le  rayoïi  plan  AC  du  cercle, 


Digitized  by 


Google 


(3o) 
0  le  rajon  géodésigue  A.C'.  U  est  évident  que 

a  =  psin-  =  /cotn(r)8in— > 

cotn  (X)  =  cotn(r)sin  -  , 

w  désignant  la  mesure  commune  des  angles  AC'B  et 
ACB.  Si  cet  angle  devient  infiniment  petit,  la  corde  2X 
le  devient  aussi  et  le  rapport 

cotn(X):X  =  î-^=~ — 


tend  vers  7-  Donc 
k 

Iiin  —  =  -j-  (u)  =  o). 

Or,  cette  limite  est  égale  à  i  ;  donc  A:  =  e,  et 

cot^n(a7)  =  c«, 

â/  désignant  la  longueur  d'un  arc  limite  dont  les  axes 
eklrêmes  font  des  angles  de  45®  avec  sa  corde. 

Remarquons  encore  que  la  formule  (I)  détermine  bien 
simplement  la  longueur  de  la  circonférence  de  cercle. 
En  effet)  o  étant  son  rayon  géodésique  et  r  son  rayon 

plan, 

G  =  airp  ==  2it/cotII(r). 


SUR  LE  THÉORÈME  DE  GARNOT; 

Par  m.  André  CAZAMIAN. 


i.  Sus  LH  OmÉORÈME  CORRÉLATIF  DE  CELUI  DE  CaRNOT. 

Nous  partirons  de  la  proposition  suivante  : 

;    (A)    Considérons  sur  chaque  côté  d'un  polygone 
ABC. .  .HKL  un  même  nombre  de  points  a,  ^j  y,  ...,  X; 
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»\  ^%  y',  ■    m  >' ;  .   .  j  a«r  P/17  T«î  •  •  ' )  ^«  ^*^^  P^^'  ^  '*«^^- 
£îon  segnientaire 

A«  Ap  A^  Ba^  B£        BV        La^  L|l«         LX„  __^ 

Bœ  Bp  '"■  BX  Ga'  Gp''"GV'"A«„  Ap«""AX„  ""~-'^ 

^ue  Tious  appellerons  relation  de  Carnot. 

Prenons  la  figure  polaire  réciproque  relativement  à 
un  cercle  de  ce  polygone  et  des  points  situés  sur  ses 
côtés.  JNous  obtenons  ainsi  un  nouveau  polygone 
A|B|C| .  ..H{K|Li  et  des  droites  issues  en  nombre 
égal  de  chaque  sommet  de  ce  nouveau  polygone,  et  cor- 
respondant aux  points  a,  p,  . . .,  a',  ^\  .  • ..  Ces  droites 
rencontrent  chaque  côté  du  polygone  ne  passant  pas  par 
le  sommet  d'où  elles  sont  issues  en  un  certain  nombre 
de  points. 

Entre  tous  les  points  ainsi  obtenus  et  les  sommets,  du 
polygone  il  existe  une  relation  de  Camot. 

Remarquons  d'abord  que,  si  Ton  joint  un  point  O  à 

Fig.  I, 


0  E 

tons  les  sommets  d'un  polygone  ABGDEF,  on  a  la  rela- 
tion 

sinOAB  sînOBG         sinQFA  _ 
^'^  sinOBA  siiiOGB*"  srnOAF  ""'• 

On  a  en  effet 

sinOAB       OB  sinOBG       OG 
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En  multipliant  membre  à  membre,  le  second  membre 
devient  égal  k  Tunité. 

En  particulier 9  si  Ton  joint  un  sommet  A  du  polygone 
a  tous  les  autres  sommets,  on  a 

sidABC  sînACD         sinAEF  _ 
^^^  sin  AGB  sinADG  *  '  *  sinAFE  ""  '' 

Joignons  maintenant  le  point  O  à  un  certain  nombre  n  de 
poitits  a,  p,  Y,  . . . ,  X  situés  sur  le  côté  AB.  On  peut  écrire 

sinBÔcc 


donc 


Ad 

=? 

sin 

AOa    , 
OÂB' 

Ba 

=  0 

Aa 
B« 

sinOBA 
~  sinOAB 

Vig.  2 

sin 

sin 

AOa 
BOa 

sinOBA 


<3) 


On  aura  y  par  suite, 

Aa  Ap  AX 

Ba  Bp  '"  BX 


—  /sjnOBAy  sinAOa  sinAOp 
■"VsinOAB/     sinBOa  sinBOp 


sinAOX 


sin  BOX 

En  joignant  de  même  le  point  O  kn  points  a',  ^',  ..., 
X/^  . . .  ;  ttrt,  P;,;  • . .,  X;,  pris  sur  chaque  côté  du  polygone, 
on  aura 

A  a»  Ap„         AX;» 
sinOLAN^ 
sinOAL/ 

sinBOa^  sinBOp'  sinLOX„ 

'  sinCOa'  sinCOp'*"  sinAOX,,' 


AaA|         AXBa;Bp; 

Ba  Bp  '**  BX  Ca'  Cp' 
^sinOAB  sinOBC 
sinOBA  sin 0GB  ' 
^  sin  AOa  sinAOp 
'  sin  BOa  sinBOp 


=( 
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La  première  partie  du  second  membre  estégalcà  Tunité 
d'après  (2).  Donc,  si  les  points  considérés  sont  liés  par 
une  relation  de  Carnot,  le  premier  membre  étant  égal  à 
Tunité,  il  en  est  de  même,  alors,  de  la  seconde  partie  du 
second  membre,  et  l'on  a  la  relation 

sinAOa  sinAOp  sinAOX  sinBQg' 

sinBOa  sinBOp  '  "  sinBO  sinÇOa' 

sinBOX'  sinLOa»         sinLOX/» ^_  _ 


COX'  sinAOa„  sinAOX» 

Prenons  maintenant  la  polaire  réciproque  du  poly- 
gone P  et  des  points  situés  sur  ses  côtés  par  rapport  à 
un  cercle  de  centre  O.  Au  côté  AB correspond  le  point  A^ , 
et  aux  points  a,  ^,  . . .,  X  situés  sur  AB,  des  droites  A 
issues  de  A|.  Appelons  ai,  ^i,  . .  .^  A^  les  points  où  ces 
droites  rencontrent  le  côté  B^  C|  du  polygone  P'.  On  a 
[relation  (3)] 

B|gi  BiPi  ^  ^  ^  B|Xi 
Cl»!  GiPi         CiXi 

(sinA]BfCi\'»  sinCiAïaj  sinCiAi^i  sinCiAiXf 

sinAiGiBi/     sinBjAiai  sinBiAi^i  sinB]AiX] 

Appelant  de  même  aj,  ^29  •  •  •  7  ^2  ;  •  •  •  ?  ^/o  Pm  -  •",Ki 
les  points  où  les  droites  A  rencontrent  les  côtés  C|  D, ,  . . . , 
K|  Lt  du  polygone,  on  a 

Gi«g  Gï  Pî         GjXt 
D,a,  D,3j  *"  D,X, 

__  /sinAiC,D,y*  sinD|Atai  sinDiAi^s         sinDjAiX, 
~~  \sinAiDiGi/     sinGiAi»,  sinCiAiPj  '**  sinC|AiXi* 

""• - î 

Ktan  KiP;,  KtX«  ^  /sinAiKiL,\»  sinL,Ai«;, 

L|a«  LiP«  "'  LiX„       VsinAiLiK,/     sinLiAiŒ;, 

Multiplions  membre  à  membre,  la  première  partie 
du  second  membre  est  égale  à  Puni  lé  [d'après  la  rela- 
tion (a)];  dans  la  seconde  partie,  les  angles   tels  que 
Cl  A|  ai  et  C|  A^  a2  étant  les  mêmes,  il  reste  finalement 
Ann.  de  Mathémat.^  3«  série,  t.  XIV.  (Janvier  1896.)  3 
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la  relation 


Cl»!  C,Xi  D,a,  DjXi  Lian  LiX« 

_  sinL|Ata|  sinLiAiPi  sinLiAfXi 

""  sinBi Aiai  sinB7Â7p7      *  sinBiAiXi' 

Ainsi,  en  formant  pour  les  points  d'intersection  avec 
les  côtés  du  polygone  P'  des  droites  A  issues  de  A«  le 
produit  que  représente  le  premier  membre,  ce  produit 
est  égal  au  produit  des  rapports  des  sinus  des  angles 
que  chaque  droite  A  fait  avec  les  côtés  du  polygone  issus 
du  sommet  A«  d*où  elles  partent;  de  même,  en  formant 
pour  les  droites  A'  issues  de  B^  le  produit  analogue;  ce 
produit  sera  égal  au  produit  des  rapports  des  sinus  des 
angles  que  chaque  droite  A'  fait  avec  les  côtés  B«  A|  et 
Bi  Cl,  etc. 

En  multipliant  membre  à  membre  toutes  les  égalités 
ainsi  obtenues,  dans  le  premier  membre  on  obtiendra 
le  produit  des  rapports  des  distances  de  fous  les  points 
d'intersection  sur  chaque  côté  aux  deux  sommets  du 
polygone  limitant  ce  côté-,  quant  au  second  membre,  il 
sera  égal  (en  valeur  absolue)  à  Tunité  d'après  la  rela- 
tion (4)>  car  Tangle  L<  A^a^  par  exemple  est  égal  (ou 
supplémentaire)  à  Tangle  AOa,  dans  le  premier  poly- 
gone, les  côtés  de  ces  deux  angles  étant  perpendiculaires. 

Donc  la  proposition  se  trouve  démontrée. 

Conséquences  du  théorème  précédent.  — Trois  points 
étant  pris  en  ligne  droite  sur  les  côtés  d'un  triangle,  il 
existe  entre  ces  points  une  relation  de  Carnot(  théorème 
de  Ménélaûs). 

Transformons  par  polaires  réciproques  et  appliquons 
le  théorème  (A).  On  voit  que  trois  droites  concourantes, 
issues  des  trois  sommets  d'un  triangle,  rencontrent  les 
côtés  opposés  en  trois  points  entre  lesquels  existe  une 
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relation  de  Carnot.  C'est  le  théorème  de  Jean  de  Céva. 

Plus  généralement,  les  six  points  d'intersection  d'une 
conique  et  des  côtés  d'un  triangle  sont  liés  par  une  rela- 
tion de  Carnot.  Corrélativement,  d'après  le  théorème(A)) 
si  Ton  mène  par  les  sommets  d'un  triangle  les  tangentes 
à  une  conique,  elles  rencontrent  les  côtés  du  triangle  en 
six  points  liés  par  une  relation  de  Carnot. 

Plus  généralement  encore,  on  est  conduit,  dans  le 
cas  d'un  polygone  quelconque  et  d'une  courbe  algé- 
brique quelconque,  à  un  théorème  énoncé  et  démontré 
algébriquement  par  M.  L.  "Ravier  {DTouif elles  annales, 
août  1 89a)  et  relatif  aux  points  d'intersection  avec  les 
côtés  d'un  polygone  des  tangentes  menées  par  chaque 
sommet  à  une  courbe  algébrique.  Ces  points  sont  liés 
par  une  relation  de  Carnot. 

On  sait  que,  dans  le  cas  d'une  conique  et  d'un  triangle, 
la  réciproque  du  théorème  de  Carnot  est  vraie.  La  réci- 
proque de  son  corrélatif  l'est  également,  de  sorte  que 
Ton  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Six  points  étant  pris  sur  les  côtés  d^un  triangle,  deux 
sur  chaque  côté,  et  liés  par  une  relation  de  Carnot  : 

I*  Ces  six  points  sont  sur  une  même  conique; 

2**  Les  droites  joignant  chaque  sommet  du  triangle 
aux  deux  points  situés  sur  le  côté  opposé  touchent  une 
même  conique. 

En  d'autres  termes,  les  points  d'intersection  avec 
chaque  côté  d'un  triangle  des  tangentes  menées  par 
chaque  sommet  à  une  conique  sont  sur  une  même  co- 
nique, et  inversement  les  droites  joignant  chaque  som- 
met aux  points  d'intersection  d'une  conique  avec  les 
côtés  touchent  une  même  conique. 

Cas  particuliers  : 

En  joignant  les  points  d'intersection  de  deux  trans- 
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versâtes  as^ec  les  côtés  d'un  triangle  aux  sommets,  on 
obtient  six  droites  tangentes  à  une  même  conique. 

Enjoignant  chaque  sommet  d^un  triangle  à  deux 
points  du  plan,  les  droites  ainsi  obtenues  rencontrent 
les  côtés  du  triangle  en  six  points  situés  sur  une 
même  conique. 

Cette  dernière  proposition,  bien  connue,  est  due 
à  Steiner. 

II.  —  Applications  (triangles  homologiques). 

(B)  Théorème.  —  Lorsque  deux  triangles  sont  ho- 
mologiques : 

I®  Les  points  ou  chaque  côté  de  Vun  sont  rencontrés 
par  les  deux  côtés  non  correspondants  de  Vautre  sont 
sur  une  même  conique; 

2°  Les  droites  joignant  chaque  sommet  de  l'un  aux 
deux  sommets  non  correspondants  de  Vautre  touchent 
une  même  conique; 

3°  Les  droites  joignant  chaque  sommet  de  Vun  aux 
points  oii  le  côté  opposé  à  ce  sommet  rencontre  les 
deux  côtés  non  correspondants  de  Vautre  touchent  une 
même  conique; 

4**  Les  points  d'intersection  de  chaque  côté  de  l'un 
a\fec  les  droites  joignant  le  sommet  opposé  à  ce  côté 
aux  deux  sommets  non  correspondants  de  l'autre  sont 
sur  une  même  conique. 

Soient  ABC,  abc  deux  triangles  homologiques.  Les 
sommets  correspondants  (A,  a),  (B,  i),  (C,  c)  sont 
situés  sur  trois  droites  concourantes  et  les  côtes  cor- 
respondants (AB,  ai),  (AC,  flc),  (BC,  bc)  se  rencon- 
trent en  trois  points  situés  sur  une  même  droite  IFJ. 

Ces  six  points  H,  K,  L,  G,  D,  E  où  chaque  côté  d'un 
triangle  est  rencontré  par  les  côtés  non  correspondants 
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de  l'autre  sont  sur  une  même  conique.  En  effet,  le  théo- 
rème de  MénélaiJs  appliqué  au  triangle  ABC  coupé  par 

Fig.  3. 


les  transversales  bc^  ac,  ab^  IFJ,  donne  successivement 
les  relations 

ÂDxBFxCG  =  ÂGxCFxBD, 
AËxBHxâ  =  ÂïxCHxBl, 
ÂJxBKxCL  =  ALxGKxBJ, 
Âî  xBJxCF  =  ÂJxBFxGÎ. 

Multiplions  membre  à  membre  ces  quatre  relations, 
il  vient,  après  simplifications, 

ÂDxÂÊxBHxBKxGLxcè 
=  ÂGxÂLxCKxGHxBExBD. 

I®  Donc  (réciproque  du  théorème  de  Caruot)  les 
points  H,  K,  L,  G,  D,  E  sont  sur  une  même  conique. 

2**  Transformons  par  dualité  :  à  deux  triangles  ho- 
mologiques  correspondent  deux  triangles  homologiques  ; 
on  obtient  la  proposition  énoncée. 


(I) 
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3^  La  troisième  partie  résulte  de  la  relation  (i)  et 
de  la  réciproque  du  théorème  corrélatif  de  celui  de 
Carnot. 

4^  La  quatrième  partie  s'obtient  en  appliquant  à  la 
troisième  le  principe  de  dualité. 

Réciproques. —  i**  Une  conique  quelconque  coupant 
les  côtés  d 'un  triangle  en  six  points,  si  Von  numé- 
rote ces  points  en  partant  d'un  sommet  du  triangle 
1 , 2,  3,  4)  S?  6)  '^-^ droites  2  3,  4  S>  6 1  forment  un  trian- 
gle homologique  du  triangle  donné. 

En  eiFet,  en  appliquant  le  théorème  de  Carnot,  on  a 
la  relation 

ÂDxÂËxBHxMxCLxCG 
=  ÂGxÂLxCKxCHxB1xBI3, 

et,  en  appliquant  le  théorème  de  Ménélaùs  au  trian- 
gle ABC  coupé  par  les  transversales  Ac,  «c,  ai, 

ÂDxBFxGG  =  ÂGxGFxBD, 
ÂÈxBHxGÏ  =  ÂIxCHxBË, 
ÂJxBKxGL=ÂExCKxBJ. 

Multipliant  membre  à  membre  les  trois  dernières 
relations  et  tenant  compte  de  la  première,  il  vient 

ÂrxBJxGF  =  ÂJxBFxGÎ. 

Donc  (  réciproque  du  théorème  de  Ménélaùs)  les  trois 
points  I,  F,  J  sont  en  ligne  droite  et  les  deux  triangles 
ABC,  abc  sont  homologiques. 

a®  Si  par  les  sommets  d'un  triangle  on  mène  les 
tangentes  à  une  conique  quelconque,  et  si  l'on  numé- 
rote successivement  ces  tangentes  à  partir  d'un  som- 
met I ,  a,  3,  4î  5,  6,  les  points  de  rencontre  des  tangentes 
(2,  3),  (4î  5),  (6,  i)  forment  un  triangle  homologique 
du  premier. 
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Ce  théorème  est  corrélatif  du  précédent. 

On  peut  encore  énoncer  ainsi  les  deux  réciproques 
précédentes  : 

I.  Lorsqu'un  hexagone  est  inscrit  dans  une  conique, 
si  Ton  numérote  successivement  les  côtés  i,  2,  3,  4i 
5,  6,  les  côtés  (i,3,  5)  et  (2,  4»  6)  forment  deux  trian- 
gles homologiques  (*). 

Donc  : 

1**  Les  points  de  rencontre  des  côtés  (i  et  4),  (2  et  5), 
(3  et  6)  sont  en  ligne  droite  (théorème  de  Pascal)  ; 

2**  Les  droites  joignant  Iespoints(i,  3)  (^)  et  (4,  6); 
(2,  4)  et  (5,  i);  (3,  5)  et  (6y  2)  sont  concourantes. 

Fig.  4. 


Corollaires.  — Les  droites  joignant  le  sommet  (i,  3) 
aux  points  (2,4)  et  (2,  6)  et  les  droites  analogues 
(droites  joignant  chaque  sommet  d'un  triangle  aux  som- 


(*)  Il  nous  parait  préférable  d'énoncer  ainsi  le  théorème  de 
Pascal,  car  cet  énoncé  implique,  outre  la  propriété  si  connue  de 
l'hexagone  inscrit,  d'autres  propriétés  intéressantes. 

(•)  On  a  appelé  point  (i,3)  le  point  situé  à  l'intersection  des 
côtés  numérotés  i  et  3. 
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mets    non   correspondants    de   l'autre)   louchent   une 
même  conique. 

Fig.  5. 


Ou  obtiendra  deux  autres  corollaires  en  appliquant 
les  deux  dernières  parties  du  théorème  fondamental  (B). 

II.  Lorsqu'un  hexagone  est  circonscrit  à  une  conique, 
si  Ton  numérote  successivement  les  sommets  i,  ?.,  3, 
4,  5,  6,  en  joignant  les  sommets  (i,  3,  5)  et  (2,  4>  6)> 
on  forme  deux  triangles  homologiques. 

Donc  : 

i^  Les  droites  joignant  les  sommets  correspondants 
(i  et  4))  (2  et  5),  (3  et  6)  sont  concourantes  (théorème 
de  Brianchon). 

2^  Les  points  de  rencontre  des  côtés  correspondants 
(i,  3)  et  (4,  6);  (a,  4)  et  (5,  1)5  (3,  5)  et  (6,  a)  sont 
eu  ligne  droite. 

En  appliquant  le  théorème  (B),  ou  obtiendra  trois 
autres  propriétés  intéressantes  de  la  figure. 
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THÉORÈMES  SUR  LBS  TRANSVERSALES; 

Par  m.  le  professeur  Francbsco  FERRARI. 


M.  L.  Ravier  démontra  (Nouvelles  Annales  de  Ma^ 
thématiques,  t.  XI,  3*  série)  un  théorème  analogue  à 
an  théorème  de  Carnot  et  qui  est  une  généralisation 
dtt  théorème  de  Ceva.  Ce  théorème,  si  un  point  d'un 
côté  d'un  polygone  A|  Â2  . .  •  A»  signifie  un  point  de  la 
droite  à  laquelle  appartient  le  côté,  et  si  le  rapport  dans 
lequel  un  point  M  divise  un  côté  A,A,^.i  du  polygone 

signifie  le  rapport  positif  ou  négatif  jr|-^ —  >  peut  être 
énoncé  ainsi  : 

L  Si,  par  tout  sommet  d'un  polygone  plan,  on  mène 
toutes  les  tangentes  à  une  courbe  algébrique  de  son 
plan^  leurs  points  d'intersection  avec  les  côtés  du  po- 
lygone non  adjacents  à  ce  sommet  divisent  ces  côtés 
dans  des  rapports  dont  le  produit  e5«  -f- 1 . 

Sur  cet  intéressant  argument,  je  veux  faire  remarquer 
les  autres  théorèmes  suivants  : 

II.  Si,  par  tout  sommet  d'un  polygone  plan  de  n  cô- 
tés, on  mène  m  droites  dont  les  points  d^ intersection 
avec  les  côtés  non  adjacents  à  ce  sommet  divisent  ces 
côtés  dans  des  rapports  dont  le  produit  est  + 1  et 
mn — 1  de  ces  droites  sont  tangentes  à  une  même  courbe 
de  mn^^^^  classe,  la  mn'^"^^  droite  sera  aussi  tangente 
à  la  même  courbe. 

En  effet,  si  la  m/i'^"*  droite  (soit  A,T,)  n'était  pas 
tangente  à  la  courbe,  la  m*^"®  tangente  à  la  courbe  pas- 
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sant  par  A|  serait  uae  autre  droite  A|  T',  et  en  appelant 
respectivement  pi^  p'  les  produits  des  rapports  dans 
lesquels  les  côtés  du  polygone  non  adjacents  à  Ai  sont 
divisés  par  leurs  points  d'intersection  avec  les  droites 
A|T|y  A|T',  devrait  être,  à  cause  de  l'hypothèse  et  du 
théorème  I,  ^1  =/7'.  Mais  si  M,  N  sont  respectivement 
les  points  où  les  A|  T| ,  Ai  T' coupent  la  diagonale  An  A^, 
le  polygone  A^  A3 ...  A;,  coupé  par  A|  T|,  A|T'  donne 

et  de  là  il  s'ensuivrait  que 

MA,        NA,  ' 
ce  qui  est  absurde. 

Par 

1/71  =  I  \  m  =  '1 

„=3'  |n=3' 

on  obtient  les  deux  propriétés  : 

1.  Si  trois  points  dix^isent  les  côtés  d'un  triangle 
dans  des  rapports  dont  le  produit  est  -+•  i ,  les  droites 
qui  les  joignent  aux  sommets  opposés  passent  par  un 
même  point  {situé  au  fini  ou  à  l'infini). 

2.  Si  sur  les  côtés  d'un  triangle  sont  situés  six 
points  {deux  sur  chacun)^  qui  dis^isent  ces  côtés  dans 
des  rapports  dont  le  produit  est  -f- 1 ,  les  droites  qui 
les  joignent  aux  sommets  opposés  sont  tangentes  à 
une  même  conique. 

m.  Si,  par  les  sommets  d'un  polygone  plan  d'un 
nombre  impair  de  côtés,  on  mène  toutes  les  tangentes 
à  une  courbe  algébrique  de  son  plan,  leurs  points 
d'intersection  avec  les  côtés  respectivement  opposés 
divisent  ces  côtés  dans  des  rapports  dont  le  produit 
est  -h  1 . 
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Récîproqu<;inent  :  «Si,  sur  tout  côté  d'un  polygone 
plan  d^un  nombre  impair  n  de  côtés,  existent  m  points 
qui  divisent  ces  côtés  dans  des  rapports  dont  le  pro- 
duit  est  -4-  I ,  e^  mn  —  i  des  droites,  qui  les  joignent 
aux  sommets  respectivement  opposés,  sont  tangentes  à 
une  même  courbe  de  ni^^'"^  classe^  la  mn^^'^^  droite 
sera  aussi  tangente  à  la  même  courbe. 

IV.  Si,  par  tout  sommet  (A|)  d'un  polygone  plan 
A|  Â2  .••  A;,,  on  mène  toutes  les  tangentes  à  une  courbe 
algébrique  de  son  plan  à  rencontrer  deux  côtés  quel- 
conques  équidistants  de  ce  sommet  (A,A,^j,  A,i_,^.i, 
An_,^2),  ensuite  par  le  sommet  successif  (A  2)  les  tan- 
gentes  à  la  même  courbe  à  rencontrer  les  deux  côtés 
successifs  aux  précédents  (  A,^.4  A,^2  7  A,,_,^2,  A„_,^3),  et 
ainsi  de  suite  par  chacun  des  autres  sommets,  tous  ces 
points  dHntersection  divisent  les  côtés  du  polygone 
dans  des  rapports  dont  le  produit  est  + 1 . 

Ces  deux  théorèmes  III,  IV  se  déinontreiil  à  Taide  des 
formules  mêmes  établies  par  M.  Ravier. 

V.  Siy  par  tout  côté  d'un  polygone  gauche,  on  mène 
tous  les  plans  tangents  à  une  sur/ace  algébrique,  leurs 
points  d'intersection  avec  les  côtés  du  polygone  non 
adjacents  à  ce  côté  divisent  ces  côtés  dans  des  rapports 
dont  le  produit  est  -i-  1, 

Réciproquement  :  Si,  par  tout  côté  d'un  polygone 
gauche  de  n  côtés,  passent  m  plans,  dont  les  points 
d'intersection  avec  les  côtés  non  adjacents  à  ce  côté 
divisent  ces  côtés  dans  des  rapports  dont  le  produit  est 
-f- 1 ,  e/  mn  —  1  de  ces  plans  sont  tangents  à  la  même 
surface  de  classe  m ^  le  mn^^"*^  plan  sera  aussi  tangent 
à  la  même  surface. 
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Le  théorème  direct  peut  être  démontré  suivant  un 
procédé  analogue  à  celui  de  M.  Ravier  par  le  théorème I. 
Soit,  en  effet, 

Téquation  en  coordonnées  de  plans  de  la  surface  de 
classe  m.  La  condition,  pour  qu'un  plan  passant  par 
trois  points(x,,j,,  «,,«,),  (X2,j2,22,  tj),  (x',y,z',  tT) 
soit  tangent  à  la  surface,  sera 


(I) 
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Si  x^y  y  y  z\  t'  sont  variables,  la  (i)  représente  le 
faisceau  de  plans  tangents  à  la  surface  et  passant 
par  la  droite  (x,,  ...)(j:j,  . .  .)•  Si  {xr^  yr^  Zr^  ir)^ 
{^^i^  ys'i  ''j»  ^s)  sont  deux  points  quelconques,  en  met- 
tant dans  la  (i) 

Xr-\-\Xj.,     yr+y^ys,      Zr^^Zsy      tr-^lts 

au  lieu  de  j/,  y',  z',  tf^  on  a  une  équation  de  m*^"*^  degré 
en  ).,  dont  les  solutions  sont  les  m  rapports  dans  les- 
quels le  segment  {x^  . . .)  (x,^  . . .)  vient  d'être  divisé 
par  les  plans  du  faisceau.  Le  produit  de  ces  rapports, 
en  désignant  par/*4^2,r  ^^  fi,2,s  ce  que  devient  le  pre- 
mier membre  de  la  (i)  si,  au  lieu  de  a/,  y^  z\  t\  on  met 
^n  ïn  ^n  ^r  ou  x,,  j^„  ^„  f„  sera  de  là  égal  à 

Si  les  sommets  d'un  polygone  gauche  A1Â2  ...  A,^ 
sont  (x,,  j/-|,z,,^),  (X2, ...),  ...,  {xn^ ...),  le  produit  P 
de  tous  les  rapports,  dont  on  parle  dans  l'énoncé  du 
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théorème,  sera  de  là  donné  par  la  formule 

P=     (_,)«4:H(_,)«4^...(-.)".4î:^ 

x(— i)"' V— ^— ')    -7 (— 0'"-7 

x(-,)-.^(-.)».4:i^. ..(-.)'«  4^ 

/3,V,6                      /3,*.7                                   /3,4,t 
X 

X  (—  l)m  — ^  (-  I)'«  :^r^ (-!)'«  -^^ 

=.  (_ ,)".-<»-.'  Am  Aizi  Am . . .  /:mj_. 

/l,J,«    /î,3,l     /3,4,ï  //ï,l,i»-l 

et  puisque  n(/i  —  3)  est  nombre  pair,  et 

y*i,t,3= /î/8,i)  •••» 

on  a 

La  réciproque  se  démontre  comme  le  théorème  II. 
De  là,  ayant  égard  aux  théorèmes  de  Carnot,  déri- 
vent les  corollaires  : 

1.  Les  plans,  qui  passent  par  les  côtés  d'un  quadrila- 
tère gauche  et  par  un  même  point,  rencontrent  les 
côtés  opposés  en  point$  situés  dans  un  même  plan; 
réciproquement,  si  quatre  points  sont  les  intersections 
d'un  plan  avec  un  quadrilatère  gauche,  les  plans  pas- 
sant par  chacun  d'eux  et  par  les  côtés  opposés  passent 
par  un  même  point. 

2.  Si  par  tout  côté  d'un  pentagone  gauche  et  par  un 
même  point  passe  un  plan,  les  points  d'intersection  de 
ces  plans  avec  les  côtés  du  pentagone  non  adjacents  à 
ce  côté  sont  situés  sur  une  même  surface  de  second  ordre. 

3.  Si,  par  tout  côté  d'un  pentagone  gauche  passent 
deux  plans  qui  coupent  les  côtés  non  adjacents  en  points 
qui  divisent  ces  côtés  dans  des  rapports  dont  le  produit 
est  +  I,  les  dix  plans  sont  tangents  à  la  même  surface 
de  deuxième  classe. 
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4.  Si,  par  les  côtés  d'un  quadrilatère  gauche,  passent 
les  plans  tangents  à  une  surface  de  deuxième  classe,  et 
si  quatre  de  leurs  points  d'intersection  avec  les  côtés 
non  adjacents  sont  les  points  d*întersectîon  d'un  plan 
avec  les  côtés  du  quadrilatère,  les  autres  quatre  sont 
situés  aussi  dans  un  même  plan;  ou,  si  quatre  de  ces 
plans  (deux  quelconques  ne  passant  pas  par  le  même 
côté)  passent  par  un  même  point,  les  autres  passent 
aussi  par  un  même  point. 

5.  Si,  par  les  côtés  d'un  pentagone  gauche  passent  les 
plans  tangents  à  une  même  surface  de  deuxième  classe, 
et  si  dix  de  leurs  points  d'intersection  avec  les  côtés  non 
adjacents  sont  les  points  d'intersection  d'uue  surface  de 
second  ordre  avec  les  côtés  du  pentagone,  les  autres  dix 
sont  aussi  situés  sur  une  même  surface  de  second  ordre. 

Si  la  surface  du  théorème  V  est  de  deuxième  classe, 
et  le  polygone  a  les  côtés  tangents  à  la  surface  même, 
les  deux  plans  tangents  qui  passent  par  tout  côté  coïn- 
cident, et  le  produit  des  rapports,  etc.,  pourra  être  +  i 
ou  —  I .  Pour  n  ::^  4î  '^  =  5,  on  a  donc  : 

6.  Les  plans  tangents  à  une  même  surface  de  deuxième 
classe,  qui  passent  parles  côtés  d'un  ([uadrilatère gauche 
circonscrit  à  elle-même,  coupent  les  côtés  opposés  en 
quatre  points,  qui  sont  dans  le  même  plan  ou  tels  que 
trois  quelconques  d'eux  et  le  conjugué  harmonique  de 
l'autre,  par  rapport  aux  sommets  du  côté  sur  lequel  il 
est  situé,  sont  dans  le  même  plan. 

7.  Les  plans  tangents  à  une  même  surface  de 
deuxième  classe,  qui  passent  par  les  côtés  d'un  pentagone 
gauche  circonscrit  à  elle-même,  coupent  les  côtés  non 
adjacents  en  dix  points,  qui  sont  situés  sur  une  même 
surface  de  second  ordre  ou  tels  que  neuf  quelconques 
d'eux  et  le  conjugué  harmonique  de  l'autre,  par  rapport 
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(47) 
aux  sommets  du  côté  sur  lequel  il  est  situé,   sont  sur 
une  même  surface  de  second  ordre. 

Le  polygone  du  théorème  V  direct  peut  être  aussi 
plan;  s'il  est  plan,  le  théorème  devient  le  suivant  : 

8.  Dans  un  polygone  plan,  les  points  d'intersection 
de  tout  côté  avec  les  côtés  non  adjacents  à  lui  divisent 
ces  côtés  dans  des  rapports  dont  le  produit  est  4-  i  - 

VI.  *S«  A|  A2  . . .  Art  e^^  un  polygone  plan,  en  faisant 

A,A5^i=a^        (*  =  i,2,  ...,/i;  /i-hi  =  i), 

et  désignant  par  f/,  f/,  . . .,  t^"^^  les  m  tangentes  con» 
duites  par  A,  à  une  courbe  de  classe  m,  on  a  la  rela- 
tion 


n 


sin{tUi'Cis+i)  sin(^;'+,  .a^+i)  sin(<i;'V- «5+1) 


En  effet,  si  ts+t  est  une  droite  passant  par  un  sommet 
A^i  du  polygone  et  M  le  point  où  f,^i  coupe  la  diago- 
nale A,A,^2  5  le  produit  des  rapports,  dans  lesquels  les 
points  d'intersection  de  f,^i  avec  les  côtés  non  adjacents 
à  A^^i  divisent  ces  côtés,  est 


^M 


MA, 
et  pour  cela 

as      sin{  ts-^u Us )  ' 

et  donc  le  produit  de  tous  les  rapports  analogues  corres- 
pondant aux  mn  tangentes  «^ ,  t]  ^  ....  t["^^  est  égal  à 
Tinverse  du  premier  membre  de  la  (2). 

VIL  Si  A|  Aa  .  . .  A«  est  un  polygone  gauche,  et  si 
l'on  désigne  par  a,  le  côté 

A,A,+i         (s  =  i,2,  ...,n;  n-+-i  =1;  n-i- 2  =  2), 
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(48)         • 
parps  le  triangle  A^A^^.!  A,+2  ou  son  plan,  et  par  f/, 
tl,  . . . ,  tj'"'  les  m  plans  tangents  conduits  par  as  à  une 
surface  de  classe  m^  on  a  les  relations 


(3)n 


.f  =  1 
s  =  n 


sin(a^.  ts^^)       sin(a^.  f/^.^  )  sinfa, .  iTj?,') 

sin (  «;^.,  .  as-^i )  sin (  t;^^ .  a,H., ) 


/,x     |-T    sin(/?,  .  f;^^  )      sin(/>, .  ^/^t  )  sin(/?, .  ^jf^Q     ^ 

llsin(<;^.,.^,^0  sin(/;;,  ./?,+,)  "•  sin  (CV- />*-*-!) 

En  effet,  si  ts^\  est  un  plan  passant  par  a,^i ,  et  M  le 
point  où  ts^\  coupe  la  diagonale  A,A,^3,  le  produit  des 
rapports  dans  lesquels  les  points  d'intersection  de  ts^\ 
avec  les  côtés  non  adjacents  à  a,^.i  divisent  ces  côtés  est 
égal  h 

MA,  • 
Mais  on  a 

Aj-nM  _  «,-n  sin(a,-n  .<.<-v-i) 
MA,    "~     a.<       sin(  ^5_,.,  .a,) 
et  aussi 

A,H-8M  __  tétraèdre A,-»-3A54-î  A,-n M  _  /Vm  sin(/?,4-i. /,-h) 
MA,     ~     tétraèdre MA,-HiA,+2 A,    "~    /?,       sin(<,-Hi./>,  ) 

et  pour  cela  le  produit  de  tous  les  rapports  corres- 
pondant à  tous  les  plans  tangents,  comme  au  théo- 
rème V,  est  égal  soit  à  l'inverse  du  premier  membre 
de  la  (3),  soit  à  l'inverse  du  premier  membre  de  la  (4)- . 

VIII.  J'observerai  encore  que  Ton  peut  formuler  des 
théorèmes  analogues  aux  théorèmes  I,  II,  III,  IV,  VI  et 
relativement  au  polygone  sphérique,  et  relativement  au 
polygone  gauche,  par  les  sommets  duquel  passent  les 
plans  tangents  à  une  surface  algébrique  et  parallèles  à 
une  même  droite  PQ.  Ces  théorèmes  se  démontrent  en 
ayant  recours,  dans  le  premier  cas,  à  la  projection  de 
la  figure  du  centre  de  la  sphère  sur  un  plan,  dans  le 
second  cas,  à  la  projection  sur  un  plan  parallèlement  à 
la  droite  PQ. 
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(49) 
SUR  m  PROBLEME  DE  GÉOMÉTRIE  PLANE  ('); 

Par  m.  Romuald  BLAZEIEVSKI. 


Nous  avons  les  équations  de  trois  hyperboles 
dont  les  coordonnées  sont  liées  par  la  relation 

^(■207—1)  =  X{1—X). 

Le  paramètre  u  dépend  de  l'inconnue  D,  diamètre  du 
cercle  inscrit  dans  le  triangle,  dont  les  bissectrices  w^^ 
(V27  (Va  sont  données.  En  effet,  nous  avons  posé 

~       D 
Pour  fixer  les  idées,  nous  avons  supposé  que  X|,  X2,  X3 


sont  des  quantités  positives,  mais  yi  et  u  peuvent  avoir 
un  signe  quelconque.  Pour  u  négatif,  nous  aurons  l'hyper- 
bole   tracée  par  points  sur  la  figure;  les  intersections 

(  «  )    Voir  3-  série,  t.  XIII,  p.  28. 

Ann.  de  Mathémat.,  3»  série,  t.  XIV.  (Février  1895.)  4 
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(5o) 

^(aa?  — i)  =a?(i  — ar) 

peuvent  être  au  delà  des  ordonnées  AC,  a  F.  Il  est  facile 
de  justifier  cette  méthode  :  comme  nous  savons,  il  y  a 
dans  le  triangle  des  cercles  exinscrits  ^  si  nous  prenons 
le  rayon  d'un  tel  cercle  avec  le  signe  négatif,  on  peut, 
en  conservant  pour  xi  les  signes  positifs^  continuer  la 
représentation  géométrique  du  problème  avec  le  para- 
mètre négatif  u. 

Nous  avions  établi  les  équations 


la  soustraction  donne 

miDa?i(i — Xi) —  miDxt{i  —  Xf)  =  (xi  —  Xf)x^'j 

la  relation  d*Euler  jTg  =  a  —  Xi  —  X2  permet  de  faire  la 
séparation  de  variables 

miDxi(i  —  Xi)-hx\'—iXi  =  mfDxt(i — a?j)-+-a7j  — 2a?i, 

et  de  même  nous  avons  cette  expression  égale  à 

mj  D3arj(i  —  arj) -+- arj  —  aoTs. 

Ajoutant  Tunité  et  chassant 

miD|ar/(j— -a?/) 

à  l'aide  des  équations  (1),  désignons   la   valeur  com- 
mune de 

par  F, 

F  =  iiXiXtXi-\'{xi^  ly — XxXz 
^l|6arja:ïara  +  2(ar,  — O^  —  ^arjo:,    , 

quantité  par  rapport  aux  racines  de  Téquation  en  t  qui 
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(  5i  ) 
peut  être  écrite 

t{i-i)*-i-(y-i)t-^(y-iy, 

le  coefficient  y  est  donné  par  la  relation 

mais 
ainsi 

De  Téquation  en  t  nous  avons 

mais2î(^-i)7=7. 

2(3?~i)«-h  3(j^  — i)-^  ==  o. 
Ainsi,  en  se  reportant  aux  relations 

nous  avons 

Nous  obtenons  l'équation 

miDa7,(i~ar,)-h(ar|  — 1)«=  ^^=^. 

Comme    a:=  ^^-^>    *  =  m^  m^  -i-  /Wa  m,  -h  m,  iw# , 
l'=jnx  7n%m^^  ^  =  ~,  l'équation  pour  Xi  sera 

k^ 

(a)  /niDartCi  — ar,)-+-(a7,  — i)î  — {D«(A:  — /!>)  =  0. 
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(  52) 
Pour  jT],  Xi  nous  aurons 

m,Da?,(i  —  a?,)H-(ar,—  I)*—  i  D»(A:  --  /D). 
Ordonnant  (2)  par  rapport  k  X|,  nous  avons 

(1  — miD)arî-+-(wiD--2)a7i-hi  — iD*(X:— /D). 
Introduisons  à  la  place  de  Xi,  <:r2,  x^j 

nous  aurons 

-  miO^jTiii-h  Dyr)^D*yl  =\D^(k^  ID); 

en  divisant  par  D^,  nous  aurons 

(i-miD)^î-m,^i  =  l(A:-/D), 

[(i-m4D)^,-îmi]«=î['nî-+-(A:-/D)(i-/niD)]; 

il  est  facile  de  constater  que 

mf-f-  k—{kmi-\-l)D-\-  ImiD^ 

=  (nti-h  ntf —  //iimjD)(/ni+  m^ —  mim^D), 

Introduisant  pour  un  moment 

II  ,11  II 

a= 1 9         0  = 1 ,         c= 1 7 

nous  aurons 

(i  —  m,  D)7i  —  -{-  mi  r=  \  mi  y/m^ml  v/(D  —  6)  (D  —  c), 
(i  —  m,D)72—{  mj  =  J  w,  s/m^m^  /(D  — c)(D  — a), 
(ï  —  ma  D  )  ^^3  —  ^  ma  =  J-  ma  /m|  mj  ^/(D  — a)(D  —  6); 

les  inconnues  jk*  sont  exprimées  par  les  radicaux  dans 
lesquels  entrent  trois  facteurs  D  —  a,  D  —  6,  D  —  c. 
Les  quantités  a,  6,  c  ne  peuvent  être  égales,  sinon  que 
deux  quantités  m,,  /712,  W3  sont  égales;  et  ces  dernières 
sont  difl'érentes  toujours  si  les  données  du  problème  Wk  , 
(Vo,  ÇV3  ne  sont  pas  égales;  par  exemple  si  m^  z=  m^y 
on  a 

=    ,  w\  —  w\. 
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Ainsi,  le  problème  amène  à  la  considération  du  poly- 
nôme du  troisième  degré  ^(D —  a)  (D  —  b){D  —  c). 
Posons 


dv  = 


/(D-6)(D-c)  =  ^-^=  =  2     ^^^ 


/(D  — a)(D— 6)(D  — c) 
nous  aurons 

dD         d  v/D  — a 

dv  /D  —  a 
Ainsi,  nous  aurons 

j  / d\/D  —  a 


^/BTUT 


!    (i  —  ma  D)j^3  ~  {  mj  =  ma  v/mi  /Wj  ^ 

Si  l'on  fait  D  —  a  =  AX^,  A  étant  une  constante  que 
nous  déterminerons  après,  on  a 

D  — 6  =  a  — 6-+-AX*,        D  — c  =  a  — c-f-  AX*. 

Supposons    a  >  i  >  c,    nous    aurons   Tavantage  de 

prendre  A  =  b  — a,   et    désignant     ^      par  /r^,  nous 

aurons 

v/)^  —  a  =  v^^  —  aX, 


^/D  — 6  =  (a  — 6)v/i  — X«, 
/D  — c  =  /ô^^  /i_A:«X«. 

liCS  équations  (3)  donnent  yi  et  D  comme  fonctions 
elliptiques  de  la  variable  (^.  Faisons  cette  remarque,  que 
les  équations  ^ 

sont  unicursales  ;  et  s'il  fallait  considérer  une  seule  de 
ces  équations,  il  n'y  aurait  aucune  nécessité  d'introduire 
des  transcendantes.  La  résolution  de  la  première  amène 
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un  radical  portant  sur  un  trinôme  du  second  degré. 
Mais  si  Ton  considère  Tensemble  de  trois  équations,  on 
est  contraint  de  recourir  aux  transcendantes  elliptiques. 
On  voit  une  réciprocité  entre  y  i  et  y/D — a.  La  pre- 
mière est  fonction  de  D  —  a  et  de  sa  dérivée  ;  on  peut 
constater  qu'il  en  est  de  même  de  y/D  —  a.  Différen- 
tions  l'équation 

(i-m,D)^î-m,j.,-i(^-/D)  =  o 

par  rapport  à  u,  comme 

2(1  — /niD)j^i  — mi 

=  mi  ^m^ ma  /( D  —  6 ) ( D  —  c)  =  2mi  yfrn^mx  ~~'     * 

on  a 

2m,v/W^— 5^^— ^  +  (i/-m.^«)5J7=o 
OU  bien,  en  éliminant  j^^, 


réduisant  le  coeflScient  de  ^D  —  a  et  divisant  par  le 
terme  constant  m^^ 

En  général,  yi  dépendent  d'une  équation  différen- 
tielle du  second  ordre,  mais  cette  équation,  compliquée, 
ne  nous  apprend  pas  grand'chose  sur  Ijp  mode  d'exis- 
tence des  yi.  On  a  l'habitude,  en  discutant  les  cubiques 
planes  (Halphen,  t.  II,  p.  4*3),  de  prendre  l'origine 
de  coordonnées  sur  la  courbe;  rien  de  plus  facile  que 
de  changer  la  variable  D  en  a: lié  à  D  par  la  relation 
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nous  aurons 

mais  les  formules  sont  plus  compliquées. 

Pour  compléter  la  discussion  des  formules,  remar- 
quons que  les  points  donnés  par  les  équations 

(i  —  miD)^«~  /»iD^—  F  =  o, 
(I  - /n,D)^«- #»,Dj^  -  F  =  o, 
(i  —  mjD)j^«—  /wjD^  —  F  =  o, 

si  Ton  représente  les  racines  par  les  abscisses 

d'une  ligne  droite,  sont  en  involution.  En  efiet,  nous 
ayons 

Désignant  les  premiers  membres  des  équations  par 
A,  B,  C, 

(ms — /nt)A  -f-(mj  —  mi)-f-  m8(mi—  /ni) G  =  o. 

Supposant  C  ==  o,  nous  aurons 

-+-(^8— /nt)(i— /n,D)(^,— y,)(j^8— 7;)  =  o, 

mais  la  présence  de  l'inconnue  D  empêche  d'appliquer 
cette  théorie  :  s'il  n'y  entrait  pas  la  variable  D,  alors 
cette  équation  permettrait  de  la  prendre  arbitraire  sans 
que  Pinvolution  cessât  d'exister.  Et  alors,  de  la  nature 
des  valeurs  quelconques  /{*,  on  pourrait  conclure  sur  le 
mode  d'existence  de  celles  qui  résolvent  le  problème, 
par  exemple  si  l'équation  donnant  D,  qui  est  d'un  degré 
élevé,  est  irréductible  ou  non. 
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UNE  NOUVELLE  DÉFINITION  DU  PLAN; 

Par  m.  E.  BALLUE, 
Professeur  au  lycée  de  Lorient. 


On  déGnit  ordinairement  le  plan  :  une  surface  telle 
que  la  droite  qui  passe  par  deux  quelconques  de  ses 
points  est  tout  entière  située  sur  cette  surface. 

Cette  définition  présente  le  grand  inconvénient 
d'assujettir  le  plan  à  une  infinité  de  conditions. 

Ne  pourrait-on  définir  le  plan  par  une  propriété  ca- 
ractéristique plus  simple  que  la  précédente,  et  déduire 
celle-ci  de  la  nouvelle  définition? 

Tel  est  l'objet  de  cette  étude. 

Nous  commencerons  par  rappeler  la  définition  de  la 
ligne  droite  et  une  de  ses  propriétés  fondamentales. 

Ligne  droite,  —  On  appelle  ligne  droite  une  ligne 
possédant  la  propriété  suivante  :  Par  deux  points  on 
peut  faire  passer  une  ligne  droite  et  Von  n'en  peut 
faire  passer  quune. 

On  déduit  de  cette  définition  la  propriété  suivante  : 
Si  l'on  fixe  deux  points  A  et  B  d'un  corps,  et  qu'on 
imprime  un  mouvement  à  ce  corps,  tous  les  points  du 
corps  situés  sur  la  droite  AB  restent  immobiles. 

Plan,  —  Par  analogie  avec  la  ligne  droite,  nous 
appellerons  planune  surface  possédant  la  propriété  sui- 
vante :  Par  trois  points  on  peut  faire  passer  un  plan, 
et  l'on  n'en  peut  faire  passer  quun  si  Ins  trous  points 
ne  sont  pas  en  ligne  droite. 
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Théorème.  —  Deux  plans  quelconques  P  et  P'  sont 
superposables  dans  toute  leur  étendue. 

Prenons  trois  points  A,  B,  C,  non  en  ligne  droite, 
dans  le  plan  P'.  Transportons  le  plan  P'  de  manière 
que  Â  et  B  viennent  s'appliquer  sur  le  plan  P,  et  faisons 
tourner  P'  autour  des  deux  points  A  et  B  supposés  fixes 
jusqu'à  ce  que  le  point  C  vienne  s'appliquer  sur  le 
plan  P.  Les  deux  plans  P  et  P',  passant  par  les  trois 
mêmes  points  A,  B,  G,  non  en  ligne  droite,  coïncident 
par  définition. 

G)Roi.LAiRE  I.  —  Un  plan  est  une  surface  qui  s^ étend 
à  Vinjini  dans  tous  les  sens. 

En  efTet,  un  plan  est  déterminé  par  trois  points  A, 
B,  C  non  en  ligne  droite,  et  ces  trois  points  peuvent  s'é- 
loîgner  dans  tous  les  sens  aussi  loin  qu'on  le  désire. 

CoEOLLAiRE  IL  —  Un  plan  coïncide  encore  avec  lui- 
même  lorsquil  a  subi  un  déplacement. 

Corollaire  III.  —  Un  plan  coïncide  encore  avec 
lui-même  après  qu'on  l'a  retourné  (*  ). 

Corollaire  IV.  —  Une  figure  plane  peut  être 
transportée  dans  son  plan  sans  altération.  ' 

Théorème.  —  Par  trois  points  en  ligne  droite  A, 
B,  C  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  plans. 


{*)l\  conTiendrait  peut-être  de  définir  exactement  le  sens  du  mot 
retourné.  On  y  parvient  de  la  façon  suivante  :  Un  plan  étant  une 
surface  qui  s'étend  à  l'infini  dans  tous  les  sens  partage  l'espace  en 
deux  régions  distinctes.  On  peut  considérer  un  plan  comme  ayant 
deox  faces,  la  première  adjacente  à  la  première  région,  la  deuxième 
adjacente  à  la  seconde.  Retourner  un  plan,  c'est  le  déplacer  dans 
l'espace  de  manière  que  sa  seconde  face  devienne  adjacente  à  la 
première  région  et,  par  suite,  la  première  face  adjacente  à  la  se- 
••ondc  région. 
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Par  définition,  on  peut  faire  passer  un  plan  P  par 
les  trois  points  en  ligne  droite  A,  B,  C.  Faisons  tourner 
ce  plan  autour  des  deux  points  A  et  B  supposés  fixes. 
D'après  la  propriété  de  la  ligne  droite,  le  point  C  reste 
immobile.  Le  plan  P  passe  donc  constamment  par  le 
point  C.  Autrement  dit,  il  passe  une  infinité  de  plans 
par  les  trois  points  A,  B,  C. 

Théorème.  —  Un  plan  contient  la  ligne  droite  qui 
passe  par  deux  de  ses  points. 

Soient  A  et  B  deux  points  d'un  plan  P,  C  un  point 
quelconque  situé  sur  la  droite  AB.  Il  suffit  de  démon- 
trer que  le  plan  P  passe  par  C. 

Par  les  trois  points  A,  B,  C  en  ligne  droite,  faisons 
passer  un  plan  quelconque  P'  et  faisons-le  tourner  au- 
tour des  deux  points  A  et  B  supposés  fixes  jusqu'à  ce 
qu'un  autre  de  ses  points,  D^  non  situé  sur  la  droite  AB, 
vienne  rencontrer  P.  Les  deux  plans  P  et  P  passant 
par  les  trois  mêmes  points  A,  B,  D,  non  en  ligne  droite, 
coïncident.  Le  point  C  n'a  pas  bougé  pendant  le  mou- 
vement de  P'.  Donc  le  plan  P  contient  le  point  C. 

c.    Q.    F.   D. 


NOTE  SUR  L'ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  DES  SURFACES 


Par  m.  D.  SINTSOF, 

Agrégé  de  l'Université,  à  Kasan. 


C'est  une  forme  nouvelle  de  ladite  équation  que  je 
veux  établir  dans  ce  qui  suit.  Sous  forme  fixée  une  sur- 
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face  réglée  peut  être  dëterminée  par  deux  équations 

I  z  =  aa?-f-  a, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  quelconques  d'un 
paramètre  variable  0.  La  seconde  de  ces  équations  en 
donne  la  valeur  en  fonction  de  x  et  de  y,  que  Ton  porte 
dans  la  première  et  reçoit  ainsi  Téquation  explicite  ide 
la  surface.  On  peut  donc  différentier  les  équations  (i) 
en  j  comptant  8  fonction  de  x  et  de^,  ce  qui  donne 

p  =  a-T-ei:(a?aé-hai),        q  =(xa'^-^  »i)e'y, 

d'où,  en  éliminant  xaf^  -\-  a^  et  xb'i^  -f-  Pq  , 

6' 

et  enfin 

(3)  p  =  a  —  bq. 

Différentions  (3)  encore  une  fois  par  rapport  kxely^ 
et  posons  comme  à  l'ordinaire  t-^  =  r,  ,.., 

6^-4-5  "  6'y  -      ^' 
d'après  (2''),  c'est-à-dire 
(i)  «6»-h2*6-h  r  =  o. 

Différentions  de  nouveau  (4),  et  posons  pour  abréger 
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1  écriture  -r-^  =  Ar,     ,  ^       =/,....,  nous  aurons 


c)a?3 


dx^ày 


9.(6/-h5)64e:,  =  - 

-(6« 

m-h 

26/ 

+*). 

2(6^-1-5)6^6;,=- 

-(6^ 

»n  -H  26m 

+  0, 

6*m  -+-  2  6Z-h  i 

i  ~ 

-6, 

6*/i  H-  26/11-4- 

c 

'esl-d-dire 

( 

5) 

7i6»-h  3m6«H- 

Zlb 

-4-^: 

=  0. 

C'est  à  l'aide  de  ces  équations  (4)  et  (5)  que  Ton  dé- 
finit ordinairement,  depuis  Monge,  l'équation  différen- 
tielle des  surfaces  réglées. 

Remarquons  d'abord  que,  symboliquement,  on  peut 
écrire  (4)  et  (5)  ainsi  : 


ou 


( 


dx  )  ^       ôx^ 


Formons  les  combinaisons 

(6)  i[r(5)-A:(4)]=o  =  (3r/-2*A')+(3rm-fA:)6-f.r/i6«, 

(7)  ^(5)— /i6(4)  =  o  =  fA--h(3</  — rn)6-H(3//n  — 25/i)/r. 

En  éliminant  des  équations  (4),  (6)  et  (7),  linéaires 
en  b  et  i^,  ces  quantités,  nous  avons  Téquation  sous 


forme  d'un  déterminant  : 

r                  25                    « 

(8)           0== 

3r/  —  25A:     Zrm  —  tk            m 

tk            3tl  —  rn     Ztm^isn 

ou 


I  —  25»  A:/i  —  6 (  /'/  —-5*  )(  rln  —  3  /lA:  -f-  tkm  )  =  o . 
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Pour  lui  donner  une  forme  plus  symétrique,  remar- 
quons que  les  surfaces  développables  sont  un  cas  parti- 
culier des  surfaces  réglées;  l'équation  diiférentielle  de 
ces  dernières  doit  donc  être  satisfaite  en  vertu  de  l'équa- 
tion ri  —  25^  =  o  et  de  ses  dérivées  par  rapport  kxeij: 


(9') 

iit  —  isl  +  rm  =  o, 

(9') 

// — 2sm  +  rn  =  o. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (8')  doit  donc  s'an- 
nuler avec  à  =  rt  —  5^,  j-  et  —  >  ce  qui  nous  donne 

l'idée  de  le  présenter  à  l'aide  de  ces  trois  quantités.  En 
remarquant  que  nous  avons  un  terme  t^x^  qui  peut 

provenir  de    ^  (j-)    et  un  autre    r*/i^=  r(/7i)^,  qui 

vient  de  r(  T- )  >  nous  recevons  par  un  calcul  facile  la 
forme  suivante  de  l'équation  considérée  : 


■iÈÏ 

-mithi^' 

r       s       t    \ 

(lû) 

âr      ds      de 

1" 

ôx     dx     dx 
ôr      ds      dt 
dy     dy     dy 

Le  déterminant 

\    r        si 

dr      ds      dt 
dx     dx     dx 

dr      ds      dt 
dx     dy     dy 

s'annule  aussi  en  ver 

tu  de  A  =  0, 

dl                                d\                                 .^y 

:r-  =  o,  --  =  o.  C  est 

dx             dy 

1  équation  (lo)  que  nous  avons  voulu  donner  dans  cette 

Noie. 
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SDR  LB8  iÉTHliniANTS  MWT  LES  ÉLÉMENTS  PRINGiPAHX 
VARIENT  EN  PROGRESSION  ARITHMÉTIOVE; 

Pak  m.  Alfrbdo  CAPELLI,  à  Naples. 


Les  détermiaants  doat  les  éléments  principaux  va- 
rient en  progression  arithmétique  sont  de  la  forme 


F(-».r)= 


(î) 


«s» 


«M 


«nt 


«/18 


,H--S-h(/l--l)^ 


Ils  dépendent  de  deux  variables  z  et^;  mais  ils  peu- 
vent toujours  se  développer,  d'une  façon  très  simple,  à 
l'aide  de  déterminants  qui  jouissent  de  la  même  pro- 
priété et  ne  dépendent  que  de  la  variable  y.  On  a,  en 
effet,  Tidentité  suivante 


i  =  n 


-f- z{z  -^y){z  -h  27) ...  [2  -h(/l  —  2)^]^ 


«i7 


«// 


«/y 


.^  I  «y/   <^jj-^y 

-+--«(« +J^)  ('^ -+- aj^)  ...  [^ -H(/l  —  4)7] 

«*7        «/y  ath 

i<j<à^n     a/ii        ahj        ahh-^'^y 
«11  «11  . . .  a\n 


«/Il 


««2 


«ll/l-f-(/l  — l)^' 
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Dans  le   second  membre   de  celte  identité,  chaque 
somme  doit  s'étendre  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  des 
indices  i,  /.  A,  • . .  qui  satisfont  àjrinégalité^qu'on^voit 

au-dessous  du  signe  ^. 
Ainsi,  par  exemple,  on  aura,  pour  n  =  3  : 


|ai|-+-i             axt 

«18 

oti      ail-*-  «  -^y          «t» 

asi                «81            «8»  +  -«  -^  '^r 

=  z{s-\-jr)(z  -f-  2y)-^z{z  -hy)  («n  -H  011-+-^,,) 

-h 

«11             «18 
«81       «83 -H^ 

-+- 

«ît 

«8î 

«Î8 

«88 -H  7 

«11             «H                    «18 

H- 

«il       «M^-J^              «M 

• 

«81              «8Î             «3 

3-+- 

•^y 

II 


L'identité  (1)  se  déduit  facilement  d'une  identité  que 
j'ai  établie  par  des  considérations  empruntées  à  la  théorie 
des  opérations  invariantes  (voir  Rendiconti  delV  Ac- 
cademia  délie  Scienze  di  Napoli  ;  inaLVzo  1889).  ^  ^^ 
serait  donc  pas  sans  intérêt  si  l'on  pouvait  donner  une 
démonstration  directe  de  cette  formule. 


SOLUTION  DE  LA  ODKSTION  PROPOSÉE  AD  CONCOURS 

DADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  EN  1894; 

Par  m.  J.  LEMAIRE. 


On  considère  les  coniques  représentées  par  l' équa- 
tion 

ar'-haXa?^  —  2Xfca?  —  4(«  —  ^)j^  =  Oj 

où  «,  b  sont  deux  constantes  et  X  un  paramètre  va- 
riable : 
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I**  Prouver  que,  si  X  varie,  les  polaires  d*un  point 
fixe  M  par  rapport  à  ces  coniques  passent  par  un  point 
fixe  P,  dont  on  calculera  les  coordonnées^  au  moyen 
des  coordonnées  du  point  M  5 

a®  On  fait  décrire  au  point  M  une  droite  arbi- 
traire A, 

ux  4-  p^  -+-«>  =  o  ; 

prouver  que  le  point  P  décrit  alors  une  conique  S  et 
que,  lorsque  A  se  déplace  dans  le  plan,  la  conique  S 
se  déforme  en  passant  par  trois  points  fixes  A,  A',  A". 
Inversement^  quand  le  point  P  décrit  la  conique  S,  le 
point  M  décrit  la  droite  A;  que  dev^ient-il  quand  le 
point  P  vient  en  l'un  des  trois  points  A,  A',  A''? 

3**  Ou  doit  être  pris  le  point  M  pour  que  le  point  P 
soit  rejeté  à  l^ infini?  Quelle  position  doit  avoir  la 
droite  A  pour  que  la  conique  S  qui  lui  correspond  soit 
une  ellipse,  une  hyperbole,  ou  une  parabole? 

4^  On  considère  toutes  les  coniques  S  qui  sont  des 
paraboles  et,  en  particulier,  les  axes  de  ces  courbes. 
Prouver  que  par  tout  point  du  plan  il  passe  trois  de 
ces  axes;  distinguer  les  points  du  plan  pour  lesquels 
ces  trois  axes  sont  réels  et  ceux  pour  lesquels  un  seul 
axe  est  réel; 

5**  Trouver  le  lieu  des  points  pour  lesquels  deux  de 
ces  axes  se  coupent  à  angle  droit. 

I.  Les  coniques  C  représentées  par  Téquation 

(i)  x^'^Ti'kxy  —  i\bx  —  4(<^-— 6)^  =  0 

passent  par  les  quatre  points  fixes  communs  à  la  para- 
bole 

(a)  a?*— 4(«  —  b)y  =  o 

et  aux  deux  droites 

(3)  x{y-b)  =  o. 
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On  sait  (théorème  de  Lamé)  que  les  polaires  d'un 
point  fixe  M(x«,j'o)  par  rapport  à  ces  coniques  ont  un 
point  commun  P  :  la  polaire  de  M  est 

X93P  —  :i{a -^ b)  (yo-^- y) -^  \[xoy  -^ xyo-^  b (x  -h xo)]  =  o. 

Sî  donc  Xs^yi  sont  les  coordonnées  de  P,  elles  sont 
liées  à  celles  de  M  par  les  relations 

d'où  Ton  tire 

^     a(a  — 6)a7o(j^o4-6) 
*       a?î-+--2(a  — 6)(j^o--A)' 
^  bxl—i{a-^b)y^{y^^b) 
K*  xl^i{a-b){yo-b) 

Les  équations  (4)  sont  symétriques  par  rapport  aux 
coordonnées  des  points  M  et  P;  donc  on  aurait  les  va- 
leurs de  jTo  ctj^o  en  fonction  de  Xj,  y^  par  une  simple 
permutation  d'indices  :  la  transformation,  qui  change 
M  en  P  et  réciproquement,  est  une  transformation  uni- 
forme du  second  ordre. 

n.  Si  M  décrit  la  droite 

(A)  Ma7-hi'^H- •*' =  o, 

P  décrira  une  courbe  dont  nous  aurons  Téquation  en 
éliminant  0:0, /o  entre  les  équations  (4)  et  la  suivante 

aaro-i-  P^o-t-  «»  =  o. 
Nous  obtenons  ainsi  la  conique 

X       — 2(a  — 6)    — 2(a  —  b)y 
(S)  y  —  b  X  — bx 

u  9  w 

Ànn.  de  Mathemat.^  3'  série,  l.  XIV.  (Février  1895.) 
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Cette  équation  peut  s'écrire 

^{a  —  b)ux{y  -h  b)-h  v[bx^—  ^{a  —  b)y(y  —  b)] 

■+-  (v[a?»-i-2(a  —  6)(y  —  6)]  =  o. 

Elle  est  de  la  forme 

aCi-t- vG,-t-  «vGj  =  o. 

Quand  A  varie,  les  coniques  (S)  forment  un  réseau; 
on  voit  sans  peine  que  les  trois  coniques  Ci  =  o, 
€2  =  0,  €3  =  0  ont  trois  points  communs 

A(o,  b), 
A'[-t-2/6(a-^),  —6], 

Donc,  quand  A   se  déplace,  S  se  déforme  en  passant 
par  ces  trois  points  fixes. 

Remarquons  que,  si  nous  désignons  par  C'^,  C^,  C^ 
ce  que  deviennent  €<,  C2,  C3  quand  on  y  remplace 
X  et  j'  par  les  coordonnées  de  M,  celles  de  P  peuvent 
s'écrire 

Ci 

et  c'est  parce  que  les  trois  coniques  ont  trois  points 
communs  que  la  transformation  définie  par  les  équa- 
tions(4)  est  uniforme. 
Si  P  vient  en  A,  on  a 

^1  =  0,       xi  —  b; 
les  expressions  de  j:©)  ^0  en  fonction  de  x,  et  j,  se  pré- 
sentent sous  la  forme  -  •  Remarquons   que  les  équa- 
tions (4)  se  réduisent  alors  n 

yQ-hb  =  o. 
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Le  point  M  correspondant  à  A  est  donc  sur  la  droite 
A' A',  et  par  conséquent  au  poînt  de  rencontre  de  cette 
droite  avec  A. 

De  même  si  P  vient  en  A'  ou  en  A'',  le  point  M  cor- 
respondant se  trouve  au  point  de  rencontre  de  A  avec 
A'A  ou  avec  AA'. 

Ce  résultat  s'explique  si  l'on  observe  que  A  A' A"  est 
le  triangle  conjugué  commun  aux  coniques  (C). 

III.  Le  poînt  P  sera  rejeté  à  l'infini  si  les  valeurs 
(le  Xi ,  yi  sont  infinies,  c'est-à-dire  si  le  point  M  est  sur 
la  parabole 

C,  =  ar«-i-  2(a  —  6)  (jr  —  6)  =  o. 

Toutefois  si  M  est  en  A,  point  de  cette  parabole,  les 
coordonnées  de  P  ne  sont  plus  infinies,  mais  indéter- 
minées, les  équations  (4)  se  réduisent  à 

^1  -h  6  =  0. 

P  est  indéterminé  sur  A'A^-,  cette  droite  est  en  eflet  la 
polaire  de  A,  quelle  que  soit  la  conique  S. 

De  même  si  M  vient  en  A'  ou  A^,  points  situés  aussi 
sur  la  parabole  Cs  =  o,  le  point  P  est  indéterminé  sur 
A^'A  ou  sur  AA'. 

La  conique  S  est  une  ellipse,  une  parabole,  ou  une 
hyperbole  selon  que  Ton  a 

ou,  si  nous  supposons  a^b^  selon  que 

(a  —  6)a*-f-2(^-+-  cv)t>|  =  o, 

c'est-à-dire  selon  que  la  droite  A  a  o,  i  ou  2  points 
communs  avec  la  conique 

(5)  (a  —  ^)tt'-t-2(6p-4- «')p  =  o, 
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qui  est  prëcisément  la  parabole  €3  =  0  déjà  obtenue; 
conclusions  inverses  si  a  <  6. 

IV.  Supposons  que  S  soit  une  parabole;  son  axe  est 

(6)  (tt*-+- 4*»*)(wa?  —  içy)—2,au*v  =  o. 

Cette  équation,  qui  exprime  que  Taxe  passe  au  point 
(or,  j^),  détermine,  avec  la  condition  (5),  les  coordon- 
nées tangentielles  des  droites  A  correspondant  aux  pa- 
raboles dont  les  axes  passent  au  point  (x^y). 

Le  coefficient  angulaire  de  la  droite  (6)  a  pour  va- 
leur — •  Posons  —  =  {A,  l'équation  (6)  devient 

(7)  ^f^*  —  (y  •+-  a)ix«-+-  arfi— j^  =  o. 

C'est  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des  axes  des 
paraboles  qui  passent  au  point  (:c:,jk)> 

Par  le  point  (x^y)  passeront  un  ou  trois  axes  réels, 
selon  que  l'équation  (7)  aura  une  ou  trois  racines 
réelles  distinctes.  Le  lieu  des  points  (x^y)^  pour 
lesquels  elle  aura  une  racine  double,  séparera  donc  les 
points  du  plan  pour  lesquels  un  seul  ou  trois  axes 
seront  réels.  Ce  dernier  lieu  s'obtient  en  écrivant  que 
les  dérivées  de  (7)  par  rapport  à  [x, 

(3|x*-f-  i)j?  —  iiiy  —  layi  =  0, 

et  par  rapport  au  paramètre  i  d'homogénisation, 
ajia?  —  (h^'+  3)^  —  afx*  =  o, 

ont  une  solution  commune  en  jjl,  ce  qui  donne,  en  ré- 
solvant ces  deux  équations  par  rapport  à  x  et  à  j^,  la 
courbe  sous  forme  unicursale 

x  z= ■ 9  y=      ^    * — -9 
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OU,  en  posant  jx  =:  cot  -, 

X  =  --  sintt(i  —  cosu).         y  = cosu(i  -v-  cosi^). 

On  reconnaît  îmmëdiatement  les  coordonnées  d'un 
point  de  Thypocycloïde  engendrée  par  un  cercle   de 

rayon  -  roulant  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  triple 
dont  le  centre,  situé  sur  Taxe  des  y^  a  pour  ordon- 
née —  7*  '®  point  de  contact  du  cercle  qui  roule,  situé 

sur  l'axe  des  jk,  a  pour  ordonnée,  au  départ,  —  a. 

Cette  courbe  partage  le  plan  en  deux  régions  :  pour 
les  points  de  la  région  intérieure,  pour  le  point  x  =  o, 

yz=: ,  par  exemple,  l'équation   (7)  a  ses   racines 

réelles^  et  par  conséquent  par  chacun  de  ces  points  pas- 
sent trois  axes  de  paraboles  réels;  pour  les  points  de 
la  région  extérieure,  pour  le  point  x  =  00,  ^  =  o,  par 
exemple,  l'équation  (7)  a  deux  racines  imaginaires,  et 
par  chacun  de  ces  points  passe  un  seul  axe  réel  ^  quant 
aux  points  de  la  courbe,  par  chacun  d'eux  passent  deux 
axes. 

Y.  Le  lieu  des  points  pour  lesquels  deux  des  axes 
se  coupent  à  angle  droit  s'obtient  sans  peine  :  soit 
(x^y)  un  pareil  point;  |ji',  |x",  jx'^'  les  coefficients  angu- 
laires des  axes  passant  par  ce  point.  On  a,  par  exemple, 

Comme  pi'  [i."  y^"  =  —  »  on  en  déduit  (x'  =  —  ^  • 

Écrivons  que  —  —  est  racine  de  l'équation  (7),  nous 
obtenons 
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Le  lieu  est  donc  un  cercle,    car  si  y  =  o^  comme 

|jl'ijl"[x'"  =  ^,  nous  ne  tenons  pas  compte,  en  somme,  de 

la  condition  [jl"|x"'  =  —  i . 
Nota.  —  Solution  analogue  par  M.  Barisien. 


SUR  LES  RÉDUITES  BES  FRACTIONS  CONTINUES 
SYMÉTRIQUES; 

Par  m.  g.  MUSSO,  à  Gênes. 


Â  la  page  4^3  de  sa  TTiéorie  des  nombres,  Edouard 
Lacas  a  donné  la  proposition  suivante  : 

Quand  une  fraction  continue  est  symétrique,  on 
peut  calculer  les  deux  dernières  réduites,  si  l'on  con-' 
naît  les  deux  dernières  réduites  qui  correspondent  à 
la  première  moitié  de  son  déi^eloppement. 

^  Il  a  distingué  deux  cas^  selon  que  la  fraction  est 
symétrique  paire,  ou  impaire,  c'est-à-dire  de  Tun  des 
types 

(l) 


•^»  -  a.  ,        ' 

ffn         ^'    '     Î.  +  .. 

1 

'           I 

^^Sv-..,           .           • 

^»    <J  1     ' 

^•■^i' 

^-^"'   <7.-4-. 

I 

I 

'''^v-.-....^_           , 

^'^^r 
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et  a  trouvé,  dans  le  premier  cas, 


(I) 


fn=A'-^/i^V 


et,  dans  le  second, 

Sn  =/v^v-l  -1-/v-l^v  =fn-u 
gn-\  =  2^v^v-l. 

Cependant,  tandis  que  le  premier  système  de  rela- 
tion subsiste  réellement,  le  second  est  erroné.  Cela, 
on  le  pourrait  vérifier  sur  des  exemples  namériques; 
mais  nous  le  déduirons  moyennant  la  considération 
d'une  fraction  continue  plus  générale  que  celle  des 
types  (I),  laquelle  nous  accorde  de  trouver  des  rela- 
tions analogues  aux  (i),  qui  comprennent  les  (i) 
mêmes  en  particulier,  et  nous  fournissent  les  vraies 
valeurs  àe  fn^  gnyfn^iy  gn^ht  dans  le  cas  qu'il  s'agisse 
d'une  fraction  continue  symétrique  impaire. 

Que  l'on  considère  la  fraction  continue  du  type 


(H)    ^  =  ^o-f- 


^«  q\ 


?v- 


^V-hl- 


I 


^v-f-. 


1 
9o 


Nous  avons  d'abord  par  la  propriété  de  l'inversion 


A^         _L_ 

gn  gi-^..  1 


^v4-.. 


I 


/v- 


Digitized  by 


Google 


(7>) 
et  comme 

il  sera 

l  y vt-r  -H  -p^  j  ^v-i-r-l  ■+"  ^v+r-î 
/v  ^VH-r  -+-  /v-  i  ^v+r- 1 

d'où  résultent  déterminées  les  valeurs  dey*„  et  gn> 

Mais,  par  la  propriété  de  l'inversion,  nous   avons 
encore 


•^"-ff  1      ' 

*■»    ^'  '  ?.+. 

1 

£r     I             ' 

r 

*^^'   '    gv  +  . 

I 

-  pj. . 

--r.= 

par  conséquent, 

Jn      yvyv-t-r~<"yv-l./v-<-r-'l 

/«- 1         ^v  /v-Hr  -+-  ^v- 1  /v-H r- 1 

Enfin,  puisque 

nous  pourrons,  moyennant  la  substitution  en  celle-ci 
des  valeurs  de  yj,,  /"n^t  et  g^^  déterminer  gn-i»  On 
trouve 

En  conclusion,  on  voit  que  pour  les  fractions  conti- 
nues du  type  (II)  subsiste  le  système  suivant  de  reia- 
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lions 

gn-X  =  ^v^v^-rH-^v-l^v+r-i; 

et  nous  pourrons  par  conséquent  calculer  les  deux  der- 
nières réduites  ^^^zl,  11,  seulement  quand  Ton  connaît 

gn-X      gn  ^ 

les  quatre  suivantes 

,      — j      ,      • 

^'v-l         g^        ^v+r-1         g^M-r 

Mais  les  relations  (3)  comprennent  encore  comme 
cas  particulier  celles  du  système  (i)  données  par  Lu- 
cas (il  suffit  de  faire  r=  o),  et  donnent  enfin  les  vraies 
relations  qui  devraient  former  le  système  (2),  en  fai- 
sant r  =  I  •  On  trouve  en  effet,  par  cette  dernière  hjpo- 
tfaèse, 

/«-l  =  g^A-hX ■+-  gyt-\ /v  =  f^g>i-^X -*-/v-l g^=  gni 
g^X  =  gyg^H-X  -*-  g>t-igy 

Nous  pourrons  conséquemment  conclure  :  que  la 
proposition  énoncée  par  Lucas  subsiste  seulement  pour 
les  frac  tiens  continues  symétriques  paires  ^  et  que,  s'il 
s'agit  de  fractions  continues  symétriques  impaires,  on 

pent  calculer  les  deux  dernières  réduites,  seulement  si 

l'on  connaît  les  trois  suivantes 


gy-X        ^v        gy-hi 
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SUR  L'EMPLOI  DE  LA  MULTIPLICATION  EXTÉRIEURE 
EN  ALGÈBRE; 

Par   m  .   H.  FEHR. 


1.  Dans  le  t.  X  des  Nouvf elles  Annales,  M.  Car- 
vallo  ('),  après  avoir  défini  très  clairement  la  multipli- 
cation extérieure,  a  donné,  à  Taide  de  cette  notion,  une 
exposition  fort  simple  de  la  théorie  des  déterminants. 
La  notion  de  produit  symbolique,  due  à  Cauchy  et  à 
Grassmann,  joue  un  rôle  fondamental  dans  la  méthode 
de  ce  dernier.  Elle  a  été  employée  avec  succès  par 
M.  F.  Caspary  (^),  qui  a  su  faire  ressortir,  d'une  façon 
très  nette,  les  avantages  que  pouvait  offrir,  en  Géomé- 
trie, l'emploi  de  la  multiplication  extérieure.  En  Algèbre, 
ce  procédé  de  calcul  est  également  d'un  usage  très  fé- 
cond. C'est  ce  que  je  me  propose  de  montrer  dans  cette 
Note,  en  me  bornant  simplement  à  la  résolution  d'un 
système  d'équations  linéaires  et  à  l'élimination  d'après 
Sylvester.  Enfin  j'exposerai  brièvement  la  notion  d'in- 
variance d'une  forme  algébrique. 

2.  Rappelons  simplement  que  la  multiplication  exté- 
rieure repose  sur  la  convention  unique  que  le  produit 


(0  Nouvelles  Annales,  3*  série,  t.  X,  p.  219-324,  34x-3/i5;  1891. 
Dans  le  t.  XI,  le  même  auteur  présente,  avec  une  remarquable  clarté 
d'exposition,  les  principes  essentiels  de  la  méthode  de  Grassmann. 
Voir  aussi  le  Bull,  de  la  Soc,  math.,  t.. XV,  p.  i58-i66. 

(■)  Bull,  des  Sciences  math.,  2* série,  t.  XI,  p.  222-242;  1887.  Voir 
surtout  dans  le  t.  XIII,  p.  202-240,  son  Mémoire  intitulé  :  Sur  une 
méthode  générale  de  la  Géométrie  qui  formje  le  lien  entre  la 
Géométrie  synthétique  et  la  Géométrie  analytique. . 
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des  quantités  ^1,^2,...,  e^,  appelées  unités,  change  de 
signe  quand  on  intervertit  l'ordredes  facteurs,  et  que,  par 
conséquent,  tout  produit  renfermant  deux  fois  la  même 
unité  est  nul. 

On  vérifie  sans  peine  que  ces  propriétés  s'étendent 
encore  aux  quantités 

Pi  =  «1,1  et -+-  a/,s «s -+-. . . 4-  a/,,ft tf,rt        (  i  =  i ,  2,  . . . ,  n), 

fonctions  linéaires  des  e/. 

En  particulier,  si  n  =  m,  on  arrive  à  la  définition  des 
déterminants  donnée  par  M.  Carvallo 

[PiPl"Pm]  =  ^[eie^,,,€m], 

lecrochet[]  étant,  suivant  la  notation  de  Grassmann, 
le  symbole  de  la  multiplication  extérieure.  Comme  on 
peut  toujours  supposer  les  e/  tels  que  Ton  ait 

[^i^]. ,  .e/„j  =  I, 

le  déterminant  formé  par  les  a,-^;^  sera  représenté  par 

^=[PlPt".'Pm]' 

Le  choix  des  unités  dépend  des  applications  que  Ton 
a  en  vue.  En  Algèbre,  on  peut  les  considérer  comme  de 
simples  quantités  auxiliaires.  Cauchy  (  *  )  leur  a  donné  le 
nom  de  clefs  algébriques. 

3.  Résolution  d'un  système  de  n  équations  linéaires 
à  n  inconnues  (^),  —  Soit  le  système 

Multiplions  ces  équations  respectivement  par  ei ,  e^,  . . . , 


{*)  Gaucht,  Exercices,  t.  IV,  p.  356;  1847,  et  Comptes  rendus, 
i853. 
(')  Voir  G1U88IIANN,  Ausdehnungslehrey  A,,  §§  45,  46. 
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en  et  additionnons  membre  à  membre.  Nous  obtien- 
dronSy  en  posant 


réquation  unique 

(3)  i^liPl  -*-/?! a?j -h. .  .-hpnOPn==P 

qui  peut  remplacer  le  système  (i).  On  retrouve  une 
équation  de  ce  système,  par  exemple  celle  de  rang  /,  en 
faisant  ei=  i,  et  les  autres  quantités  e  égales  à  zéro. 

De  réquation  (3)  on  déduit  immédiatement,  k  l'aide 
de  la  multiplication  extérieure,  la  valeur  de  l'une  quel- 
conque des  inconnues.  Ainsi  on  obtient  X|  en  multi- 
pliant les  deux  membres  de  cette  équation  par 

,,     ,  [PlPi"'Pn]; 

dou 

[piPt- .  ./>/*]^l  =  [pPtPt'  '  Pn]' 

En  effet,  les  autres  termes,  renfermant  chacun  deux  fois 
le  même  facteur  p/,  disparaissent.  D'une  façon  générale, 
nous  aurons,  pour  la  valeur  de  x/,  la  relation  simple 

^  ^  lPPiP^"-Pn]^ 
[PiPi'"Pn] 

Si,  comme  plus  haut,  nous  supposons  [et  e2...e„]  =i, 
le  dénominateur  représentera  le  déterminant  du  sys- 
tème. On  reconnaît  l'analogie  de  ce  procédé  avec  la 
méthode  ordinaire. 

Résultant  du  système.  —  Supposons  les  quantités  b^ 
égales  à  zéro,  le  résultant  du  système  proposé  sera 
exprimé  par 

4.  Élimination.  —  La  multiplication  extérieure  faci- 
lite tout  particulièrement  le  calcul  dans  le  cas  de  la 
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méthode  de  Sylvester.  Proposons-nous  donc  d'éliminer 
X  entre  les  deux  équations 

b^x^  -4-  6ta?'»-»  -H. . .-+-  6rt  =  o, 

dans  lesquelles  les  a  et  les  b  sont  des  fonctions  des 
autres  variables,  ou  des  quantités  constantes,  a^  et  b^ 
étant  différents  de  zéro. 

Multiplions  la  première  équation  successivement  par 
i,a:,x*, ...,  x**""*,  et  la  seconde  par  i,x,  x^,  ...,ip'*~^ 
Il  en  résultera  un  système  Ae  m  +  n  équations  entre 
lesquelles  nous  pourrons  éliminer  les  m  +  n  —  i  quan- 
tités X,  x^y  ...,  x'*"*'"~*  considérées  comme  inconnues 
indépendantes. 

C'est  ici  que  s'applique  avec  avantage  la  méthode  de 
Grassmann  (')•  En  effet,  si  nous  additionnons  ces 
m  +  /i  équations,  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  ei,  ^2)  ..M  ^m4^)  nous  aurons  l'équation  unique 

dans  laquelle  les  quantités  pi  sont  des  fonctions  li- 
néaires des  e.  Multiplions  les  deux  membres  de  cette 
relation  par  [/^ipa  •••/'ot+«_i],  il  restera  simplement 
l'expression 

[P\Pf*-Pm-k-n]  =  O 

qui  est  le  résultant  des  deux  équations  proposées.  Ce 
n'est  évidemment  qu'une  forme  abrégée  du  déterminant 
de  Sylvester,  ce  que  l'on  reconnaît  facilement,  d'après 
la  méthode  de  M.  Carvallo. 

o.  La  notion  dHnuariance.  —  Considérons  la  forme 

X=  XiCi-^  XiCt-^-,  ,  ,-^Xmem 
(•)  Loc.  cit.,  §  93. 
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et  supposons    que  l'on  ait  [ei^s  •  •  •  ^v»]=  i*  Si    nous 
effectuons  sur  les  variables  Xi,  X3,  . . .,  x»  la  sulbstitu- 
tion  linéaire 

xi  =aii  £1-4- au  Jj-*-...-+-asin  Uo 

le  module  de  la  transformation  étant  égal  à  un,  la  forme 

a:  devient 

a?  =  J,  Êi  -+-  {, e, -h . . .  -H  Ç;» e^, 

où  ei ,  €2)  •  •  •  9  £/n  forment  un  nouveau  système  d'unités 
exprimées  linéairement  en  fonction  des  anciennes. 
Elles  sont  données  par  la  substitution  inverse 


Et,  puisque  le  module  a  été  pris  égal  à  Tunité, 
nous  avons  [e,  e^  63 . , .  s,„]  =  [e<  ea  . . .  e,„]  =  i . 

Nous  arrivons  donc  à  la  remarque  importante  qu'une 
transformation  linéaire  des  variables  x^^X2,  . . . ,  x,n  re- 
vient à  un  simple  changement  d'unités.  On  est  immé- 
diatement conduit  à  la  définition  très  simple  que  : 

Les  formes  invariantes  sont  celtes  qui  ne  changent 
pas  pour  une  transformation  linéaire  des  unités. 

Cette  définition  est  d'un  caractère  très  général,  vu 
qu'elle  comprend  à  la  fois  les  invariants,  les  covariants 
les  contre  variants  et  les  autres  formes  analogues. 

A  l'aide  de  la  multiplication  extérieure,  toute  fonc- 
tion homogène /=/(.r 0^2»  •  • .,  x^)  peut  être  ramenée 
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k  la  forme  abrégée  (  *  ) 

/=  ax», 
où  Ton  a 

Cette  notation  diflere  peu  de  celle  d'Aronhold,  généra- 
lement usitée  en  Allemagne,  où  l'on  pose 

On  a,  par  exemple,  pour  la  forme  quadratique  bi- 
naire dans  l'un  des  systèmes 

fz=cLx'^—  a  (xiet-^  asie^)^  =  ae\x\  -^  2ae|et^i^t+ ae|âr|, 
tandis  qu'on  a  dans  l'autre 

/=  ai=  (aiXi-h(HXt)*=^  alx\-+-  laiaxXxXi-Jr  a\x\. 

Mais  si  la  notation  d'Aronbold  est  purement  symbo- 
lique, celle  de  Grassmann  paraît  tout  à  fait  intuitive  et 
présente  ce  grand  avantage  de  permettre  une  interpré- 
tation géométrique  immédiate. 

Dans  un  de  ses  derniers  Mémoires  (^),  Grassmann 
montre  encore  les  liens  étroits  qui  existent  entre  sa 
méthode  et  l'Algèbre  moderne.  Du  reste,  son  Ouvrage 
de  1844  renferme  les  germes  de  la  théorie  des  formes 
algâ>riques,  telle  qu'elle  a  été  développée  en  Allemagne 
par  Aronbold,  Glebsch  et  Gordan. 


(^)  Voir  la  démonstration  dans  l'Oavrage  de  Grassmann,  A,,  §  358. 
Consulter  aussi  le  Traité  de  M.  Schlegel  {Algèbre,  Leipzig,  1875), 
établi  sur  les  principes  de  Grassmann.  L'auteur  consacre  une  place 
importante  à  un  exposé  élémentaire  des  formes  binaires  et  ter- 
naires. 

(')  Math.  Annalen,  t.  VU,  p.  538;  1874.  Voir  aussi  p.  12  du 
même  tome. 


Digitized  by 


Google 


(8o) 


BIBLIOGRAPHIE. 


Traité  d'Algèbre.  Compléments)  par  H.  Laurent, 
examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 
Quatrième  Partie  :  Théorie  des  polynômes  a  plusieurs 
VARIABLES.  Parfs,  Gauthîer-ViUars  et  fils^  1894.  In-8® 
de  iv-56  pages.  Prix  :  i^%5o. 

Les  Traités  d'Algèbre  supérieure  contiennent  la  théorie  des 
fonctions  algébriques  inverses  et  des  substitutions,  ou  la  théorie 
des  transformations  que  Ton  peut  faire  subir  aux  fonctions  en- 
tières, sans  eu  altérer  certaines  propriétés  essentielles.  Aucune 
de  ces  théories  n'est  abordée  dans  ce  petit  opuscule,  dont  le 
but,  très  modeste,  est  de  compléter  l'Algèbre  élémentaire  en- 
seignée officiellement,  en  étudiant  les  propriétés  fondamentales 
des  polynômes  à  plusieurs  variables,  et  en  essayant  de  généra- 
liser les  propriétés  connues  des  polynômes  à  une  variable. 

On  y  trouve  une  théorie  compljète  de  l'élimination  et  des 
fonctions  symétriques,  fondée  entièrement  sur  un  théorème  de 
Jacobî,  qui  a  déjà  rendu  des  services  dans  l'analyse  des  fonc- 
tions abélîennes,  et  qui  est  appelé  à  en  rendre  encore  beau- 
coup d'autres. 

L'auteur  croit  avoir  considérablement  simplifié  la  théorie  de 
l'élimination,  assez,  pense-t-il,  pour  la  mettre  à  la  portée  de 
toutes  les  personnes  qui  ont  suivi  un  Cours  de  Mathématiques 
spéciales. 

Essai  d'une  théorie  élémentaire  des  surfaces  du 
TROISIEME  ORDRE,  par  F.  DumoTit,  professeur  au  lycée 
d'Annecy.  Annecy,  Joseph  Dépollier  et  C'*'-,  1894. 
In-8®  de  176  pages. 

C'est  une  étude  intéressante  des  propriétés  déjà  connues  des 
surfaces  du  3*  ordre,  auxquelles  l'auteur  a  ajouté  les  résultats  de 
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ses  recherches  personnelles.  Pour  la  rapidité  de  l'exposîtion,  les 
démonstrations  analytiques  ont  été  mêlées  aux  raisonnements 
géométriques.  Voici  la  composition  des  Chapitres  :  Les  droites 
de  la  surface  générale  du  troisième  ordre.  Principaux  modes  de 
génération.  Surfaces  à  singularités  et  surfaces  anallagmatiques 
du  troisième  ordre.  Généralités  sur  les  pôles  et  polaires  dans  les 
surfaces  du  troisième  ordre.  Propriétés  de  la  hessienne.  Repré- 
senlalion  sur  un  plan.  Intersection  d'une  surface  cubique  avec 
un  plan,  une  quadrique  ou  une  seconde  surface  cubique.  Élé- 
ments d'une  classification. 

Ankuaire  pour  l'an  1895,  publié  par  le  Burf.au  des 
Longitudes,  avec  des  Notices  scientifiques.  Paris, 
Gauthier- Vi lia rs  et  fils;  iSgS.  I11-18  de  iv-826  pages, 
avec  deux  caries  magnétiques.  Prix  :  broché,  i*^^,5o; 
cartonné,  a^"^. 

Comme  tous  les  ans  à  pareille  époque,  VAnnuaire  du  Bu- 
reau des  Longitudes  vient  de  paraître.  L'Annuaire  pour  1895 
renferme  une  foule  de  renseignements  pratiques  réunis  dans  ce 
petit  Volume  pour  la  commodité  des  travailleurs.  On  y  trouve 
également  des  articles  dus  aux  savants  les  plus  illustres  sur 
les  Monnaies,  la  Statistique,  la  Géographie,  la  Minéralogie,  etc. 
enfin  les  Notices  suivantes  :  Les  Ondes  atmosphériques  lu- 
naires; par  M.  Bouquet  db  la  Grye.  —  Sur  le  Congrès 
géodésique  d'Insprûck;  par  M.  F.  Tisserand.  —  U observa- 
toire du  mont  Blanc;  par  M.  J.  Janssen.  —  La  Photométrie 
photographique;  par  M.  J.  Janssen.  —  Rapport  sur  les  pro- 
positions d' unification  des  jours  astronomique  et  civil;  par 

M.  II.  PoiNGARÉ. 

Leçons  de  Cinématique  professées  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris,  par  Gabriel  Kœnigs,  chargé  d'un 
cours  de  Cinématique  à  la  Sorbonue,  professeur  sup- 
pléant au  Collège  de  France,  maître  de  conférences  à 
l'École  Normale  supérieure.  Paris,  A.  Hermann;  1895. 
Grand  îii-8**.  Un  premier  fascicule  de  viii-a4o  pages 
Ann,  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  XIV.  (Février  iSyS.)  6 
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avec  62  figures  dans  le  texte  a  paru.  Le  second  et  dernier 
fascicule  paraîtra  en  janvier  1893.  Prix  :  12^'. 

Ce  Livre  représente,  avec  les  développements  que  j'ai  cru 
nécessaires,  le  cours  que  je  professe  depuis  sept  ou  huit  ans, 
soit  à  rÉcole  Normale,  soit  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 

Dans  un  ordre  d'idées  où  l'Analyse  et  la  Géométrie  ont  tour  à 
tour  fait  leurs  preuves,  le  choix  des  méthodes  pourrait  sembler 
n'être  qu'une  question  d'école;  s'il  est  vrai  qu'il  se  trouve  en- 
core des  mathématiciens  pour  bannir  systématiquement  de 
leurs  écrits,  les  uns  l'Analyse,  les  autres  la  Géométrie,  ce  sys- 
tème d'exclusion  absolue,  quel  qu'en  fût  le  sens  et  le  caractère, 
ne  m'a  pas  semblé  convenir  à  un  enseignement  véritablement 
scientifique.  Malgré  les  redites  auxquelles  on  s'expose  en  re- 
venant sur  ce  lieu  commun  de  la  prétendue  rivalité  entre 
l'Analyse  et  la  Géométrie,  qui  paraît  bien  plutôt  être  celle  des 
analystes  et  des  géomètres,  faut-il  rappeler  quelles  complica- 
tions entraine  l'analyse  pratiquée  sans  précautions;  combien  il 
est  faux  de  penser  qu'elle  suffit  à  tout  donner,  pourvu  que  l'on 
s'y  abandonne.  La  méthode  géométrique  a  les  avantages  de  la 
vue  directe  et  de  la  rapidité  des  solutions  dans  quelques  cas 
choisis;  souvent  aussi  elle  constitue  un  procédé  d'exposition 
et  de  synthèse,  très  propre  à  mettre  en  relief,  après  coup,  les 
rapports  cachés  des  choses.  Mais  ce  succès  n'est  pas  assuré.  On 
nous  parle  des  problèmes  où  elle  a  réussi  ;  on  ne  nous  dit  rien 
de  ceux  où  elle  a  échoué.  En  Géométrie  infinitésimale  surtout, 
où  le  problème  se  traduit  par  une  équation  différentielle,  il 
faut  avoir  sous  la  main  une  méthode  plus  sûre,  qui,  tout  en 
suivant  pas  à  pas  les  indications  de  la  Géométrie,  puisse  la 
suppléer  à  l'instant  où  elle  se  dérobe;  une  méthode,  surtout, 
où  la  question  des  signes  des  éléments,  si  essentielle  à  la  pré- 
cision, ne  fasse  jamais  un  doute.  On  ne  saurait  croire  combien 
ces  questions  de  signes  deviennent  délicates  dans  la  Géométrie 
livrée  à  elle-même.  Il  fallait  donc  introduire  dans  ces  ques- 
tions une  méthode  ayant  la  précision  et  la  rigueur  de  l'analyse, 
donnant  au  temps  voulu  les.  équations  difTérentielles,  qui  con- 
centrent sur  elles  et  précisent  toutes  les  difficultés  du  problème 
et  manifestent  si  souvent  des  parentés  entre  des  problèmes 
d'origines  très  éloignées.  Et  cependant,  cette  méthode  devait 
à  chaque  pas  s'inspirer  des  faits  géométriques,  tout  en  écartant 


Digitized  by 


Google 


(83) 

les  ioconvénieQls  inhérents  à  l'emploi  des  coordonnées  ordi- 
naires. 

L'usage  d'un  triédre  de  référence  mobile,  choisi  de  la  ma- 
nière la  plus  appropriée,  oiïre  tous  ces  avantages.  Entre  les 
mains  d'Albert  Ribaucour  et  de  M.  Darboux,  il  est  devenu  un 
instrument  de  découvertes.  Il  était  donc  naturel  d'introduire 
le  triédre  de  référence  mobile  en  Cinématique,  et  de  familia- 
riser ainsi  de  bonne  heure  les  étudiants  avec  la  méthode  la 
plus  sûre  et  la  plus  puissante  qui  soit  en  Géométrie  infinitési- 
male. 

Nous  n'ignorons  pas  que  la  synthèse  géométrique  se  prête 
avec  une  rare  élégance  à  l'exposition  des  faits  les  plus  essen- 
tiels de  la  Cinématique  ;  mais  nous  estimons  qu'un  professeur 
qui  se  borne  à  démontrer  et  à  exposer,  sans  fournir  en  même 
temps  à  ses  .élèves  des  moyens  pratiques  d'investigation,  n'a 
rempli  qu'une  faible  partie  de  sa  tâche.  Un  enseignement  qui 
se  confine  dans  un  cadre  fermé,  et  qui  se  contente  de  moyens 
qui  n'en  sortent  pas,  ne  saurait  être  un  enseignement  scienti- 
fique. Or  l'emploi  du  triédre  mobile  constitue  une  méthode  de 
recherches,  pouvant  atteindre  à  tout,  avec  autant  d'élégance 
que  de  sûreté. 

On  verra  que  j'ai  commencé  par  développer  la  théorie 
abstraite  et  purement  géométrique  des  segments.  Il  le  fallait 
bien,  puisque  cette  théorie  n'a  pas  encore  pénétré  dans  ren- 
seignement élémentaire.  Quant  à  la  mêler  à  l'exposition  même 
des  faits  cinématiques,  il  y  a  là  le  même  inconvénient  qu'à 
noyer  la  Cinématique  dans  la  Dynamique,  ainsi  que  cela  s'est 
longtemps  pratiqué. 

La  tâche  du  géomètre  est,  non  seulement  de  découvrir  des 
laits  nouveaux,  mais  encore  de  classer  les  vérités  acquises,  et 
de  grouper  ensemble  les  idées  d'un  même  ordre.  La  théorie  des 
segments  appartient  à  la  Géométrie,  elle  trouve  en  Statique  et 
en  '-•inématique  deux  applications  importantes;  elle  peut  en 
avoir  d'autres. 

La  Cinématique  tout  entière  repose*sur  le  théorème  de  la 

composition  des  vitesses  et  sur  l'expression  de  la  vitesse  d'en- 

™ûeinent  d'un  point  d'un  corps  solide  en  mouvement.  J'ai 

«ûuit  ces  faits  par  l'analyse,  qui  constitue  pour  les  établir  la 

plus  sinjple  et  la  plus  naturelle  des  méthodes.  L'interprétation 
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des  formules,  faite  avec  le  soin  nécessaire,  conduit  au  résultat 
classique  du  mouvement  hélicoïdal  langent.  Plus  d*un  trouvera 
cette  méthode  un  peu  indirecte,  et,  cependant,  n'est-elle  pas  la 
plus  conforme  à  la  réalité  des  faits?  Ne  met-elle  pas  mieux  en 
lumière  ce  qu'il  y  a  d'artificiel  et  de  voulu  dans  cette  décom- 
position du  mouvement  infiniment  petit,  en  rotation  autour 
d'axes  conjugués?  Ces  rotations  n'existent  pas  en  réalité,  et 
ce  n'est  qu'au  point  de  vue  des  vitesses  que  tout  se  passe 
comme  si  elles  existaient.  J'ai  tenu  cependant  à  exposer  aussi 
les  principes  de  la  méthode  géométrique  directe. 

L*emploi  du  trièdre  mobile  conduit  en  quelques  lignes  aux 
formules  de  Bouret  au  théorème  de  Goriolis.  J'en  ai  déduit  les 
applications  cinssiques  aux  courbures  dans  le  mouvement  d'une 
figure  plane,  et  dans  le  mouvement  autour  d'un  point  fixe.  J'ai, 
à  propos  du  mouvement  d'une  figure  plane,  indiqué  les  prin- 
cipes d'une  méthode  propre  à  faire  connaître  la  forme  d'une 
trajectoire  dans  le  voisinage  d'un  de  ses  points. 

Dans  le  mouvement  général  d'une  figure,  j'ai  insisté,  plus 
qu'on  ne  le  fait  habituellement,  sur  la  question  intéressante  du 
roulement  des  courbes  gauches  dans  l'espace. 

Enfin,  les  déplacements  à  plusieurs  paramètres  ont  acquis 
dans  ces  derniers  temps  une  telle  importance,  que  j'ai  cru  de- 
voir leur  consacrer  tout  un  chapitre. 

La  théorie  des  mécanismes  est  généralement  méconnue  en 
France.  On  en  est  encore  ou  à  très  peu  prés  à  la  classification 
empirique  de  Monge.  Cependant  le  beau  traité  de  Reuleaux, 
publié  en  1877,  contient  les  germes  d'une  théorie  scientifique, 
devant  laquelle  les  mathématiciens  purs  ne  sauraient  rester  in- 
différents. Adoptant,  avec  quelques  modifications,  les  principes 
de  Reuleaux,  j'ai  développé  en  premier  lieu  la  théorie  des  sys- 
tèmes articulés,  puis  celle  des  mécanismes,  et  comme  applica- 
tions je  me  suis  occupé  des  engrenages,  cames  et  excentriques. 

Quelques  Notes  terminales  sont  consacrées  à  des  questions 
qui  ne  pouvaient  trouver  place  dans  le  corps  même  de  l'Ou- 
vrage. 

J'aurais  voulu  faire*  précéder  ce  Livre  d'une  histoire  de  la 
Cinématique;  mais  le  temps  m'a  manqué  pour  les  nombreuses 
recherches  auxquelles  j'aurais  été  entraîné.  La  Cinématique  a 
des  aspects  multiples;  les  uns  géométriques,  les  autres  méca- 
niques, et  même  d'ordre  industriel.  A   ce  dernier  point  de  vue 
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j'ai  cité  Reuleaux;  pour  les  questions  géométriques  tout  le 
monde  connaît  les  travaux  de  M.  Resal. 

Il  serait  injuste  d'oublier  ce  que  l'enseignement  de  la  Ciné- 
matique doit  à  mes  vénérés  maîtres  :  Bouquet,  Darboux, 
Tannery.  Ils  ont  apporté  dans  l'étude  des  questions  cinéma- 
tiques  cette  rigueur  et  cette  précision  inséparables  de  toute 
▼éritable  science.  M.  Tannery  notamment,  par  un  enseigne- 
ment de  plusieurs  années  à  la  Faculté  des  Sciences,  a  exercé 
la  plus  salutaire  influence.  Il  a  montré  le  vrai  parti  que  Ton 
peut  tirer  de  Fétude  des  accélérations  dans  la  théorie  des 
courbures,  et  bien  mis  en  relief  ce  fait,  qu'on  parait  trop  dis- 
posé à  perdre  de  vue,  que  le  temps  en  Cinématique  n'est 
qu'une  variable  auxiliaire  quelconque,  en  sorte  que  la  Ciné- 
matique n'est,  à  proprement  parler,  que  la  Géométrie  du  dépla* 
cernent. 

Je  me  fais  un  plaisir,  en  terminant  cette  introduction, 
d'adresser  mes  affectueux  remerciements  à  deux  de  mes  élèves 
de  l'École  Normale,  MM.  Cotton  et  Marijon,  qui  ont  bien 
voulu  m'aider  dans  la  rédaction  des  premiers  Chapitres;  mes 
remerciement  à  mon  excellent  ami  M.  llermann,  qui  a  apporté 
à  la  publication  de  ce  Livre  un  empressement  et  un  soin  tout 
particuliers.  G.  Koemgs. 


Exercices  d'Arithmétique,  Éivoncés  et  solutions, 
par  y.  Fiiz-Patrick,  ancien  professeur  de  Mathéma- 
tiques, et  Georges  Chesfrel,  directeur  de  l'institution 
Charleinagne  à  Tours,  avec  une  Préface  de  M.  Jules 
Tannery,  sous -directeur  des  études  scientifiques  à 
rÉcole Normale  supérieure.  Paris,  A.  Hermanu^  1893. 
Grand  in-8"  de  ix-490  pages.  Prix  :  lo*^ 

L'Ouvrage  que  M.  Hermann  vient  de  publier  n'a  pas  de  simi* 
iaire  dans  notre  littérature  scientifique!  H  existe  un  grand 
nombre  de  recueils  de  problèmes  d'Arithmétique  avec  ou  sans 
solutions,  mais  ces  recueils,  dont  plusieurs  ne  manquent  pas 
d'intérêt,  se  rapportent  à  l'Arithmétique  pratique.  Le  recueil 
que  publie  M.  Hermann  renferme  un  certain  nombre  do  pro- 
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blêmes  numériques,  mais  surtout  des  exercices  théoriques  sur 
les  différentes  parties  de  FArithmétique. 

L'Ouvrage  contenant  près  de  cinq  cents  exercices,  il  est  dif- 
ficile de  donner  en  quelques  mots  un  aperçu  de  ce  qu'il  ren- 
ferme, mais  nous  pouvons  dire  avec  M.  Tannery  que,  dans 
chacun  des  seize  Chapitres  qui  composent  l'Ouvrage,  les  exer- 
cices sont  parfaitement  gradués  et  les  solutions  simples  et  élé- 
gantes. Les  auteurs  ne  se  sont  pas  bornés  à  faire  un  choix  de 
problèmes  et  à  reproduire  les  solutions  publiées  dans  divers 
recueils  scientifiques;  la  plupart  des  solutions  leur  sont  per- 
sonnelles, et,  ce  qui  est  excellent  dans  un  livre  d'enseigne- 
ment, la  plupart  des  questions  sont  résolues  à  l'aide  d'un  petit 
nombre  de  méthodes,  toujours  par  la  voie  la  plus  simple  et  la 
plus  naturelle.  On  a  évité  avec  grand  soin  ces  solutions  qu'on 
pourrait  appeler  artificielles,  qui  conduisent  au  but  à  l'aide  de 
transformations  inattendues' et  bizarres,  et  qui,  par  cela  même 
que  leur  point  de  départ  ne  peut  être  pressenti  et  prévu,  ne 
sont  véritablement  que  des  demi-solutions. 

Les  deux  derniers  Chapitres  ont  une  étendue  plus  considé- 
rable que  les  autres.  Le  Chapitre  XV,  intitulé  :  Questions  di- 
verses, renferme  la  solution  des  diverses  questions  qui  n'au- 
raient pu  trouver  leur  place  dans  les  Chapitres  précédents  : 
problèmes  de  concours,  notions  sur  les  nombres  figurés,  les 
nombres  triangulaires,  quadrangulaires,  pentagones,  etc.  Le 
Chapitre  XVI  est  intitulé  :  Notions  élémentaires  sur  la 
théorie  des  nombres;  c'est  une  véritable  introduction  à  la 
théorie  des  nombres  encore  assez  étendue,  qui  facilitera  la  lec- 
ture des  ouvrages  et  mémoires  parus  sur  le  même  sujet. 

En  résumé,  l'ouvrage  de  MM.  Fitz-Patrick  et  Chevrel  est 
un  ouvrage  destiné  à  rendre  les  plus  grands  services  aux  can- 
didats aux  Écoles,  aux  professeurs  à  qui  il  fournira  une  source 
presque  inépuisable  d'exercices  à  proposer.  Ceux  qui  voudront 
se  faire  une  idée  plus  complète  du  Livre  pourront  consulter  le 
remarquable  article  que  lui  a  consacré  M.  Kœnigs  dans  le 
Bulletin  des  Sciences  mathématiques  de  M.  Darboux. 
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deuxième  :  Théorie  mécanique  de  l'Électricité,  y  compris  l'appli- 
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et  Chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique.  Paris,  V^*  Ch,  Dunod  ; 
1893.  Gr.  ïQ-go  ^e  viii-612  pages,  avec  figures  dans  le  texte.  Prix  :  la''. 
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EXERCICES. 


«UESTIONS  RÉSOLUES. 


Question  1257. 

Étant  donné  dans  un  plan  un  pentagone  convexe  quel- 
conque ABGDE,  chaque  système  de  trois  côtés  consécutifs 
forme  un  triangle, , Démontrer  que  les  cinq  circonférences 
circonscrites  à  ces  triangles  déterminent  par  leurs  inter- 
sections cinq  points  situés  sur  une  même  circonférence, 

SOLUTION 

Par  M.  Paul  Terrier. 

Cette  question  a  été  posée  et  résolue,  il  y  a  bien  des  années, 
par  M.  Auguste  Miquel  (voir  Catalan,  Théorèmes  et  problè- 
mes, 5'  édition,  p.  ii8,  et  Salmon,  Géométrie  analytique, 
p.  341).  En  voici  une  solution  fort  différente. 

Soient  ABc^,  BC«,  CD  a,  DE  6,  EAc  les  triangles  construits 
dans  les  conditions  énoncées  (^);  di^  e\,  ai,  b\,  c^  les  centres 
des  circonférences  respectivement  circonscrites  à  ces  trian- 
gles; ^09  ^0)  du,  ^0}  ^0  les  points,  autres  que  les  sommets  du 
pentagone,  où  se  coupent  respectivement  les  couples  de  cir- 
conférences dx  et  Cxi  Cl  et  ai,  ai  et  61,  etc.;  soient  enfin  Ai, 
B|,Ci,  Di,  El  les  centres  des  circonférences  circonscrites  aux 
cinq  triangles  bXe,  cBa,  dCb,  «De,  aE^,  formés  par  deux 
côtés  consécutifs  du  pentagone  et  par  le  côté  opposé  au  sommet 
où  se  coupent  les  deux  premiers  côtés. 

Les  cinq  côtés  du  pentagone,  pris  quatre  à  quatre,  détermi- 
nent cinq  quadrilatères  complets,  dans  chacun  desquels  les 
quatre  côtés,  pris  trois  à  trois,  déterminent  à  leur  tour  quatre 
triangles.  Le  quadrilatère  cBCD,  par  exemple,  comprend  les 
triangles  inscrits  aux  circonférences  Bi,  Di,  Ci,  ai,  et  l'on  sait 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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que  ces  quatre  circonférences  se  coupent  au  point  Cq,  déjà  dé- 
terminé par  l'intersection  de  deux  d'entre  elles,  ci  et  ai.  De 
même,  les  circonférences  Bi,  Ei,  ai,  Ci  se  coupent  au  point  ao* 
et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé,  on  a  successivement,  pour  les  quadrilatères  in- 
scriptibles  : 

—  ^dr  __  ç^^ç  —  {'>fir  __  e^Ec) (circonférences  Al  et  C|) 
=  a**'  —  Co^o D  —  e^d^ly  (circonférences  a^  et  dx ) 

Les  angles  Cq^o^O)  ^o^^o^o  étant  supplémentaires,  il  en  ré- 
sulte que  les  points  ao,  Cq,  c^o»  ^o  sont  sur  une  circonférence  O 
qui,  pour  les  mêmes  raisons,  contient  aussi  le  point  60.  La 
proposition  est  donc  démontrée. 

On  voit  de  plus  que  la  propriété  énoncée  appartient,  non 
seulement  aux  circonférences  <i\^hu  •••1  circonscrites  aux 
cinq  triangles  formés  par  trois  côtés  consécutifs  du  pentagone 
donné,  mais  encore  aux  cinq  circonférences  Ai,  Bi,  . . .,  cir- 
conscrites aux  triangles  formés  par  trois  côtés  consécutifs 
du  pentagone  étoile  adbec. 

On  sait  d'ailleurs  que  le  point  de  commune  intersection  des 
quatre  circonférences  circonscrites  aux  quatre  triangles  formés 
par  les  côtés  d'un  quadrilatère,  pris  trois  à  trois,  est  le  foyer 
de  la  parabole  inscrite  au  quadrilatère  et  que  les  centres  de 
ces  quatre  circonférences  sont  eux-mêmes  sur  une  cinquième 
circonférence  passant  aussi  par  le  foyer  (i).  Si  nous  désignons 
par  a,  p,  ...,  e  les  centres  des  cinq  circonférences  de  celte 
dernière  espèce  relatives  aux  cinq  quadrilatères  BiEiCic^i, 
Ai  Cl  ^1^1,  ...,  Al  Di  61  Cl,  nous  arrivons  à  voir  que  chacun 
des  points  tels  que  a^  est  le  point  d'intersection,  non  seule- 
ment des  trois  circonférences  indiquées  dans  V énoncé  de  la 
question  i2o7  (ci,  dx  et  0),  mais  encore  de  trois  autres  cir- 
conférences (Bi,  El,  a). 

Le  même  énoncé  peut  d'ailleurs,  d'après  ce  qui  précède, 
êti^  remplacé  par  cet  autre  plus  général  : 

Les  cinq  paraboles  inscrites  aux  quadrilatères  formés 


(')  Voir  Nouvelles  Annales,  t.  XV,  p.  m;  1876. 
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(  3-  ) 
par  les  côtés  d'an  pentagone,  pris  quatre  à  quatre,  ont 
leurs  foyers  distribués  sur  une  circonférence. 

En  se  rondant  sur  les  propriétés  que  nous  venons  de  rap- 
peler, et  par  la  seule  considération  d'une  suite  de  quadrila- 
tères inscrits  dans  les  diverses  circonférences  de  la  figure,  on 
arrive  à  démontrer  cette  nouvelle  et  intéressante  proposition  : 

Les  centres  des  dix  circonférences  G  circonscrites  aux 
dix  triangles  formés  par  les  côtés  d'un  pentagone,  pris 
trois  à  trois,  sont  distribués  quatre  à  quatre  sur  cinq  cir- 
conférences Cl,  qui  passent  respectivement  aux  foyers  des' 
cinq  paraboles  inscrites  aux  quadrilatères  formés  par  les 
côtés  du  pentagone  pris  quatre  à  quatre.  Les  circonfé' 
rences  C|  ont  elles-mêmes  leurs  centres  sur  une  circonfé' 
rence  «  et  elles  coupent  toutes  la  circonférence  0,  qui 
contient  les  foyers  des  cinq  paraboles,  en  un  même  point  M, 
situé  sur  la  ligne  des  centres  co  G. 

Lorsque  deux  côtés  du  pentagone  sont  parallèles  entre  eux, 
on  vérifie  les  particularités  suivantes  : 

Trois  des  dix  circonférences  G  ont  leurs  centres  à  l'infini  et 
se  confondent  respectivement  avec  les  côtés  non  parallèles  du 
pentagone.  Une  quatrième  circonférence  G  (celle  qui  contient 
le  sommet  du  pentagone  par  lequel  ne  passe  aucun  des  deux 
côtés  parallèles)  se  confond  avec  la  circonférence  0  des 
foyers.  Deux  des  circonférences  Gi  ont  leurs  centres  à  distance 
Gaie  et  se  coupent  au  point  M  sur  la  circonférence  O.  Les  trois 
autres  ont  leurs  centres  à  l'infini  et  se  réduisent  à  trois  droites 
qui  partent  des  sommets  du  triangle  formé  par  les  côtés  non 
parallèles  du  pentagone  et  qui  concourent  au  point  M.  La  cir* 
conférence  u)  a  son  centre  à  l'infini  et  se  réduit  à  une  droite 
perpendiculaire  sur  OM  en  son  milieu. 

On  déduit  immédiatement  cette  proposition  restreinte  ; 

Les  côtés  d'un  triangle  T,  pris  deux  à  deux,  forment 
avec  deux  transversales  parallèles  quelconques  deux 
groupes  de  trois  triangles  inscrits  dans  des  circonférences 
dont  les  centres  sont  les  sommets  de  deux  nouveaux  trian- 
gles t.  Les  triangles  t  sont  homologiques  entre  eux  et  ko- 
mologiques  à  Ty  par  rapport  à  un  centre  M,  situé  sur  la 
circonférence  O  circonscrite  à  T  ;  ils  sont,  de  plus,  respec- 
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tivement  inscrits  dans  deux  circonférences  qui  passent  par 
le  centre  d*homologie  M  et  par  le  centre  0. 

Le  point  M  est  le  foyer  d*une  parabole  inscrite  au  triangle 
donné  et  dont  Taxe  est  perpendiculaire  à  la  direction  des  trans- 
versales. 

Enfini  lorsque  le  pentagone  a  quatre  côtés  parallèles  deux 
à  deux,  c'est-à-dire  lorsqu'il  est  formé  d'un  parallélogramme 
écorné  par  une  transversale  quelconque,  on  a  les  résultats  sui- 
vants : 

Quatre  des  dix  circonférences  C  se  confondent  respective- 
ment avec  les  quatre  côtés  parallèles  deux  à  deux;  deux  autres 
avec  le  cinquième  côté  isolé  du  pentagone.  Les  quatre  der- 
nières ont  leurs  centres  à  distance  finie,  et  chacune  d'elles  est 
tangente  à  deux  des  trois  autres. 

Quatre  foyers  sur  cinq  sont  alignés  sur  le  côté  isolé  dil  pen- 
tagone, aux  points  de  contact  des  quatre  circonférences  G,  deux 
à  deux  ;  le  cinquième  foyer,  dépendant  du  sommet  du  penta- 
gone, opposé  au  côté  isolé  est  à  l'infini,  en  sorte  que  le  centre 
de  la  circonférence  O  est  aussi  à  Tinfini. 

La  circonférence  Ci,  relative  au  dernier  sommet  considéré, 
est  tout  entière  à  l'infini.  Il  en  est  de  même  du  point  de  com- 
mune intersection  M  et  de  la  circonférence  a>  tout  entière. 

Les  quatre  autres  circonférences  Ci  ont  leurs  centres  à  Tin- 
fini  et  se  résolvent  en  quatre  droites  qui  sont  les  côtés  d*un 
nouveau  para1IéIo<^ramme  ayant  même  côté  isolé  que  le  paral- 
lélogramme donné.  En  opérant  sur  ce  parallélogramme  comme 
sur  le  précédent,  et  de  même  sur  les  suivants,  on  obtiendrait 
une  série  de  pentagones  ayant  un  côté  commun,  et  les  quatre 
autres  côtés  parallèles  entre  eux  deux  à  deux.  Dans  chacun  de 
ces  pentagones,  l'angle  opposé  au  côté  isolé  est  double  de  ce 
qu'il  était  dans  le  pentagone  précédent  et  la  limite  de  ces 
figures  pentagonaies  transformées  est  le  côté  isolé  commun  à 
toutes. 

Quand  le  pentagone  donné  est  inscrit  dans  une  circonfé- 
rence t:,  l'axe  radical  AB  des  circonférences  ir  et  dx  et  l'axe 
radical  a© 60  des  circonférences  O  et  d^  se  coupent  sur  l'axe 
radical  RS  des  circonférences  ir  et  O  ;  BG  et  b^c^  se  coupent 
pareillement  sur  RS  et  ainsi  de  suite.  Donc  : 

Les  côtés  d'un  pentagone  A,  inscrit  dans  une  circon/é' 
rence,  sont  coupés*  respectivement  en  cinq   points   d'une 
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(5*) 
même  droite  par  les  côtés  correspondants  du  pentagone  ao, 
qui  a  pour  sommets  les  foyers  des  paraboles  inscrites  aux 
cinq  qucuirilatères  formés  par  les  côtés  du  pentagone  A, 
pris  quatre  à  quatre. 
Note.  —  MM.  Lez  et  F.  Pisani  ont  aussi  résolu  la  question. 

Question  1266. 

Si,  par  le  pôle  de  Vorthogénide 

p  î=  a    »  sin(— jo)), 

on  mène  une  droite  quelconque,  les  tangentes  aux  points 
d'intersection  de  cette  droite  avec  l'orthogénide  forment 
un  triangle  équilatéraL  Trouver  le  lieu  du  centre  de  ce 
triangle  et  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit,  lorsque  la 
droite  oscille  autour  du  pôle.  (  E.  Lucas.) 

SOLUTION. 

Par  M.  E.  Fauqdehberque. 

La  courbe,  représentée  par  l'équation  ci-dessus,  est  la  caus- 
tique par  réflexion  de  la  parabole,  pour  des  rayons  incidents 
perpeD<licuIaires  à  Taxe.  MM.  Barbier  et  Lucas  en  ont  fait  une 
étude  détaillée  dans  les  Nouvelles  Annales  (2*  série,  t.  V, 
p.  vj  et  suiv.). 

Elle  rentre  dans  une  famille  de  courbes  remarquables  dont 
réquation  est 

p»=  Asin/tw. 

M.  Haton  de  la  Goupillière,  qui  a  proposé  de  leur  donner  le 
nom  de  spirales  sinusoïdes,  a  résumé  les  nombreuses  pro- 
priétés de  ces  courbes  dans  un  intéressant  article,  inséré  dans 
ce  même  Recueil  (a*  série,  t.  XV,  p.  97  et  suiv.). 

Nous  rappellerons  les  deux  suivantes  : 

I*  L'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  est  égal  à 
/i  fois  l'inclinaison  de  ce  dernier  sur  Taxe  polaire; 

a°  L'angle  des  tangentes  menées  aux  extrémités  de  deux 
rayons  vecteurs  quelconques  est  égal  à  (/i-f-i)  fois  celui  de 
ces  rayons. 

On  déduit  immédiatement  de  là  que,  dans  l'orthogénide,  les 
tangentes  aux  trois  intersections  par  un  même  rayon  focal 
forment  toujours  un  triangle  équilatéral. 
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(6*) 
La  première  de  ces  propriétés  donne  un  moyen  rapide  d'écrire 
les  équations  des  trois  tangentes.   On  peut  aussi  employer 
l'équation  générale  de  la  tangente  à  la  courbe  dont  l'équation 

est  mi?e  sous  la  forme  -  =/(a)),  savoir  : 

P  =:/(o)cos(Û  — a})-h/'((o)sin(Û-a)). 

On  observera  que,  pour  une  même  valeur  de  l'angle  polaire, 

les  trois  valeurs  de  -  sont 

P 

En  prenant  pour  axe  des  X  l'axe  polaire,  on  trouvera  aisé- 
ment, d'après  les  remarques  précédentes,  que  les  équations  des 
trois  tangentes  sont  : 

Lks  Xsin2(cp  -4-  Ka)—  Ycos2(ç-hK3c) — acoséc*(9-f-Ka)  =  o, 
(K=o,  1,2), 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger, 

3=T         et        5=a. 

Si  Ton  ne  cherchait  que  le  lieu  du  centre  du  triangle,  le  pro- 
cédé le  plus  simple  serait,  peut-être,  d'éliminer  ç  entre  les 
équations  de  deux  bissectrices 

Lj  —  L|  =  o        et        Lj  —  Lj  =  o. 

Mais,  comme  nous  aurons  besoin  de  l'équation  du  cercle  cir- 
conscrit, nous  allons  la  former. 

Le  triangle  étant  équilatéral,  l'équation  générale  du  cercle 
circonscrit  se  simplifie  et  devient 

U5L|L|-HLsL|+L8Li  =  0. 

£n  vertu  de  l'identité 

(SLi)»=2:Lî-h2SL,L,, 

on  peut  remplacer  l'équation  précédente  par  celle-ci  : 
L\  -f-  Lî  -h  L|  —  ( L,  -f-  L, 4-  La)»  =  o. 
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Les  calculs  sont  alors  plus  symétriques.  Ils  sont  suffisamment 
simples,  parce  que  l'on  a  à  opérer  sur  des  lignes  trigonomé- 
triques  d'angles  en  progression  arithmétique. 

Toutes  réductions  (*)  faites,  on  trouve,  pour  l'équation  du 
cercle, 

X«-4- Y« —  Sa\  cotco-^  4a  Y(3  coOta  -h  i)—  3aa«  coséc^co  =  o, 
ou,  en  désignant  cota»  par  X  et  ordonnant, 

(i)  4a(3Y  — 8a)X»— 8aXX-4-X>-4-(Y-+-8a)(Y  — 4«)  =  o. 
Les  équations  du  centre  sont 

X  =  4aX        et        Y=»-2a(3X>-+-i). 
L'élimination  de  X  donne 

Le  lieu  du  centre  est  done  une  parabole  dont  l'axe  se  confond 
avec  l'axe  des  Y. 

Le  paramétre  variable  X,  entrant  au  second  degré  dans  l'équa* 
tion  (i),  on  aura  l'enveloppe  du  cercle  en  écrivant  que  l'équa- 
tion a  ses  deux  racines  égales. 

L'équation  que  l'on   obtient  ainsi  peut  se  mettre   sous  la 

forme 

(Y  — 4«)(3X>-^3Y«-M6aY  — 64a«)  =  o. 

Elle  se  décompose  en  deux  autres, 

Y  =  4a 

(•)  Les  simplifications  résultent  des  relations  suivantes,  qui  sont 
des  conséquences  de  formules  connues  : 

V  sina(«pH- A:a)  =  V  cosa(?  4- A:oi)=  o; 
V  sin»a(ç4-A:a)  =  V  cos*2(9 -+- A:a)=  |; 

y  cot(«p-f-Ara)=3  3cot39;         ^  cot*(9  H- Ar«)  =  gcot'Sç -4- 6; 

*=o  *=• 

4  8in7sin(9  H-  a)  8in(9  -*-2a)=  sin3«p. 
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et 

3(X»-4-Y«)-M6aY  — 64a*  =  o, 


ou 


--(-¥)■=  m- 


Le  cercle  variable  reste  donc  constamment  tangente  la  droite 
^  =  4a,  parallèle  à  l'axe  des  X  et  à  un  cercle  ayant  son  centre 
sur  Taxe  des  Y. 

JVota,  —  M.  Moret-Blanc  a  aussi  résolu  la  question. 


Qaestion  1267. 

On  donne  une  circonférence  dont  le  centre  est  O,  et  une 
droite  a.  On  a,  sur  cette  droite,  deux  divisions  homoffra- 
phiqueSf  dont  A  et  A!  sont  deux  points  correspondants.  Par 
A  et  A'  on  mène  des  tangentes  à  la  circonférence;  elles  se 
coupent  en  quatre  points  dont  on  demande  le  lieu  géomé'- 
trique. 

Construire  la  courbe  dans  le  cas  particulier  oà  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la  droite  a 
est  le  point  milieu  des  deux  point  doubles  imaginaires  des 
divisions  homographiques.  Cas  particulier  oà  les  divisions 
sont  en  involution  et  ont  leurs  points  doubles  imaginaires, 

(Ed.  Dbwulp.) 

SOLUTION 

Par  M.  Moret-Blanc. 

Soit  D  une  droite  quelconque.  A  chaque  point  A  correspond 
un  point  A',  deux  tangentes  issues  de  A,  qui  coupent  la  droite 
D  en  deux  points  m\,  m^,  et  deux  droites  issues  de  A',  qui  la 
coupent  aux  points  /i|,  n^. 

En  vertu  du  principe  de  correspondance,  il  y  aura  sur  la 
droite  D  quatre  points  de  coïncidence  d'un  point  m  avec  un 
point  n,  et,  par  conséquent,  quatre  points  du  lieu;  ce  lieu  est 
donc  une  courbe  du  quatrième  ordre. 

Si  les  divisions  sont  en  involution,  un  point  de  coïncidence 
se  reproduira  quand  on  permutera  A  et  A'  :  les  quatre  points 
de  coïncidence  se  réduiront  à  deux,  et  le  lieu  sera  une  conique. 

Soit  OC  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la  droite  a. 
Si  G  est  le  point  milieu  des  deux  points  doubles  imaginaires 
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La  TROISIÈME  SÉRIE, 'commencée  en  1882  continue  de  paraître  chaque 

mois  par  cahier  de  48  paj^es. 


Les  abonnements  sonl  annuels  et  partent  de  janvier* 

Prix  pour  un  an  {l'A  numéros)  : 

Pi»ris 15  fr. 

Départements  et  Pays  faisant  partie  de  l'Union  postale 17 

A^u-tres  pays 20 
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Sm  LES  P09AIRBS  SUCCESSIVES  D'UNE  COURBE; 

Par  m.  le  capitaine  E.  BARISIEN, 
du  Service  géographique  de  rArmëe. 


Le  but  de  celle  Noie  est  de  donner  quelques  formules 
permeitant  de  trouver  Taire,  le  ravon  de  courbure  et  la 
rectification  des  podaires  successives  d'une  courbe,  sans 
avoir  besoin  de  connaître  les  équations  de  ces  podaires. 
Nous  étudierons  aussi,  accessoirement,  quelques  courbes 
dérivées  de  ces  podaires. 

jJire  de  la  m'^'"*  podaire.  —  Soit  O  le  point  d'émis- 
sion des  podaires,  que  nous  prenons  pour  pôle  des  coor- 
données polaires,  et  désignons  par 

Téqualion  polaire  de  la  courbe  fondamentale. 

Etudions  d'abord  la  première  podaire.  Si  Pi  est  le 
point  de  la  première  podaire  correspondant  au  point  M 
de  la  courbe  et  si  /'i  et  8|  sont  les  coordonnées  polaires 
de  ce  point  P, ,  on  aura  pour  la  différentielle  de  l'aire  U| 
de  celle  première  podaire 

Nous  allons  calculer  r^  et  0{  en  fonction  de  6.  Pour 
cela,  désignons  par  V  l'angle  du  rayon  vecteur  OM  avec 
la  tangente  à  la  courbe  en  M,  nous  avons 

Ann.  de  Afathémat.,  3«  série,  t.  XIV  (Mars  1895).  7 
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et 

V  =  0,  -  e  -+ 


9. 


En  difTéren liant  cette  dernière  équation  par  rapport 
à  6,  il  vient 

Eu  diflerentiaut  (2)  par  rapport  à  8,  ou  obtient 

/dry^  dyr 
dV  _  V  r/O  /  ''  </0« 
JO  ~        ,      /dry 

Si,  pour  abréger  Técriture,  ou  pose 

dr  _    ,  d^r  _    , 

d^  ""  ''  '  f/O*   ~  ''  ' 

ou  a  alors 

dH  "  r^-i-r'^' 
et,  par  suite,  eu  portant  cette  valeur  dans  (3), 
c/Bi  _  /•'* — rr^  _  r*-i-2r'* — rr" 

D'autre  part,  le  triangle  OMP|  donne 


/•,  =  rsin  V  = 


(4 


La  formule  (1)  devient  alors 

dVi        1    .,  c^Oi  _  I   rH/''-f-2r^>~rr'0 


Pour  avoir  Taire  Ui  on  n'aura  donc  quVi  intégrer  une 
fonction  de  6,  et,  le  plus  souvent,  lorsque  la  courbe 
/•  =yi(6)  aura  une  aire  U©  întégrable,  telle  que 


^0 
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]a  podaire  aura  aussi  une  aire  intégrable.  On  obtiendra 
donc  l'aire  U|  sans  avoir  besoin  de  connaître  l'équation 
de  la  podaire,  laquelle  peut  être  d'un  degré  fort  élevé  et, 
par  cela  même,  rendre  difficile  la  recherche  directe  de 
Paire  de  la  podaire. 

Pour  avoir  le  point  P2  de  la  seconde  podaire,  corres- 
pondant au  point  P|  delà  première,  on  prend  le  milieu  C 
de  OM  et  l'on  joint  P|  C  qui  est  la  normale  à  la  pre- 
mière podaire  en  P,  :  on  n'a  donc  qu'à  abaisser  de  O  la 
perpendiculaire  sur  la  tangente  en  P|  pour  avoir  le 
point  P2. 

Il  est  à  remarquer  que  l'angle  P^OPi  est  égal  à 
l'angle  P|  OM  dont  la  valeur  est  (8|  —  6).  Si  Oj  et  r,  sont 
les  coordonnées  du  point  P2;  on  a 

6,  =  2(0,  — e)-i-e 

et 

r|=  Ti  sinV  =  rsin>V. 

D'une  manière  plus  générale,  si  /*m  et  6m  sont  les  coor- 
données du  point  Pm  de  la  m**"**  podaire,  on  aura 

e,„=  /n(Oi  — 0)-f-0  =  m  (V—  ^  j  -hO, 

d'où,  en  différentiant  par  rapport  à  0, 

D'autre  pari, 

(6)  /'m='-m-isinV  =  /-sin'«V=/-(  -— =L==Y"-    . 

Or,  la  différentielle  de  l'aire  Um  de  la  m**"*  podaire 
est 

Par  conséquent,  en  y  portant  les  valeurs  (5) et (6),  il 
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vient 

Rayon  de  courbure  de  la  m*^"»^  podaire.  —  Si  R» 
désigne  ce  rayon  de  courbure,  on  a 


t  Çi\                                  R      — 

('•î.  +  r'„«)^ 

+  ar'^-/-„r'„' 

formule  dans  laquelle 

Or,  d'après  (6), 

r-  = 

/•m+1 

(r« -h /•'»)« 

En  difierentiant  par  rapport  à  6^  et  tenant  compte 
de  (5),  on  obtient 

,         drm    d^  r' r"*^ 


Par 

suite, 

'  m 

"  //e 

d^m 

m 

(ri-hr'»)"»" 

(9) 

r)n^r 

'î  —  _ 
m  — 

, 

Au  lieu  de  calculer  r^,  remarquons  que 
rnt  ^r 

et  difierentions  par  rapport  à  6^)  il  vient 
r',},-r„,r';n  _  r'^-rr"    d^ 

D'où 

(10)    /•;;?- r,„r;,= 


(rï-h  r'«)'«->  [r« -h  (m -r  !)/•'«  —  mr/-*] 
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En  ajoutant  (9)  et  (io),  on  obtient  la  valeur  du  dé- 
nominateur de  R„i.  Ou  a  donc  ainsi  pour  R^ 

_  r"«  r      r»-h  r'^ ■+-  m(r'*  —  rr")      1 

^"^  '"""  «Eï  [r»-hr'«-h(/?i-+-i)(r'«— rr*)]" 

(r«-hr'«)   « 

Pour  /n  =  I ,  on  a 

expression  que  Ton  peut  écrire 

2  —  ^ 


r*-h2r'»—  rr* 


Or,  le  rayon  de  courbure  Ro  de  la  courbe  fondamen- 
tale a  pour  valeur 


On  a  aussi 


sinV  = 


Donc 

RosinV  =  r    ."^  \'    ^    ,. 

11  en  résulte  donc  la  formule  suivante  pour  le  rayon 
de  courbure  de  la  première  podaire 


Ri  = 


'ir  —  Ro  sin  V 


C'est,  aux  notations  près,  la  formule  démontrée  par 
M.  Husquin  de  Rhéville  {Nouvelles  Annales,  p.  i4i; 

■890). 

On  peut,  du  reste,  généraliser  cette  formule  pour  le 
rayon  de  courbure  R,„.  Ro  peut  s'écrire 

'"  (/'2-f-r'2)-h(r'»-r/-''/ 
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et  comme 

sin*V 
on  en  déduit 

,^.       ^^_r^(/-RosinV) 
Rosin»V 

Portant  ces  valeurs  de  (/•-+  r'^)  et  (/•'^ —  r/"''^)  dans 
Téquation  (11),  on  obtient 

R,„=  rsin'»-»V     ; \ '        .    ^     * 

On  a  donc 

R  '^' 

•2  r  —  Ro  sin  V 

Lir  —  aRo  sinVj 

[4r  — SRoSinVJ 

ety  pour  le  produit  des  m  premiers  rayons  de  courbure, 
on  obtient  la  formule  simple  suivante 

m  {m  —  1  ) 

RPR  R     -       '•"'■^'sin       «       V 

Kl  Ks  Ka  .  .  .  K,„  = 


(/7H-  i)r —  mRo  sinV 

On  remarquera  aussi  que  la  valeur  (1 1)  de  B.^  permet 
d'obtenir  par  la  dill'érence  des  rayons  de  courbure  aux 
extrémités  d'un  arc,  la  rectification  de  la  développée  fie 
la  m*^'"^  podaire. 

Rectification  de  la  m'^'"*  podaire,  —  En  désignant 
par  Sjn  Tare  de  cette  m'*™*  podaire,  on  a 


D'où,  en  tenant  compte  de  (5)  et  de  (9), 
d% 


<'^)       ^  = ^^^^^rnl''*-^'''*-^ ''*('•"-'•'•')]• 


(A  suivre.) 
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nUm  6É1VÉRALE  DU  PLUS  fiRAND  GOMMDHI  BIVISKDR  ET 
lU  PLUS  PETIT  MULTIPLE  COMMUN  DES  NOMBRES 
COMMBNSURABLBS; 

Pau  m.  p.  BARRIEU, 
Professeur  au  lycée  de  Périgueux. 


I. 

Nous  nous  proposons  d^établir  la  théorie  du  plus 
grand  commun  diviseur  et  du  plus  petit  multiple  com- 
mun sur  des  raisonnements  généraux,  cjui  s'applîcjuent 
indistinctement  à  tous  les  nombres  commeusurables, 
entiers  ou  fractionnaires. 

La  méthode  suivie  nous  permettra  de  mettre  en  lu- 
mière les  liens  qui  unissent  le  plus  grand  commun  di- 
viseur au  plus  petit  multiple  commun  et  le  parallélisme 
complet  qui  existe  entre  les  propriétés  de  ces  deux 
fonctions. 

Nous  dirons  qu'un  nombre  quelconque,  entier  ou 
fractionnaire  y  est  multiple  d'un  autre  lorsqu'il  est  égal 
au  produit  de  cet  autre  par  un  nombre  entier. 

Ainsi  -^  est  un  multiple  de  |j,  parce  que  Ton  a 

Nous  représenterons  par  les  notations 

D(a,  ô.  c,  ...,/),         /n(a,  6,  c,  ...,  /) 

le  plus  grand  commun  diviseur  et  le  plus  petit  multiple 
commun  des  nombres  a,  i,  o,  .  .  . ,  /. 
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Décomposition  d'un  nombre  fractionnaire  en  fac- 
teurs premiers,  —  Ou  sait  que  tout  nombre  entier  est  un 
produit  de  facteurs  premiers  affectés  d'exposants  entiers 
et  positifs. 

Il  en  résulte  immédiatement  que  tout  nombre  frac- 
tionnaire est  un  produit  de  facteurs  premiers  affectés 
d'exposants  entiers,  positifs  ou  négatifs.  Ainsi 

45       3*x5  ' 

Pour  qu'un  nombre  soit  entier,  il  faut  et  il  suffit  qu'il 
soit  égal  à  un  produit  de  facteurs  premiers  afifectés 
d'exposants  entiers  et  positifs. 

CONVENTION    FONDAMENTALB. 

Tout  facteur  premier  qui  n'entre  pas  dans  un  nombre 
sera  considéré  comme  y  entrant  avec  l'exposant  zéro. 

D'après  cette  convention,  n  nombres  donnés  quel- 
conques, entiers  ou  fractionnaires,  pourront  toujours 
être  considérés  comme  composés  des  mêmes  facteurs 
premiers,  de  telle  façon  qu'un  facteur  premier  quel- 
conque p  entrera  toujours  dans  ces  nombres  avec  n  expo- 
sants entiers,  positifs,  négatifs  ou  nuls,  que  nous  dé- 
signerons par 

«1»     «lï     *8j      •••»     *«• 

Quand  nous  dirons  que  ces  exposants  sont  rangés  par 
ordre  de  grandeur  croissante,  cela  signifiera  que  chacun 
d'eux  est  inférieur  ou  égal  à  celui  qui  le  suit,  et  que 
l'on  a 

Lemme.  —  Pour  qu'un  nombre  entier  ou  fraction- 
naire A  soit  dinsible  par  un  nombre  entier  ou  frac- 
tionnaire B,  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  facteur  pre- 
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mier  entre  dans  A  avec  un  exposant  supérieur  ^u  égal 
à  celui  qu'il  a  dans  B. 

En  effet,  soit  p  un  facteur  premier  quelconque,  et 
soient  a  et  ^  les  exposants  entiers,  positifs,  négatifs  ou 
nuls,  avec  lesquels  ce  facteur  entre  respectivement  dans 
A  et  B. 

Le  facteur  p  entrera  dans  le  quotient  A  :  B  avec  l'ex- 
posant entier  a  —  p.  Donc,  pour  que  ce  quotient  soit 
un  nombre  entier,  il  faut  et  il  suffit  que  l'exposant 
a  —  p  soit  positif  ou  nul,  ou,  en  d'autres  termes,  que  a 
soit  supérieur  ou  égal  à  p.  c.  q.  f.  d. 

TuÉOBÈME     I.     —    Loi     DE    FORMATION.     —      l"    PouV 

former  le  plus  grand  commun  div^iseur  de  n  nombres, 
entiers  ou  fractionnaires,  on  fait  le  produit  de  tous 
les  facteurs  premiers  qui  entrent  dans  ces  nombres ,  en 
affectant  chacun  de  ces  facteurs  de  son  plus  faible 
exposant. 

2**  Pour  former  le  plus  petit  multiple  commun  de 
n  nombres,  entiers  ou  fractionnaires,  on  fait  le  produit 
de  tous  les  facteurs  premiers  qui  entrent  dans  ces 
nombres,  en  affectant  chacun  de  ces  facteurs  de  son 
plus  fort  exposant. 

{Il  demeure  entendu  que  les  facteurs  premiers  qui 
n  entrent  pas  dans  un  nombre  doivent  y  être  introduits 
avec  l'exposant  zéro.  ) 

Soient 

a,     b.     c,     .,.,     / 

n  nombres  donnés,  entiers  ou  fractionnaires. 
Soit  p  un  facteur  premier  quelconque,  et  soient 

^\i      *2j       3t3,        ...,       2/1 

les  exposants  positifs,  négatifs  ou  nuls,  rangés  par  ordre 
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de  grandeur  croissante,  avec  lesquels  le  facteur/;  entre 
dans  les  nombres  donnés. 

Considérons  un  nombre  entier  ou  fractionnaire  X,  et 
désignons  par  x  Texposant  positif,  négatif  ou  nul,  avec 
lequel  le  facteur  p  entre  dans  le  nombre  X  : 

1°  Pour  que  le  nombre  X  soit  un  codiviseiir  des 
nombres  donnés,  il  faut  et  il  suffit,  d'après  le  lemme, 
que  Ton  ait 

Le  nombre  X  sera  donc  le  plus  grand  codiviseur  des 
nombres  donnés  lorsqu'on  aura 

X  =  «1,  G.  Q.  F.  D. 

2®  Pour  que  le  nombre  X  soit  un  comultiple  des 
nombres  donnés,  il  faut  et  il  suffit,  d'après  le  lemme, 
que  l'on  ait 

Le  nombre  X  sera  donc  le  plus  petit  comultiple  des 
nombres  donnés  lorsqu'on  aura 

.X  =  an,  G.  Q.  F.  D. 

Exemple  de  formation.  —  Trouver  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  nombres 


On  a 


d'où 


I,     63,     ^. 


I  =  20X30X  D^X  7«, 

63  =  'lOx  3«x  50X  7, 

^  =  a»  X  3-*  X  5-1 X  7  ; 
i  j 


D  =  ao  X  3-»  X  5-»  X  70  =  --.  » 
m  —  '}.-  X  J*  X  S*»  X  7  —  ?M. 
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Remarque,  —  Lorsqu^il  entre  parmi  les  nombres 
donnés  un  ou  plusieurs  nombres  fractionnaires,  il  ne 
serait  plus  exact  de  dire  que  le  plus  grand  commun  di- 
viseur se  compose  des  facteurs  premiers  communs  affec- 
tés de  leur  plus  faible  exposant,  puisqu'il  entre  généra- 
lement dans  sa  composition  des  facteurs  premiers  non 
communs;  tels  sont  les  facteurs  3  et  5  dans  l'exemple 
précédent.  C'est  ce  qui  nous  a  conduit  à  formuler  une 
loi  de  formation  plus  générale  que  l'ancienne  et  qui, 
d'ailleurs,  renferme  l'ancienne  comme  cas  particulier 
quand  tous  les  nombres  sont  entiers. 

CoROi^LAiAE.  —  On  déduit  aisément  de  la  loi  de  for- 
mation que  le  plus  grand,  commun  diviseur  de  n  frac- 
tions irréductibles  est  une  fraction  irréductible  qui  a 
pour  numérateur  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
numérateurs  et  pour  dénominateur  le  plus  petit  mul- 
tiple commun  des  dénominateurs. 

De  même,  le  plus  petit  multiple  commun  de  n  frac- 
tions irréductibles  est  une  fraction  irréductible  qui  a 
pour  numérateur  le  plus  petit  multiple  commun  des  nu- 
mérateurs et  pour  dénominateur  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  dénominateurs. 

Théorème  II.  —  Loi  de  corrélation.  —  Etant  don- 
nées deux  séries  de  nombres,  entiers  ou  fractionnaires. 


A„ 

A„ 

A„     .. 

•>      ^n 

(i™  série), 

B., 

B„ 

B„ 

.,     B« 

(2*  série), 

si  l'on  a 

(I)  AiB,  =  A,B,=  A,B8  =  ..,=A«B„=C, 

le  nombre  C  est  égal  au  produit  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  nombres  de  l'une  des  séries  par  le  plus 
petit  multiple   commun  des  nombres  de  l'autre,    et 
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Von  a 

(I)  D( Al,  A„  . . . ,  A„)/^(Bi,  B„  . . . ,  B„)=  C, 

(ÏI)  m(A„A„  ...,A„)D(B„B„  ...,B«)=G. 

En  eûet)  soit  p  un  facteur  premier  quelconque,  qui 
entre  dans  C  avec  un  exposant  positif,  négatif  ou  nul, 
que  nous  désignerons  par  y. 

Si  nous   remarquons    que,  d'après  l'égalité  (i),  les 

nombres  de   la    deuxième    série    sont  respectivement 

égaux  à 

CGC  C 

Al         Aj         A3  A,4 

nous  voyons  que,  si  le  facteur  premier  p  entre  dans  les 
nombres  de  la  première  série  avec  les  exposants 

rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante,  ce  même 
facteur/?  entrera  dans  les  nombres  de  la  deuxième  série 
avec  les  exposants 

—  a, -h  Y'     —««-»- ïî     —  aa-f-Y»     •••'     —  «/»  +  ï.' 

qui  se  trouveront  naturellement  rangés  par  ordre  de 
grandeur  décroissante. 

D'où  il  résulte  que  le  facteur  p  entrera  dans 

D(At,  A,,  Aj,  ...,  A») 

avec  l'exposant  minimum  a,,  et  dans 

m(Bi,  B,,  B3,  . . .,  Brt) 

avec  l'exposant  maximum  —  a,  -j-  y. 
Il  entrera  donc  dans  le  produit 

D(Ai,A„  ...,A«)./w(B„B„B3 B„) 

avec  l'exposanl 

a,  — a,  H- Y -7. 
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c'est-ft-dire  avec  le  même  exposant  que  dans  C.  On  a 
donc 

D( A„  A„  A3,  . . .,  A„).m(Bi,  B„  B3,  . . .,  B„)  =  G.     (!) 

On  a  de  même 

m(\u  A,,  A3,  . . .,  A„).D(B,,  B„  B,,  . . .,  B„)  =  G.     (H) 

c.    Q.    F.    D. 

Ce  théorème  est  fondamental,  11  renferme  implici- 
tement toutes  les  propriétés  essentielles  du  plus  grand 
commun  diviseur  et  du  plus  petit  multiple  commun, 
comme  nous  le  verrons  tout  à  Theure. 

Mais  nous  devons  auparavant  examiner  un  cas  parti- 
culier très  intéressant.  (A  suivre.) 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE; 

Par  m.  F.  FARJON. 


1.  Soient  deux  points  a  et  b  distincts  Tun  de  l'autre, 
ils  déterminent  une  droite.  Nous  dirons  que  tout  point 
de  cette  droite  est  un  centre  concourant  du  réseau  (ai). 
Chacun  de  ces  centres  concourants  forme  sur  la  droite 
deux  segments  dont  la  différence  est  égale  à  la  longueur 
ab. 

S.  Soient  trois  points  a,  &,  c,  non  situés  en  ligne 
droite,  ils  déterminent  un  plan.  Marquons  un  centre 
concourant  m  du  réseau  (ab)  et  un  centre  concourant  n 
du  réseau  (bc)^  les  deux  droites  cm  et  an  se  coupent  en 
un  point  0| ,  et  la  droite  4o«  détermine  sur  ca  un  centre 
concourant  q  du  réseau  (ca)  que  nous  nommerons  co?^- 
respondant  des  deux  centres  arbitrairement  choisis  m 
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et  n.  Nous  dirons  que  le  point  0\  est  un  centre  concou- 
rant du  réseau  (abc).  Inversement  tout  point  0|  du  plan 
peut  être  pris  pour  centre  concourant  du  réseau  (abc) 
et  détermine  trois  centres  correspondants  des  réseaux 
dérivés  (ai),  (bc)  et  (ca).  Ces  trois  centres  forment  sur 
les  côtés  du  triangle  (abc)  six  segments  qui  ont  entre 
eux  une  relation  connue. 

3.  Soient  quatre  points  a^  &,  c,  d  non  situés  sur  un 
même  plan .  Ils  forment,  pris  trois  à  trois,  quatre  réseaux, 
et,  pris  deux  à  deux,  six  réseaux  dérivés.  Prenons  trois 
de  ces  derniers  tels  que  (ai),  (ic),  (cd)  ne  formant  pas 
un  même  réseau  de  trois,  et  marquons  arbitrairement 
sur  chacun  d'eux  un  centre  concourant  rw,  n,  p.  Les 
droites  cm  et  a/i  déterminent  un  centre  concourant  Oi  de 
{abc)  et  ioi  un  centre  concourant  ^  de  {ca).  Les  droites 


bp  et  dn  déterminent  un  centre  concourant  Oj  de  (bcd) 
et  ap  et  dq,  un  centre  concourant  03  de  (acd)  ;  nous  di- 
rons que  02  et  03  sont  correspondants  de  0{  dans  le  ré- 
seau (abcd). 

La  droite  CO2  détermine  un  centre  r  de  (W),  et  la 
droite  CO3  un  centre  s  de  (dn).  Les  deux  droites  rfo,  et 
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aoj)  situées  dans  ie  plan  adn  se  coupent  en  un  point  O, 
par  lequel  passe  également  A03.  Tirons  cO,  cette  droite 
perce  le  plan  abd  en  un  point  o^,  et  Ton  reconnaît 
sans  peine  que  les  droites  dm^  ar  et  bs  passent  par  ce 
point  qui  est  donc  aussi  correspondant  de  0|,  02,  03, 
dans  le  réseau  (abcd). 

Nous  dirons  que  le  point  O  est  centre  concourant  du 
réseau  {abcd). 

Inversement,  un  point  quelconque  O  de  l'espace  peut 
être  pris  pour  centre  concourant  du  réseau  (abcd).  En 
effet,  en  joignant  ce  point  à  chacun  des  points  a^  b^  c, 
dy  on  détermine  sur  les  pi  ans  ic^,  cda^  abd^  cab  des  centres 
concourants  0|,  02,  Os,  O4,  et  Ton  vérifie  sans  difficulté 
que  ces  centres  sont  correspondants. 

Si  les  quatre  points  donnés  sont  dans  un  même  plan, 
la  construction  du  centre  concourant  se  fera  exactement 
de  même;  il  suffit,  pour  le  démontrer,  de  considérer  la 
figure  plane  comme  la  perspective  d'une  figure  de  l'es- 
pace; mais  la  construction  inverse  est  indéterminée  :  en 
joignant,  par  exemple,  le  centre  concourant  O  au  pointa, 
on  peut  prendre  pour  centre  0|  du  réseau  (abc)^  un 
point  quelconque  de  cette  droite,  car  on  peut  toujours 
supposer  que  ce  point  est  la  perspective  d'un  point  situé 
dans  le  plan  du  triangle  dont  abc  est  la  perspective. 

On  sait  qu'il  existe  une  relation  analytique  entre  les 
positions  de  quatre  points  donnés.  Notre  construction 
en  donne  une  interprétation  géométrique  des  pi  us  simples. 
De  plus,  on  peut  l'étendre  à  des  réseaux  d'un  nombre 
quelconque  de  points. 

4.  Considérons,  en  effet,  cinq  points  a,  b^  c,  d,  e, 
ils  forment  cinq  réseaux  dérivés  de  quatre  points,  dix 
de  trois  et  dix  de  deux.  Prenons  quatre  de  ces  derniers 
ne  faisant  point  partie  d'un  même  réseau  de  quatre,  par 
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exemple  (ai),  (bc)^  (cd)  et  (ac)  et  marquons  arbitrai- 
rement sur  chacun  d'eux  un  centre  concourant  m,  n,p^ 
q.  La  construction  qui  précède  donnera  un  centre  con- 
courant Of  du  réseau  (a£ctf)^  joignons  cOi-  On  obtien- 
dra ensuite  un  centre  concourant  correspondant  Ot  du 
réseau  (deab),  et  si  Ton  tire  CO2,  on  reconnaîtra 
que  cette  droite  coupe  eO^  en  un  point  û,  puisque  cOj 
et  eOi  sont  dans  le  même  plan  cote  [oi  étant  le  centre 
concourant  du  réseau  commum  (abd)].  On  verra  de 
même  que  les  centres  correspondants  O3  de  {bcde)  et 

04  de  (cdea)  sont  respectivement  en  ligne  droite  avec 
le  point  Q  et  les  points  a  et  i,  et,  finalement,  que  si 
Ton  joint  rfû,  cette  droite  rencontrera  en  un  même  point 

05  les  droites  qui,  dans  le  réseau  (abce)  joignent  chaque 
point  au  centre  concourant  déterminé  des  trois  autres, 
que  ce  point  0$  est  donc  un  dernier  correspondant  de 
0|,0a,  03,04. 

Et  nous  dirons  que  Û  est  un  centre  concourant  du  ré- 
seau {abcde). 

On  peut  continuer  ainsi  de  proche  en  proche,  et, 
généralement,  on  conclura  de  la  construction  du  centre 
concourant  du  réseau  de  N  points  à  celle  du  centre  d'un 
réseau  de  N  +  i . 

5.  Revenons  au  réseau  de  cinq  points.  Si,  comme 
dans  les  cas  précédents,  on  veut  suivre  une  marche  in- 
verse, c'est-à-dire  prendre  comme  point  de  départ  un 
point  quelconque  de  Vespace  pris  pour  centre  concou- 
rant du  réseau  et  en  déduire  les  centres  concourants  cor- 
respondants des  réseaux  dérivéis  de  quatre,  de  trois  et 
de  deux  points,  le  problème  est  indéterminé,  et  Pou 
peut  prendre  pour  centre  concourant  du  réseau  (abcd), 
par  exemple,  un  point  quelconque  de  la  droite  eQ. 

Le  cas  est  entièrement  analogue  à  celui  de  quatre 
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points  pris  dans  un  même  plan.  Quatre  points  suffisent 
en  effet,  pour  déterminer  un  espace  à  trois  dimensions^ 
elle  problème  ne  sera  déterminé  que  si  les  cinq  points 
sont  pris  dans  Thyperespace  à  quatre  dimensions,  car  il 
est  évident  que,  daus  Thyperespace,  une  droite  ne  peut 
rencontrer  un  espace  à  trois  dimensions  qu'en  un  seul 
point,  sans  quoi  elle  serait  tout  entière  dans  celui-ci. 
Donc,  dans  ce  cas,  la  droite  eQ  rencontrera  l'espace  dé- 
terminé par  les  points  a,  6,  c,  d  en  un  point  qui  sera  le 
centre  concourant  de  leur  réseau,  et  le  reste  de  la  con- 
struction s'ensuivra. 

On  raisonnera  de  même  pour  un  nombre  quelconque 
de  points,  et,  d'une  manière  générale,  la  construction 
inverse,  permettant  de  remonter  du  centre  concourant 
d'un  réseau  de  N  points  aux  correspondants  dérivés  de 
n —  1,/?  —  2,.  ..,3,  2  points,  ne  sera  déterminée  que  si 
les  N  points  donnés  sont  pris  dans  un  espace  à  N  —  i 
dimensions. 

6.  Ces  considérations,  d'une  simplicité  tout  élémen- 
taire, nous  paraissent  donner  une  notion  assez  nette 
des  liyperespaces.  Notre  esprit  éprouve  tout  d'abord 
quelque  difficulté  à  concevoir  ces  espaces,  par  la  raison 
bien  simple  que  nous  sommes  nous-mêmes  des  êtres  à 
trois  dimensions  et  que,  par  hérédité  comme  par  édu- 
cation, nos  sens  et  notre  cerveau  ne  se  représentent  a 
priori  l'espace  autrement  qu'à  trois  dimensions.  L'espace 
à  deux  dimensions  est  déjà  une  conception  tout  idéale, 
qui  exige  un  eifort  de  notre  part,  mais  lorsqu'il  s^agît 
d'aller  au  delà  de  trois  dimensions,  la  difficulté  est  bien 
plus  grande  encore,  d'autant  plus  que  les  moyens  de 
représenter  graphiquement  les  figures  nous  font  défaut. 
Il  faudrait,  pour  les  figures  à  quatre  dimensions,  qu'un 
nouveau  Monge  imaginât  une  géométrie  descriptive  où 

Ann.de  Mathémat,,  3«série,  t.  XIV.  (Mars  1895.)  8 
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les  plans  de  projection  fussent  remplacés  par  des  espaces 
à  trois  dimensions.  Remarquons,  eu  passant,  que  ceux- 
ci  doivent  se  couper  suivant  des  plans,  sans  quoi  ils 
coïncideraient. 

11  arrive  parfois  que  les  propriétés  d'une  Ggure  à  N 
dimensions  ne  peuvent  s'établir  avec  toute  leur  clarté 
géométrique  que  par  la  considération  de  figures  à  plus 
de  N  dimensions.  Habituellement,  on  esquive  la  diffi- 
culté par  l'emploi  des  imaginaires,  niais  c'est  là  un  pro- 
cédé qui  garde  quelque  chose  d'artificiel  et  ne  nous 
semble  pas  satisfaire  entièrement  Tesprît.  On  sait  de 
quelle  façon,  à  la  fois  simple  et  ingénieuse,  Cliasles  a 
interprété  par  une  figure  à  trois  dimensions  les  pro- 
priétés du  cercle  imaginaire  :  nous-même  avons  indi- 
qué l'application  de  cette  théorie  à  l'extension  de  quel- 
ques propositions  de  Géométrie  plane  (*).  Nous  en 
citerons  ici  un  autre  exemple  qui  nous  semble  plus  con- 
cluant encore. 

7.  Les  imaginaires  s'introduisent  en  Géométrie  plane 
par  la  recherche  de  l'intersection  d'une  droite  et  d'un 
cercle,  ou  plus  généralement  de  deux  cercles  et  l'on  donne 
lenomd^axe  radical  h  la  droite,toujours  réelle,  qui  joint 
les  deux  points  d'intersection,  réels  ou  imaginaires 
conjugués,  dos  deux  cercles. 

Or,  si  l'on  considère  les  deux  cercles  résultant  de  la 
section  d'une  même  sphère  par  deux  plans,  l'inter- 
section de  ces  plans  jouît^  par  rapport  aux  deux  cercles, 
des  propriétés  de  l'axe  radical,  et  inversement,  si  l'on 
considère  deux  cercles  situés  dans  un  même  plan  comme 
situés  dans  des  plans  distincts,  momentanément  con- 
fondus, l'axe  radical  est  la  charnière  autour  de  laquelle 

(')  Nouvelles  Annales^  année  1888;  p.  a88. 
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on  peut  (aire  tourner  Tun  de  ces  plans  d'un  angle  quel- 
conque, sans  que  les  deux  cercles  cessent  d'être  situés 
sur  une  même  sphère. 

Il  eu  est  de  même  de  deux  coniques  dont  les  plans 
coïucident;  leurs  cordes  communes  sont  les  droites  au- 
tour desquelles  on  peut  faire  tourner  le  plan  de  Tune 
d  elles  sans  qu'elles  cessent  d'être  situées  toutes  deux  sur 
un  cône  du  second  degré. 

Cette  façon  de  raisonner  dispense  de  recourir  aux  soi- 
disant  points  d'intersection  imaginaires. 

Elevons  maintenant  les  dimensions  de  nos  figures 
d'un  degré.  On  déduit  le  plan  radical  de  deux  sphères 
le  plau  de  rinterseclion  réelle  ou  imaginaire  de  ces 
sphères.  Rien  n'empêche  de  concevoir  Texistence  dans 
l'hyperespace  d'une  sphère  à  quatre  dimensions  que  Ton 
détinira  une  figure  dont  tous  les  points  sont  à  égale  dis- 
tance d'un  point  nommé  centre.  L'intersection  de  cette 
hypersphère  par  un  espace  à  trois  dimensions  donne 
nécessairement  une  sphère  ordinaire.  Un  second  espace 
à  trois  dimensions  donnera  une  seconde  sphère,  et  le 
plan  d'intersection  de  ces  deux  espaces  jouira  des  pro- 
priétés du  plan  radical  des  deux  s|)hères.  Inversement, 
si  l'on  considère  deux  sphères  situées  dans  le  même 
espace,  comme  situées  dans  deux  espaces  distincts  mo- 
mentanément confondus,  le  plan  radical  est,  nous  ne 
dirons  plus  la  charnière,  mais  Yappui  autour  duquel  on 
peut  faire  tourner  l'un  des  espaces  d'un  angle  quelcon- 
que, sans  que  les  deux  sphères  cessent  d'êlre  situées  sur 
une  même  liypersphère. 

On  peut  continuer  à  raisonner  de  la  sorte  et  arriver  à 
la  notion  d'un  espace  à  N  dimensions,  radical  de  deux 
sphères  à  N  -h  i  dimensions. 

8.    Il  nous  paraît  donc  acquis  que  le  domaine  de   la 
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Géométrie  pure  s'étend  bien  au  delà  des  limites  que  notre 
imperfection  physique  lui  fait  assigner  au  premier  abord. 
Et  cela  admis,  Tesprit  se  rend  compte  de  l'existence  pos- 
sible de  mondes  et  de  vies  infiniment  supérieurs  aux 
nôtres.  Quel  champ  ouvert  à  l'esthétique,  par  exemple, 
et  imagine- t-on  ce  que  serait  une  hjperslatuaire  k  quatre 
dimensions,  ou  plus  encore  ! 

On  est  aussi  conduit  dans  cette  voie  à  une  notion  nou- 
velle de  Tinfini  ;  nous  ne  connaissons  etiectivement  que 
Tinfini  de  la  droite,  du  plan,  ou  de  l'espace  à  trois  di- 
mensions. Mais  envisageon<i  l'espace  à  un  nombre  de 
dimensions  de  plus  en  plus  grand,  et  nous  nous  élèverons 
à  l'infini  de  l'espace  à  un  nombre  infini  de  dimensions. 
Nous  bornerons  là  ces  réflexions  qui  s'écartent  du  mo- 
deste sujet  que  nous  avons  voulu  aborder. 


SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  CUBIQUES  GAUCHES; 

Pah  m.  André  CAZAMIAN. 


Un  certain  nombre  de  théorèmes  relatits  aux  cubiques 
uiiicursales  conduisent  très  facilement  à  des  proposi- 
tions correspondantes  concernant  les  cubiques  gaucher, 
si  l'on  fait  usage  de  cette  remarque  que  la  projection 
conique  d'une  cubique  gauche  sur  un  pian  e^l  une  cu- 
bique unicursale.  Par  exemple,  M  désignant  le  point 
de  vue,  aux  trois  langeotes  iuflexionnelles  de  lacubique 
plane  correspondent  les  trois  plans  oscillateurs  menés 
par  M  à  la  cubique  gauche,  el  de  ce  que  les  trois  points 
d'inflexion  sont  en  ligne  droite,  ou  déduit  que  les  trois 
points  de  contact  des  plans  osculateurs  sont  dans  un 
même  plan    avec  le  point   M.  Cette  propriété,  due  à 
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ChasIt'S,  est  très  connue.  La  suivante  Test  peut-èrre 
moins.  De  ce  que  le  pôle  de  la  droite  des  inflexions 
d'une  cubîcjue  unicursale  par  rapport  au  triangle  formé 
par  les  trois  tangentes  inUexioiinelles  est  le  point  double 
de  la  cubique,  on  déduit  ce  ibéorènie  : 

La  sécante  ilouble  îssue  d'un  point  M  de  l'espace  à 
une  cubique  gauche  est  la  polaire  du  plan  défini  par 
les  trois  points  de  contact  des  plans  osculateurs  menés 
par  M  à  la  cubique,  relativement  au  trièdre  formé  par 
ces  trois  plans  osculateurs  (  *  ). 

Mais  nous  nous  proposons  surtout  de  transformer  des 
propositions  relatives  aux  points  conjugués  sur  les  cu- 
biques unicursales,  propositions  établies  par  M.  Astor 
(Nouvelles  annales,  juillet  1892)  et  par  nous-meme 
(résultats  démontrés  d'abord  pour  la  stroplioïde  et  éten- 
dus à  toutes  les  cubiques  unicursales  dans  notre  Note  : 
Sur  les  cubiques  unicursales). 

Considérons  une  cubi(|ue  gauche  et  un  point  M  de 
l'espace.  La  perspective  de  la  cubique  sur  un  plan  P  en 
prenant  le  point  M  pour  point  de  vue  est  une  cubique 
unicursale.  A  deux  points  conjugués  de  la  cubique 
plane,  c'est-à-dire  à  dcMix  points  tels  que  les  droites  les 
joignant  au  point  double  forment  un  faisceau  harmo- 
nique avec  les  tangentes  en  ce  point,  correspondent 
deux  points  de  la  cubique  gauche  tels  que  les  plans 
passant  par  la  sécante  double  issue  de  M  et  chacun  d'eux 
forment  un  faisceau  harmonique  avec  les  plans  définis 
par  la  sécante  double  et  les  tangentes  à  la  cubique 
gHUclîe  aux  points  où  elle  est  rencontrée  par  cette  sé- 


(')  La  définilion  de  la  polaire  d'un  plan  passant  par  le  sommet 
d'un  trièdre,  relativement  à  ce  trièdre,  étant  la  même  que  celle  de 
la  polaire  d'un  plan  passant  par  le  sommet  d'un  c6ne,  relativement 

»  ce  cAne 
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caille  double.  Nous  appellerons  ces  points  :  points  con- 
jugués relativement  au  point  de  l'espace  M.  Cela  posé, 
on  a  les  propositions  suivantes  : 


L'enveloppe  des  droites  joi- 
gnant deux  points  conjugués 
d'une  cubique  unicursale  est 
une  conique  touchant  les  tan- 
gentes au  point  double. 


Deu\  pointsconjuguésd'une 
cubique  unicursale  ont  le 
môme  tangentiel. 


Réciproquement,  si  par  un 
point  d'une  cubique  unicur- 
sale on  lui  mène  lies  deux  tan- 
gentes, les  points  de  contact 
sont  conjugués. 

Le  collinéaire  de  deux 
points  conjugués  d'une  cu- 
bique unicursale  est  conjugué 
de  leur  tan":entiel. 


Étant  donnés  une  cubique 
gauche  et  un  point  M  de  l'es- 
pace, A  et  B  désignant  deux 
points  conjugués  quelconques 
de  la  cubique  (  relativement  au 
pointM),  l'enveloppe  des  plans 
MAB  est  un  cône  du  second 
ordre  touchant  les  plans  défi- 
nis par  la  sécante  double  issue 
de  M  et  les  tangentes  à  la  cu- 
bique aux  points  où  elle  ren- 
contre cette  sécante. 

Les  plans  passant  par  un 
point  M  de  l'espace,  et  tou- 
chant une  cubique  gauche  en 
deux  points  conjugués  relati- 
vement à  M,  ont  le  même 
tangentiel  (^). 

Réciproquement,  si  par  un 
point  d'une  cubique  gauche  et 
le  point  M  on  mène  à  la  cu- 
bique les  deux  plans  tangents, 
les  points  de  contact  sont 
conjugués  relativement  à    M. 

Le  plan  défini  par  un  point 
M  de  l'espace  et  deux  points 
d'une  cubique  gauche  conju- 
gués relativement  à  M  ren- 
contre la  cubique  en  un 
troisième  point  qui  est  le  con- 


(')  Une  cubique  gauche  et  un  point  M  de  l'espace  étant  donnés, 
on  peut  appeler  tangentiel  d'un  point  A  de  la  cubique  le  point  où 
le  plan  défini  par  M  et  la  tangente  à  la  cubique  au  point  A  ren- 
contre cette  dernière. 
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Si  Ton  joint  un  point  fixe 
d'une  cubique  unicursale  à 
tous  les  couples  de  points 
conjugués,  on  forme  un  fais- 
ceau involutif  dont  un  des 
rayons  doubles  est  la  droite 
joignant  le  point  M  au  point 
double. 


Étant  donnés  sur  une  cu- 
bique unicursale  deux  couples 
quelconques  de  points  conju- 
gués (AB),  (A'B'),  les  droites 
AA',  BB'  se  coupent  en  I  sur 
la  cubique,  les  droites  AB', 
BA'  se  coupent  en  V  sur  la 
cubique,  et  les  points  I  et  I' 
sont  conjugués. 


jugiié  du   tangentiel  commun 
des  deux  premiers. 

M  étant  un  point  de  l'es- 
pace, A  un  point  fixe  d'une 
cubique  gauche,  les  plans  pas- 
sant par  la  droite  M\  et  par 
tous  les  couples  de  points 
conjugués  forment  un  faisceau 
involutif  dont  l'un  des  plans 
doubles  est  le  plan  défini  par 
MA  et  la  sécante  double  issue 
de  M. 

Étant  donnés  sur  une  cu- 
bique gauche  deux  couples 
(AB),  (A'B')  de  points  con- 
jugués relativement  à  un  point 
M  de  l'espace,  les  plans  MAA', 
MBB'  se  coupent  en  1  sur  la 
cubique,  les  plans  MAB', 
MBA'  se  coupent  également 
en  r  sur  la  cubique,  et  les 
points  I  et  ï  sont  conjugués 
relativement  à  M. 


SUR  LE  CENTRE  DE  COURBURE  DBS  PODiIRES; 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Maurice  D'OCAGNE. 


En  répondant  à  ia  question  295  de  V Intermédiaire 
des  Mathématiciens,  je  me  suis  trouvé  amené  à  donner 
une  variante  de  l'énoncé  de  certain  théorème  que 
j*avais  fait  connaître  en  1890  dans  le  Journal  de  Ma- 
thématiques spéciales,  pour  en  déduire  la  construction 
indiquée,  en  1891,  dans  les  Nouvelles  Annales  par 
M.  Husquin  de  Rhéville  pour  le  centre  de  courbure  des 
conchoïdes. 

Ce  théorème  général,  susceptible  de  nombre  d'autres 
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applî calions,  fournît,  en  particulier,  une  construction 
très  simple  du  centre  de  courbure  des  podaires,  qui 
peut  s'ëuoncer  ainsi  : 

Soit/9  la  podaire  de  la  courbe  m  par  rapport  au  point 
O,  abaissant  du  point  O,  sur  la  normale  MN  en  M  à  la 


courbe  m,  la  perpendiculaire  ON,  nous  avons  en  PN  la 
normale  en  P  à  la  podaire  p. 

Gela  posé,  si  nous  élevons  en  N  à  PN  la  perpendicu- 
laire NQ  qui  coupe  OP  en  Q,  le  centre  de  courbure  w 
de  la  podaire  p  est  sur  la  droite  qui  joint  le  point  Q 
au  milieu  K  de  la  droite  unissant  le  point  O  au  centre 
de  courbure  y  de  la  courbe  m. 

Vous  pourriez  proposer  aux  lecteurs  des  Nouvelles 
annales  de  chercher  une  démonstration  directe  de  ce 
théorème. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  L4  QUESTION  PROPOSÉE 
AU  CONCOURS  D'ADMISSION  A  LÉCOLE  CENTRALE  EN  1889; 

Par  m.  g.  LEINEKUGEL. 


On  considère  les  paraboles  (P)  qui  passent  par  un 
point  fixe  O  du  plan  et  qui  admettent  comme  direc- 
trice une  droite  ^fi,xe  : 

I®  Lieu  des  foyers  et  des  sommets. 
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2"  Par  un  point  M  du  plan  passent  deux  de  ces  pa» 
rabotes;  quelle  est  la  région  du  plan  où  doit  se  iroui^er 
ce  point  pour  que  ces  deux  paraboles  soient  réelles  et 
distinctes,  confondues  ou  imaginaires. 

3"  Lieu  S  du  point  M  pour  lequel  les  paraboles  qui 
Y  passent  se  coupent  à  angle  droit  à  r origine  O. 
Quand  le  point  M  se  trousse  sur  le  lieu  S,  la  droite  qui 
joint  les  deux  foyers  des  paraboles  correspondantes 
passe  par  un  point  fixe, 

I.  Le  Heu  des  foyers  de  ces  paraboles  (  P)  est  évîJem-: 
ment  le  cercle  (C)  de  centre  O  et  tangent  k  A.  Quant 
au  lieu  des  sommets,  il  se  déduit  du  lieu  des  foyers  en 
prenant  sur  une  parallèle  FF'  à  la  perpendiculaire  à  la 
directrice  menée  de  O  les  milieux  S,  S'  des  segments 
F/îF'y.  Ce  lieu  est  par  suite  une  conique,  puisqu'il  n'y 
a  que  deux  points  du  lieu  sur  FF'. 

Fig.  I. 
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On  peut  d'ailleurs  le  montrer  de  celte  manière  :  on  a 
ixxvX'Ajig.  I 

ô;7'=/f./F'; 


or 
d'où 
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car 

0,/=S5i, 

qui  représente  Tellipse  (R)  înscrîte  dans  ABCD. 

Celte  ellipse  (E)  est  d'ailleurs  la  projection  sur  le 
plan  de  la  figure  de  Tintersectiou  du  cylindre  de  base(C) 
dont  les  génératrices  de  front  sont  inclinées  sur  le  plan 
du  tableau  de  45**,  avec  le  plan  de  section  droite  pas- 
sant par  la  ligne  de  terre  A. 

II.  Pour  con^t^uire  les  deux  paraboles  passant  par  O, 
M  et  admettant  A  pour  directrice,  nous  décrivons  le 
cercle  (M)  tangent  à  A  et  de  centre  M;  les  deux  points 
communs  à  (O),  (INI)  sont  les  deux  foyers  des  deux  pa- 
raboles cherchées. 

Ces  deux  paraboles  seront  réelles  et  distinctes,  ima- 
ginaires ou  confondues,  suivant  que  ces  deux  cercles 
auront  deux  points  réels  et  distincts,  imaginaires  ou 
confondus. 

Si  nous  cherchons  le  lieu  des  centres  des  cercles  (M) 
tangents  à  (O)  et  à  A,  nous  aurons  évidemment  la  ligne 
séparant  les  portions  du  plan  pour  lesquelles  les  deux 
paraboles  (P)  correspondantes  sont  distinctes  et  réelles 
de  celles  où  elles  sont  imaginaires. 

Si  nous  considérons  la  droites  A'  parallèle  à  A  et  dis- 
tante de  celle-ci  de  la  longueur  R,  rayon  du  cercle  (C), 

on  voit  que  l'on  a 

MO  =  M\, 

pour  un  point  M  du  lieu,  N  étant  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  M  sur  A'.  Le  lieu  de  M  est  donc  la 
parabole  (Q)  de  foyer  O  et  de  directrice  A'.  Pour  les 
points  du  plan  de  cette  parabole  (Q)  contenant  Taxe, 
deux  paraboles  (P)  distinctes  et  réelles;  pour  les  points 
sur  la  parabole  (Q),  deux  paraboles  confondues,  et  enfin 
dans  Tautre  région  deux  paraboles  imaginaires. 
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III.  Il  résulte  de  la  propriété  connue  de  la  tangente 
à  la  parabole  que,  si  les  tangentes  en  O  sont  rectangu- 
laires, les  deux  fojers  F,  F'  des  paraboles  correspou- 
dautes  sont  les  extrémités  d*un  diamètre  de  (O). 

Le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  les  deux  para- 
boles (P)  qui  passent  eu  O  se  coupent  à  angle  droit, 

Fig.  2. 


s^ obtiendra  donc  en  chercliant  le  lieu  des  centres  des 
cercles  tangents  à  A  et  qui  rencontrent  O  en  deux  points 
extrémités  d'un  même  diamètre. 

Il  suflSt,  pour  construire  un  point  du  lieu,  de  mener 
par  O  une  droite  FF'N,  de  prendre  >nCi>  =  N»N  et 
d'élever  eu  N<  et  en  O  des  perpendiculaires  à  A  et  à 
FF';  leur  point  d'intersection  M  est  un  point  du  lieu.  On 
remarque  que  {Jig*  2) 

OM  =  2OM, 

(Mi  est  le  point  de  rencontre  de  OM  avec  la  perpendi* 
cala  ire  élevée  en  N,  à  A).  Or  M,  décrit  une  parabole, 
puisque,  dans  le  triangle  M<ON|,  on  a 

ÔP'  =  ÂMm*  =  2  m,  p  /  ^  )  =  2  /  ?)  o  m,  ; 

d  où  Ton  déduit  que  M  décrit  une  parabole  S,  homo- 


Digitized  by 


Google 


(  "6) 
thétiqiie  à  la  précédente  S<,  de  sommet  O  et  de  direc- 
trice A'. 


AGREGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS  DE  1895). 


PROGRAHUE    DBS    QUESTIONS    D  ANALYSE    ET    DE    MECANIQUE 
d'où  SERA  TIRÉ  LE  SUJET  D*UNE  DES  COMPOSITIONS  ÉCRITES. 


Analyse, 

Notions  générales  sur  les  intégrales  abéliennes  relatives  à 
une  question  algébrique  de  degré  m  représentant  une  courbe  C,n. 
qui  n'a  d'autres  points  singuliers  que  des  points  doubles  ou  des 
points  de  rebroussement  de  première  espèce.  Genre  de  la 
courbe.  Nombre  des  intégrales  de  première  espèce  linéaire- 
ment indépendantes.  Intégrales  de  deuxième  et  de  troisième 
espèce.  Périodes  cycliques,  périodes  polaires. 

Théorème  d'Abel  pour  les  intégrales  de  première  espèce, 
pour  les  intégrales  de  deuxième  espèce  avec  un  pôle  simple, 
pour  les  intégrales  de  troisième  espèce. 

Application  de  ce  théorème  à  la  recherche  des  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  mq  points  de  la  courbe 
donnée  G,»  soient  situés  sur  une  courbe  d'ordre  q. 

On  étudiera  plus  généralement  ces  conditions  et  leurs  con- 
séquences géométriques  dans  les  deux  cas  suivants  : 

1°  La  courbe  Cm  est  unicursale.  [Consulter  le  Mémoire  de 
Glebsgh  Sur  les  courbes  planes  dont  les  coordonnées  sont 
des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  (Journal  de 
Crelle,  t.  64,  p.  43;  traduction  française  de  M.  Durand,  chez 
Hermann,  éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  Paris); 

2®  La  courbe  C^  est  une  courbe  du  troisième  ordre  ou  une 
courbe  du  quatrième  ordre  du  genre  un. 

Nota,  —  On  pourra  se  borner  aux  propriétés  générales  des  inté- 
grales abéliennes  indispensables  aux  applications  géométriques  indi- 
quées. 
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Ainsi  on  pourra  laisser  de  côté  ce  qui  concerne  les  intégrales  nor* 
Diaies,  les  périodes  nornnales. 

On  pourra  admettre  que  le  problème  d* inversion  de  Jacobi,  dans 
le  cas  le  plus  général,  déûnit  des  fonctions  uni/ormes. 

Mécanique. 
Dynamique  du  corps  solide.  Frottement  de  glissement. 

SUJETS   DE   LEÇONS. 

Ma thémaliq ues  élémen taires . 

1.  Supposant  connus  les  principes  delà  théorie  des  nombres 
premiers,  établir  la  formule  qui  fait  connaître  combien  il  y  a 
de  nombres  inférieurs  à  un  nombre  donné  et  premiers  avec 
lui.  Théorème  de  Fermât.  Généralisation  de  ce  théorème. 
Théorème  de  Wilson. 

â.  Racine  carrée.  Racine  carrée   à   moins  d'une    unité;    à 

moins  de  —  •  (Indiquer  quelques  méthodes  abrégées.) 

3.  Polygones  réguliers,  convexes  et  concaves. 
-4.  Calcul  de  tc. 

5.  Transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Appli- 
cations. 

6.  Figures  symétriques  dans  l'espace. 

7.  Figures  homolhétiques  dans  l'espace.  Centre  d'homo- 
thétie.  Axe  d*homothétie.  Plan  d*homothétie.  Application  à 
un  système  de  quatre  sphères. 

8.  Sphères  tangentes  à  quatre  plans. 

9.  Pôle  et  polaire  par  rapport  à  un  cercle  tracé  sur  une 
sphère.  Axe  radical  de  deux  cercles,  centre  radical  de  trois 
cercles  tracés  sur  une  sphère.  Applications. 

iO.  Démontrer  que  toute  conique  peut  être  considérée 
comme  le  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homolo- 
gues de  deux  faisceaux  homographiques.  Réciproque.  Insister 
sur  l'application  de  ce  mode  de  génération  à  la  démonstration 
de  quelques  propriétés  des  coniques.  (Ouvrages  à  consulter  : 
CuASLKS,  Traité  des  Coniques;  RoucuÉ  et  de  Couberousse, 
Traité  de  Géométrie,) 


Digitized  by 


Google 


(  >'8) 
41.  Involution  sur  une  droite.  Faisceaux  en  involution.  In- 
volution  sur  une  conique.  Applications. 

12.  Propriétés  générales  des  polyèdres.  Théorème  d'Euler. 
Applications. 

13.  Décomposition  du  trinôme  x^ -\- p x^ -h  q  en  un  produit 
de  facteurs  réels  du  second  degré;  application  à  la  résolution 
de Téquation  bicarrée.  (On  ne  supposera  pas  que  l'équation  bi- 
carrée ait  été  résolue  par  une  autre  méthode.) 

14.  Résoudre  et  discuter  :  i«  l'équation  P-f-/Q  =  o,  où  P 
est  un  polynôme  du  premier  degré  et  Q  un  polynôme  du 
second  degré  ;  2**  l'équation  y/P  -h  /Q  =  a,  où  P  et  Q  sont  des 
polynômes  du  premier  degré  et  a  une  constante.  Exemples  tirés 
de  la  Géométrie. 

15.  Théorèmes  des  projections.  Établir  les  formules  relatives 
à  l'addition  des  arcs. 

16.  Vitesse.  Étude  de  la  vitesse  dans  quelques  mouvements. 
Représentations  graphiques. 

17.  Composition  des  mouvements.  Composition  des  vitesses. 
Composition  de  deux  mouvements  rectilignes  et  uniformément 
variés. 

18.  Théoriç  des  couples.  Réduction  à  une  force  et  à  un 
couple  d'un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide. 
Conditions  d'équilibre. 

19.  Équilibre  d'un  corps  pesant  sur  un  plan  incliné  dépoli, 
en  supposant  le  corps  soumis  à  l'action  d'une  force  passant 
par  son  centre  de  gravité. 

20.  Balances.  Balance  ordinaire,  balance  romaine,  balance 
de  Roberval, 

21.  Systèmes  articulés.  Appareils  de  Peaucellieret  de  Hart. 
Parallélogramme  de  Watt. 

22.  Principes  de  la  théorie  des  engrenages  cylindriques. 
Exemples  simples. 

23.  Énoncé  du  principe  général  des  forces  vives.  Application 
aux  machines. 

24.  Définition  et  détermination  de  la  latitude  et  de  la  lon- 
gitude d'un  lieu  soit  sur  terre,  soit  sur  mer. 

23.  Cartes  géographiques. 

26.  Principes  des  projections  cotées.  Résolution  de  quelques 
problèmes  relatifs  à  la  ligne  droite  et  au  plan. 

27.  Première  leçon  de  perspective. 
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Mathématiques  spéciales, 

1.  Première  leçon  sur  les  déterminants. 

2.  Résolution  d'un  système  de  n  équations  du  premier  degré 
à  p  inconnues. 

3.  Fractions  continues  illimitées:  fractions  continues  pério- 
diques; développement  des  irrationnelles  du  second  degré. 

4.  Première  leçon  sur  les  séries. 

.    !$.  Définition  et  étude  de  la  fonction  a^  pour  une  valeur  po- 
sitive de  a. 

6.  Série  de  Taylor.  Application  au  développement  de 
arctangx.  Calcul  de  ic. 

7.  Application  de  la  théorie  des  dérivées  à  l'étude  des  varia- 
tions d'une  fonction  d'une  seule  variable.  Exemples. 

8.  Définition  de  l'intégrale  définie.  Exemples. 

9.  Élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations  algé- 
briques entières  et  rationnelles. 

iO.  Calcul  des  fonctions  symétriques  des  racines  d'une  équa- 
tion algébrique.  Applications. 

11.  Transformation  d'une  équation  algébrique  dans  le  cas 
où  chaque  racine  de  l'équation  cherchée  doit  être  une  fonction 
rationnelle  d'une  ou  de  deux  racines  de  l'équalion  donnée. 
Exemples. 

12.  Théorème  de  Sturm.  Applications. 

13.  Méthode  de  M.  Hermite  pour  déterminer  le  nombre  des 
racines  réelles  d'une  équation  algébrique  qui  sont  comprises 
entre  deux  limites  données.  (Consulter  le  Cours  d^ Algèbre 
supérieure  de  Serret,  t.  1,  4*  éd.,  p.  gSS.) 

14.  Invariants  de  la  forme  cubique.  Application  à  la  résolu- 
tion de  l'équation  du  troisième  degré. 

15.  Résolution  algébrique  de  l'équation  du  quatrième  degré. 

16.  Équations  binômes.  Racines  primitives.  Polygones  régu- 
liers. 

17.  Génération  des  surfaces. 

18.  Exposer  sur  des  exemples  simples  la  marche  à  suivre 
pour  étudier  une  courbe  algébrique  dans  le  voisinage  d'un  de 
ses  points. 

19.  Asymptotes  d'une  courbe  définie  par  son  équation  en 
coordonnées  rectilignes.  (Première  leçon.) 
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20.  Réduction  simultanée  de  deux  formes  quadratiques  à 
trois  variables  x,  yy  z  à  des  sommes  de  trois  ou  d'un  nombre 
moindre  de  carrés.  Triangle  conjugué  commun  à  deux  coni- 
ques. Discussion  et  exemples. 

21.  Invariants  simultanés  de  deux  formes  quadratiques  à 
trois  variables.  Triangles  inscrits  ou  circonscrits  à  une  pre- 
mière conique  et  conjugués  par  rapport  à  une  seconde  conique. 
Triangles  inscrits  dans  une  conique  et  circonscrits  à  une  autre. 
Propriétés  analogues  des  cônes  du  second  degré.  Applications 
et  exemples. 

22.  Classification  des  quadriques  en  coordonnées  tangen- 
tielles.  (On pf^endra  comme  première  base  de  la  classifica- 
tion les  caractères  qui  restent  invariables  par  une  trans^ 

formation  homographique,  caractères  qui  sont  du  reste 
immédiatement  fournis  par  la  décomposition  en  carrés; 
on  complétera  ensuite  cette  classification  en  ayant  égard 
aux  propriétés  métriques,) 

23.  Enveloppe  d'un  cercle  dont  le  centre  décrit  une  conique 
à  centre  donnée,  en  restant  orthogonal  à  un  cercle  fixe. 
Trouver  les  modes  de  génération  analogues  dont  la  courbe 
enveloppe  est  susceptible.  Inversions  et  symétries  {par  rap- 
port à  des  axes)  qui  laissent  la  courbe  invariable. 

21.  Figures  polaires  réciproques  dans  l'espace.  Applica- 
tions. 

25.  Un  plan  P  coupe  une  quadrique  suivant  une  conique  à 
centre,  former  les  équations  des  axes  de  cette  conique  et  cal- 
culer les  longueurs  de  ces  axes.  (On  supposera  que  la  qua- 
drique est  rapportée  à  des  axes   rectangulaires  quelconques.) 

26.  Intersection  de  deux  quadriques  quand  cette  intersec- 
tion se  décompose. 

27.  Une  surface  étant  définie  par  les  équations 

^=/(">^)»        .r  =  ?(«»^X        ^  =  ^{ih^)y 

étudier  les  propriétés  infinitésimales  du  premier  et  du  second 
ordre  de  cette  surface  autour  d'un  de  ses  points.  Théorème 
de  Meusnier.  Lignes  asymptotiques.  Lignes  de  courbure. 

28.  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  dans  le  cas  où 
cette  intersection  a  des  branches  infinies.  (Géométrie  descrip- 
tive.) 
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GOXCOURS  D ADHISSION  A  LECOLE  NAVALE  EN  1894. 


COMPOSITIONS  ECRITES. 


Arithmétique  et  Algèbre  (3  heures  et  demie), 

i*"  Dérivées.  Définilion.  Théorèmes  relatifs  aux  variations 
d'une  fonction  à  une  variable. 

2**  On  donne  deu\  droites  indéfinies  OM,  OP,  faisant  un 
angle  de  60**,  et,  sur  OM,  deux  segments  positifs  OA  =  a  et 
0B=  b.  On  demande  de  trouver  sur  OP  un  point  X,  OX=ic, 
tel  que,  si  Ton  mène  la  circonférence  passant  par  ce  point  et 


ungente  à  OM  en  A,  et  si  l'on  joint  au  point  B  le  point  X 
et  le  second  point  X'  où  la  circonférence  coupe  OP,  le  pro- 
duit XB  X  X'B  soit  égal  à  p  fois  le  produit  ab\  p  est  un 
nombre  positif  quelconque.  On  pourra,  dans  le  cours  de  la 
discussion,  employer  comme  paramètre  auxiliaire  la  quantité  q 
ci-après 

a        b 
^        0        a 

y  Déterminer  l'approximation  avec  laquelle  on  peut  ob- 
tenir Tan  gle  B  d'un  triangle  ABC,  rectangle  en  A,  connaissant 
à  0,1  près  les  valeurs  suivantes  des  côtés  b  et  c  : 

b  =  64",  6;         c=i57»,5. 
Ànn.  de  Mathémat,,  Z*  série,  t.  XIV.  (Mars  iSgS.)  9 
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Géométrie  cotée  (2  heures  et  demie). 

Un  cône  oblique,  à  base  circulaire,  a  pour  base  une  circon- 
férence G  et  de  rayon  égal  à  35™"",  située  dans  le  plan  hori- 
zontal de  cote  zéro.  Son  sommet  S  est  déterminé  par  sa  pro- 
jection 5,  située  à  une  distance  O*  =  So""  du  point  O,  et  par 
sa  cote  égale  à  log"*™;  a  est  la  projection  horizontale  d'un 
point  A  de  cote  égale  à  3o"".  Sa  distance  a  a  au  plan  vertical  O* 
est  égale  à  40™",  et  la  distance  Oa  égale  à  60"". 

Mener  par  le  point  A  un  plan  qui  détermine  dans  le  cône 
donné  une  section  antiparallèle  G'.  Construire  la  projection 
horizontale  de  cette  section;  déterminer  ses  aies  et  les  points 
qui  se  trouvent  sur  le  contour  apparent  du  cône. 

Construire  les  projections  des  sphères  passant  : 

1*  Par  la  base  G  et  le  sommet  S; 

a°  Par  la  circonférence  G'  et  le  sommet  S; 

3®  Par  les  deux  circonférences  G  et  G'. 

Les  plans  des  intersections  de  ces  trois  sphères  prises  deux 
à  deux  se  coupent  suivant  une  même  droite  :  la  déterminer. 


Calcul  trigonométrique  (i  heure). 

Trouver  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o"et  180"  données 
par  la  formule 

,         ,       sin(i5«»4a'46')*  X  tane(2K)8«09'23')5 

cos(277"oo'32')«  x(o,i8ï725)» 

n  est  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif. 

Géométrie  et  Géométrie  analytique  (3  heures  et  demie), 

I.  Géométrie,  —  Propriétés  des  centres  de  similitude  de 
deux  circonférences. 

Gas  où  Tune  des  circonférences  se  réduit  à  une  droite. 

Application  aux  deux  problèmes  de  mener  une  circonférence  : 

i^  Passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  deux  circon- 
férences données  ; 

1°  Passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  une  circonfé- 
rence donnée  et  à  une  droite  donnée. 
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U.  Géométrie  analytique,  —  Ox  et  Oy  étant  dcu\  axes 
rectangulaires,  on  décrit  de  O  comme  centre  une  circonfé- 
rence de  rayon  a  qui  coupe  Taxe  des  or  en  A  et  A'.  Soit  B  un 


point  situé  sur  Taxe  des  rr,  OU  =  b,  et  soit  M  un  point  va- 
riable sur  la  circonférence.  On  considère  la  parabole  cir- 
conscrite au  triangle  MAB  et  dont  Taxe  est  parallèle  à  A' M. 
Démontrer  géométriquement  que  Taxe  de  cette  parabole  est  la 
droite  OP  menée  par  O  parallèlement  à  A' M. 

i^  Équation  de  cette  parabole  en  prenant  pour  paramètre 
Tariable  l'angle  o  que  fait  A'M  avec  l'axe  des  rr;  lieu  du 
deuxième  point  d'intersection  avec  le  rayon  OM. 

a**  Déterminer  sur  l'axe  OP  de  cette  parabole  les  distances 
du  point  O  au  sommet  S  et  au  foyer  F.  En  conclure,  en  coor- 
données polaires,  le  lieu  du  sommet  et  le  lieu  du  foyer. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  W  1894. 


MATHEMATIQUES  SPECIALES. 


Mathématiques. 


On  donne  un  triangle  ABC  dont  les  côtés  ont  respective- 
ment pour  équations 


X  =  o, 


o, 


Z  =  o; 


ane  conique  S  touchant  en  A  et  B  les  côtés  GA,  GB,  de  l'angle 
ACB,  et  dont  l'équation  est 

XY  =  Z^ 
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Sur  cette  conique  S  on  prend  le  point  ft,  défini  par  les 
équations 

X  =  Y  =  Z, 

et  un  point  variable  M;  enfin  on  désigne  par  v  le 'point  où  la 
droite  C|x  rencontre  la  corde  de  contact  AB. 

Cela  posé,  on  joint  le  point  M  à  l'un  des  deux  points  m 
de  la  droite  AB,  qui  ont  même  polaire  par  rapport  aux  deux 
angles  AMB,  fiMv. 

i"  Démontrer  que,  le  point   M  décrivant   la  conique  S,   la 

droite  M/n  enveloppe   une  courbe  £   du   quatrième  ordre  et 

de  la  troisième  classe,  dont  Téquation  en  coordonnées   tan- 

gentielles  est 

u*  -h  i?>  =  uvw^ 

2°  Aux  points  où  une  droite  D  rencontre  la  courbe  S,  on 
mène  à  cette  courbe  les  tangentes  T|,  Tj,  Tj,  T4,  et  l'on 
considère  la  conique  Ci  inscrite  dans  le  pentagone  formé  par 
ces  quatre  tangentes  et  la  droite  AB;  démontrer  que,  si  l'on 
assujettit  la  conique  Ci  à  passer  par  un  point  donné  P,  la 
droite  D  enveloppe  une  conique  Gf 

3'  Montrer  que  la  conique  Gj  se  réduit  à  deux  points/,/*' 
quand  le  point  P  est  sur  une  certaine  conique  Gs;  trouver 
dans  ces  conditions  l'enveloppe  £'  de  la  droite  ff  et  le  lieu 
des  points/,/'. 

Physique, 

I.  Mesure  des  températures. 

II.  En  admettant  comme  démontré  :  i**  que  le  coefficient 
de  dilatation  cubique  est  le  triple  du  coefficient  de  dilatation 
linéaire;  2°  que  la  dilatation  d'une  enveloppe  est  exactement 
celle  qu'elle  subirait  si  elle  faisait  partie  d'une  masse  solide 
et  continue  de  la  même  substance,  on  pourrait  obtenir  le 
coefficient  de  dilatation  absolue  du  mercure  par  l'expérience 
suivante  : 

Deux  tubes  de  même  verre,  de  i"  de  longueur  et  de  20"*" 
de  diamètre  environ,  sont  placés  côte  à  côte  dans  une  même 
étuve,  qu'on  peut  porter  à  diverses  températures.  L'un  est  en 
communication  avec  un  manomètre  et  constitue  une  espèce 
de  thermomètre  à  air.  On  connaît  le  volume  V  du  réservoir 
à  o**  et  le  volume   très   petit  v  du    tube   de  jonction  jusqu'au 
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repère  2  de  la  petite  branche  du  tube  manométrique.  Ce  tube 
porte  vers  ses  extrémités  deux  traits,  dont  on  a  mesuré  la 
distance  /©  à  zéro.  Un  appareil  micrométrique  extérieur  per- 
met de  relever  la  variation  de  distance  de  ces  deux  traits 
aux  diverses  températures;  l'autre  tube,  dont  le  volume  à  0° 
est  V,  est  rempli  de  mercure  et  constitue  un  thermomètre  à 
poids. 

Une  expérience  consiste,  Tétuve  étant  à  une  température 
T:  1°  à  relever  la  variation  de  distance  des  deux  traits;  2*  à 
mesurer  la  pression  H'  indiquée  par  le  manomètre;  3"  à  |)eser 
le  mercure  sorti  de  Tappareil. 


Application 

numérique. 

V=  V'=3oo". 

;5=  91^936. 

V  =  i«. 

jj.=  1,5407. 

/température  extérieure  =  0**. 

On    prendra 

Do  =  13,50/, 

^0           774' 

I 

Chimie. 

I.  Cyanogène.  —  Acide  cyanhydrique. 

II.  Deux  gaz  différents,  occupant  le  même  volume  dans 
les  mêmes  conditions  de  température  et  de  pression,  sont  mé- 
langés dans  un  vase  A;  la  densité  du  mélange  par  rapport  à 
l'hydrogène  est  7,5.  Le  vase  A  est  séparé  d'un  vase  B,  primi- 
tivemenl  vide,  par  une  cloison  mince  percée  d'un  très  petit 
trou.  Celui-ci  ayant  été  débouché  pendant  un  temps  très 
court,  une  certaine  quantité  des  deux  gaz  s'est  répandue  dans 
le  vase  B  et  y  forme  un  mélange  ayant  une  densité  par  rap- 
port à  l'hydrogène  égale  à  /i4. 

On  demande  : 

i"  Quel  est  le  poids  de  chacun  des  gaz  occupant  le  même 
volume  qu'un  poids  d'hydrogène  égal  à  2? 

2'  Quels  peuvent  être  ces  deux  gaz? 

3*  D'indiquer  une  expérience  permettant  de  lever  toute 
ambiguïté  sur  la  nature  des  deux  gaz  qui  forment  le  mélange 
primitif. 
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MATHEMATIQUES   ELEMENTAIRES. 


Mathématiques. 


On  donne  une  ellipse  Ë,  et,  dans  le  plan  de  cette  ellipse,  on 
prend  une  droite  II  perpendiculaire  à  Tun  des  axes  de  l'el- 
lipse. On  se  propose  de  faire  correspondre  à  la  droite  H  un 
cercle  que  nous  désignerons  par  la  notation  (h\,  situé  dans  le 
plan  de  Tellipse  et  assujetti  aux  conditions  suivantes  :  son 
centre  est  sur  celui  des  axes  de  Fellipse,  qui  est  perpendicu- 
laire à  la  droite  H,  et  le  rapport  entre  la  puissance  d'un  point 
M  de  Fellipse  par  rapport  au  cercle  (^  et  le  carré  de  la  di- 
stance du  même  point  M  à  la  droite  H  est  indépendant  de  la 
position  du  point  M  sur  Tellipse. 

I**  Déterminer  la  position  du  centre  du  cercle  (h^  ainsi  dé- 
fini, la  grandeur  de  son  rayon,  et  la  valeur  du  rapport  qui  est 
indépendant  de  la  position  du  point  M  sur  l'ellipse.  Donner 
les  conditions  de  possibilité  du  problème  et,  quand  ces  condi- 
tions sont  remplies,  reconnaître,  d'après  la  position  de  la 
droite  H,  comment  le  cercle  (h)  qui  lui  correspond  est  situé 
par  rapport  à  Fellipse  E  et  par  rapport  à  la  droite  H.  En  par- 
ticulier, indiquer  dans  quels  cas  le  cercle  (iî)  ou  n'a  aucun 
point  en  dehors  de  l'ellipse,  ou  n^a  aucun  point  à  Tintérieur 
de  l'ellipse. 

2**  Soient  H  et  K  deux  droites  perpendiculaires^  Tune  à  Tun 
des  axes  de  l'ellipse,  l'autre  à  l'autre;  soit  P  le  point  de  con- 
cours de  ces  deux  droites,  et  soient  @  et  (k)  les  cercles  qui 
correspondent  à  ces  deux  droites. 

Démontrer  que  la  ligne  des  centres  des  cercles  (ïï)  et  (k) 
passe  par  le  point  P. 

Trouver  le  lieu  des  positions  que  doit  occuper  le  point  P 
pour  que  les  cercles  (h)  et  (k)  soient  tangents. 

Trouver  le  lieu  des  positions  que  doit  occuper  le  point  P 
pour  que  l'axe  radical  des  cercles  (h)  et  @  passe  par  le 
point  P. 

3"  Soient  II,   H'  deux  droites  perpendiculaires   au  f^vand 
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axe  (le  l'ellipse;  et  soieot  (h),  Çhj)  les  deux  cercles  que  l'on 
fait  correspondre  à  ces  droites. 

Démontrer  que^  si  un  point  M  se  déplace  sur  l'ellipse  E,  la 
somme  ou  la  différence  des  longueurs  des  tangentes  menées 
du  point  M  aux  deux  cercles  est  constante,  selon  que  l'arc 
d'ellipse  parcouru  par  ce  point  M  est  ou  n'est  pas  compris 
entre  les  droites  H  et  H'. 

Modi6er  comme  il  convient  l'énoncé  de  cette  propriété, 
pour  le  cas  où  les  droites  H  et  H'  seraient  perpendiculaires 
au  petit  axe  de  Fellipse,  au  lieu  d'être  perpe^ndiculaires  au 
grand  axe. 

PREHlÉRB-«GIBIfCE8  (ENSEIGNEMENT  MODERNE). 

Mathématiq  ues. 

Étant  données  deux  droites  X,  Y,  qui  se  coupent  en  O,  un 
point  A  sur  X  et  un  point  B  sur  Y, 

i^  Construire  l'arc  de  parabole  tangent  à  ces  droites  aux 
points  A,  By  et  compris  entre  ces  points. 

2*  Donner  la  condition  géométrique  pour  que  le  sommet  de 
la  courbe  soit  sur  Tare  AB. 

3**  Le  point  C  étant  le  milieu  de  la  corde  AB,  on  représente 
par  c  la  longueur  OG  et  par  u,  v  les  angles  AOG,  COB;  cal- 
culer en  fonction  de  ces  données  le  paramètre  de  la  parabole 
et  étudier  la  vanation  de  cette  quantité  quand,  le  point  A  res- 
tant fixe,  le  point  B  parcourt  la  droite  illimitée  Y;  examiner 
les  cas  limites. 

4°  Construire  a  priori  (sans  faire  usage  des  éléments  de 
la  courbe)  une  tangente  à  l'arc  considéré  parallèle  à  une  di- 
rection donnée;  conditions  de  possibilité. 

RHÉTORIQUE. 

Géométrie  et  Cosmographie. 

On  donne  deux  cônes  de  révolution  égaux  SAB,  S'A'B', 
placés  de  façon  que  les  plans  des  cercles  de  base  AB,  A'B', 
sont  parallèles,  et  que  le  sommet  de  chacun  des  cônes  est  dans 
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le  plan  du  cercle  de  base  de  l'autre.  On  coupe  ces  deux  cônes 
par  un  plan  F  parallèle   aux  plans  des  deux  bases,   et  situé 
entre  ces  plans;  ce  plan  P  coupe  le  premier  cône  suivant  un 
cercle  CD,  cl  le  second  cône  suivant  un  cercle  CD'. 

On  désigne  par  r,  /,  h  le  rayon  de  base,  l'arête,  la  hauteur 
de  chacun  des  cônes,  par  x  la  distance  du  sommet  S  au  point 
de  rencontre  du  plan  P  et  de  Tarôte  SA,  et  par^  la  distance 
du  sommet  S  au  plan  P. 

i**  Déterminer  x  de  façon  que  le  rapport  de  la  somme  des 
surfaces  latérales  des  deux  troncs  de  cône  ABCD,  A'B'C'D' 
à  la  surface  latérale  du  cône  SAB  soit  égal  à  un  nombre 
donné  X.  —  Discuter. 

2**  Déterminer  y  de  façon  que  le  rapport  de  la  somme  des 
volumes  des  troncs  de  cône  ABGD.  A'B'G'D'  au  volume  du 
cône  SAB  soit  égal  à  un  nombre  donné  [i.  —  Discuter. 

3**  Au  lieu  de  supposer  les  surfaces  latérales  des  deux  cônes 
limitées  au  sommet  et  au  cercle  de  base  de  chaque  cône,  on 
suppose  ces  surfaces  latérales  prolongées  indéfiniment  dans 
les  deux  sens,  et  on  suppose  que  le  plan  P,  parallèle  aux  plans 
des  deux  bases,  au  lieu  d'être  nécessairement  compris  entre 
ces  deux  plans,  peut  se  déplacer  dans  tout  l'espace. 

Dans  ces  conditions  nouvelles,  indiquer  pour  chacun  des 
deux  problèmes  quelles  conventions  il  faut  faire  sur  la  valeur 
de  l'inconnue  et  sur  la  façon  d'entendre  l'énoncé,  pour  que 
l'équation  obtenue,  quand  on  suppose  le  plan  P  compris  entre 
les  plans  des  bases  des  deux  cônes,  convienne  encore  quand 
cette  condition  n'est  pas  remplie. 

Compléter  la  discussion  de  chacun  des  deux  problèmes  ainsi 
généralisés. 

SECONDE   CLASSIQUE. 

Algèbre  et  Géométrie. 

I.    On  considère  le  système  d'équations  simultanées 

5-2^  —  ^\y  —  5  -+-  (jrt  =  o, 
^^x  —  '^iy--^z—b  =  o, 
36  X  —  i^y  -f-  -  -h  3  <2  -j-  '2  6  =  o, 

dans  lesquelles  a  et  6  désignent   des   entier?   positifs  donnés, 
et  x^  y.  z  des  inconnues. 
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Résoudre  ces  équations,  et  chercher  quelles  doivent  être 
les  valeurs  des  entiers  positifs  a  et  ô,  pour  que  les  valeurs  des 
ioconoues  soient  positives,  et  que,  en  outre,  la  valeur  de  Tin- 
connue  X  soit  la  plus  petite  possible. 

II.  On  considère  un  tétraèdre  OABC,  dont  on  suppose 
les  arêtes  prolongées  indéfiniment  dans  les  deux  sens,  et  un 
plan  P  parallèle  au  plan  de  la  face  ABC;  le  plan  P  coupe  les 
arêtes  OA,  OB,  OC,  ou  leurs  prolongements,  respectivement 
aux  poiiits  A',  B',  C.  On  désigne  par  a  le  milieu  du  côié  BC, 
par  p  le  milieu  du  cùté  AC,  et  par  y  le  milieu  du  côte  AB. 

i"  Trouver  pour  quelle  position  Pi  du  plan  P  les  droites 
A'a,  B'P,  C'y  sont  parallèles. 

2*  Démontrer  que,  pour  toute  position  du  plan  P,  différente 
de  la  position  Pi,  les  droites  A'a,  B'P,  C'y  se  coupent  en  un 
même  point  M. 

3°  Trouver  le  lieu  géométrique  du  point  M,  lorsque  le  plan 
P  se  déplace,  en  restant  toujours  parallèle  au  plan  de  la  face 
ABC. 

SI'XONDK   MODERNE. 

Mathématiq  ues. 

I.  On  considère  une  pyramide  régulière  à  base  carrée 
dans  laquelle  le  rapport  de  la  surface  totale  à  Taire  de  la  base 
est  2,56.  Calculer  Tangle  d'une  face  latérale  avec  le  plan  de 
base,  Tangle  de  deux  faces  latérales  et  Tangle  de  deux  arêtes 
latérales. 

Calculer  la  plus  courte  distance  d'une  arête  latérale  et  d'une 
arête  de  la  base  dans  le  cas  particulier  où  le  volume  de  la  py- 
ramide est  543  décalitres. 

(On  fera  usage  des  tables  à  cinq  décimales.) 

II.  On  donne  la  projection  horizontale  a^cefi;,  ai  61  C|âfi  «i 
d'un  prisme  pentagonal  dont  les  bases  sont  ABCDE  et 
AiBiCiDiËi;  on  donne  de  plus  les  projections  verticales  des 
sommets  A|B|Ci. 

i"  Construire  les  projections  verticales  des  sommets  D,  E. 
2^  Construire  le  pentagone  ABCDE  au  moyen  d'un  rabatte- 
ment sur  le  plan  de  front  du  point  A. 
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3*"  Construire  la  projection   verticale  du  prisme  en  suppo- 
sant sa  hauteur  donnée. 
4^  Donner  la  ponctuation  des  deux  projections. 

TROISIÈME   CLASSIQUE. 

Arithmétique,  Algèbre  et  Géométrie, 

I.  Démontrer  que   si  Ton  divise  par  ni  les  nombres  en- 
tiers a  et  loooa,  on  trouve  le  même  reste. 

Déduire  de  là  que  les  nombres 

A  =  io6«-^«-+-io'«-*-*-i-i,        B  =  Io6«-^-^^-Io"*+*-+-I 
dont  divisibles  par  m,  et  que  le  nombre 

C  =  IO««-l-IO»«-4-l 

est  égal  à  un  multiple  de   m   plus  3.  La  lettre  n  désigne  un 
nombre  entier  quelconque. 

II.  On  donne  un   triangle  ABC,  et,  sur  le  côté  BC  pro- 
longé, on  porte  de  part  et  d'autre  du   point  B  des  longueurs 


BB'  et  BB'  égales  à  une  longueur  donnée  p,  et,  de  part  et 
d'autre  du  point  G,  des  longueurs  CC'et  QC  égales  à  une  lon- 
gueur donnée  7. 
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Eq  menant  par  B'  et  B'  des  parallèles  au  côté  AB,  et  par  G' 
et  G'  des  parallèles  au  côté  AG,  on  forme  un  parallélogramme 
MNPQ;  de  même,  en  menant  par  B'  et  B'  des  parallèles  au 
côté  AG,  et,  par  G'  et  G'  des  parallèles  au  côté  AB,  on  forme 
un  deuxième  parallélogramme  M'N'P'Q'. 

1°  Trouver  les  lieux,  géométriques  des  sommets  du  parallé- 
logramme MNPQ,  lorsque  P  et  y  varient  de  manière  que  le 

rapport  —  reste  égal  à  un  nombre  donné  m. 

a"  Trouver,  dans  la  même  hypothèse,  les  lieux  géométriques 
des  sommets  du  parallélogramme  M' N'P'Q'. 

3°  Pour  quelle  valeur  de  m  le  parallélogramme  MNPQ 
est-il  un  losange?  Résoudre  la  même  question  pour  le  parallé- 
logramme M'N'P'Q'. 


TROISIÈME  MODERNE. 

Mathéma  tiq  ues. 

On  donne  deux  circonférences  qui  se  coupent  aux  points  A 
etB;  par  le  point  B  on  mène  une  sécante  quelconque,  qui 
rencontre  Tune  des  circonférences  en  G  et  Tautre  en  D;  on 
joint  ces  points  au  point  A  et  Ton  détermine  :  i*^  le  centre  M 
du  cercle  inscrit;  a^  les  centres  M],  Ms,  M3  des  cercles  ex- 
inscrits au  triangle  GAD. 

Cela  posé,  on  demande  : 

1°  Quel  est  le  lieu  géométrique  que  décrit  le  centre  M,  quand 
la  sécante  GBD  tourne  autour  du  point  B? 

2^  Quels  sont  les  lieux  géométriques  que  décrivent  les  cen- 
tres Mt,  Mj,  M3? 

3"  Quel  est  le  lieu  géométrique  que  décrit  le  point  G,  point 
de  rencontre  des  médianes  du  triangle  mobile  GAD? 

4*^  On  suppose  que  Ton  place  la  sécante  mobile  dans  la 
position  KBH,  pour  laquelle  Taire  du  triangle  est  maximum. 
—  Dire  quelle  est  cette  position,  et,  en  supposant  que  l'on 
joigne  les  points  fixes  K  et  H,  respectivement  aux  points  mo- 
biles G  et  D,  trouver  le  lieu  géométrique  du  point  où  se  ren- 
contrent les  droites  GK  et  DH. 
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CONCOURS  DADMISSION  A  L'ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE 
EN  1894. 


Mathématiques  (3  heures). 

I.  On  inscrit  un  cylindre  dans  une  sphère  donnée;  étudier 
la  variation  du  volume  du  solide  formé  par  ce  cylindre  sur- 
monté, à  l'une  de  ses  bases,  par  Thémisphère  de  même  rayon 
que  cette  base. 

II.  On  donne  une  circonférence  O  et  la  droite  TAT'  tan- 
gente en  A  à  cette  circonférence.  On  considère  une  seconde 
tangente  qui  rencontre  la  première  en  G  et  qui  touche  la  cir- 
conférence en  B.  La  première  tangente  étant  fixe,  et  la  seconde 
variable,  on  demande  :  i°  le  lieu  géométrique  du  centre  du 
cercle  inscrit  au  triangle  ABC;  2**  le  lieu  du  centre  du  cercle 
circonscrit;  3"  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  hauteurs; 
4°  le  lieu  du  point  de  rencontre  du  rayon  OB  avec  la  perpen- 
diculaire en  G  à  la  tangente  TAT'. 

(Les  solutions  par  la  Géométrie  étant  simples,  il  leur  sera 
donné  la  préférence.) 

Calcul  trigonométrlque  (i  heure). 

Calculer,  à  l'aide  de  Tables  à  5  décimales  seulement,  les 
angles  et  la  surface  d'un  triangle  ABC,  connaissant  les  3  côtés 

a  =  3'>45,         b  =3  5879,         c  =  5783. 

Épure  (2  heures  et  demie). 

Une  droite  oS  de  l'espace  a  pour  trace  horizontale  o;  la 
cote  de  son  point  S  égale  20'''";  sa  pente  est  i;  sa  projection  os 
est  parallèle  au  bord  inférieur  de  la  feuille,  o  est  à  14*""  du 
bord  inférieur,  et  à  9'^'"  du  bord  de  gauche. 

Le  point  S  est  le  sommet  d'un  cône  ayant  pour  base  dans 
le  plan  horizontal  le  cercle  de  centre  o,   de  rayon  égal  à  8^". 
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des  divisions  homographiques,  G'  le  point  de  la  seconde  divi- 
sion qui  correspond  au  point  G  de  la  première  el  I  le  point  de 
la  première  qui  correspond  à  Tinfini  de  la  seconde,  on  sait 
qu'il  existe  sur  OG,  de  part  et  d'autre  du  point  G,  un  point  F 
tel  qae 

GP  =  /GI.GO', 

d*où  Ton   voit  chaque  segment  ÂA'  sous   un  angle  constant. 
Soit 

GA.CA'-h  a(GA  -  CA')-h  c»  =  o 

la  relation  d'homographie,  a  et  c  étant  des  constantes  don- 
nées. 
£n  faisant  GA'=:  »,  on  a 

GI  =  a, 

et  en  faisant  GA  =  o,  on  a 

GG'=:^, 

a 
d'où 

GP  =  c. 

Les  divisions  homographiqnes  seront  déterminées  par  Tanglc 
constant  GPG'  tournant  autour  du  point  P.  On  facilitera  la 
construction  en  décrivant  une  circonférence  du  point  P  comme 
centre,  sur  laquelle  il  suffira  de  prendre  un  arc  égal  à  celui 
qui  est  intercepté  par  GPG'  pour  avoir  les  directions  de  PA 
et  PA'. 

On  voit  que  la  ligne  OG  sera  un  axe  de  symétrie  du  lieu 
cherché,  de  sorte  que  chaque  couple  de  points  A,  A'  donnera 
huit  points  du  lieu. 

On  obtiendra  les  points  situés  sur  Taxe  en  plaçant  l'angle 
APA',  de  manière  que  PO  soit  sa  bissectrice  ;  on  voit  qu'il  n'y 
a  sur  l'axe  que  deux  points  réels. 

Si,  le  point  G  étant  le  point  milieu  des  deux  points  doubles 
imaginaires,  les  divisions  homographiques  sont  en  involution, 
les  segments  AA'  seront  vus  du  point  P  sous  un  angle  droit; 
le  lieu  cherché  sera  une  conique  dont  OG  sera  un  axe  de  sy- 
métrie. 

yola.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  F.  PisaiiL 

'2* 
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Questioii  1277. 

Soient  (G)  et  (Gj)  deua:  courbes  planes  qu'une  droite 
mobile  rencontre  sous  des  angles  constants  yi  et  ^ii.  Pour 
que  ces  deux  courbes  soient  semblables,  il  faut  qu'elles 
soient  deux  spirales  logarithmiques  semblables  par  rapport 
au  point  asymptotique,  et  tournées  autour  de  ce  point, 
Vune  relativement  à  Vautre,  d'un  angle  égal  à  la  diffé- 
rence des  angles  de  rencontre  \l  et  fii. 

Remarquer  le  cas  de  deux  courbes  semblables,  mais  quel- 
conques, tournées  l'une  relativement  à  l'autre  d*un  cer- 
tain angle,  autour  du  pôle  de  similitude. 

Point  de  contact  de  la  droite  mobile  avec  son  enveloppe, 
dans  les  deux  cas.  (Edouard  Habicii.) 

SOLUTION 

Par  M.  Moret-Blanc. 

Deux  courbes  semblables  peuvent  être  considérées  comme 
résultant  de  deux  courbes  homothétiques,  dont  on  a  fait  tour- 
ner Tune  d'elles  d'un  certain  angle  autour  du  pôle  de  similitude. 

Gela  posé,  je  suppose  que  le  mouvement  de  la  droite  soit 
déterminé  par  la  condition  de  joindre  deux  points  homologues. 
Soient  m  et  /ni  deux  de  ces  points  et  0  le  pôle  de  similitude  : 
le  triangle  mOmi,  ayant  un  angle  constant  compris  entre  deux 
côtés  proportionnels,  reste  toujours  semblable  à  lui-même,  et, 
par  conFéquent,  la  droite  mmi  fait,  avec  les  rayons  vecteurs 
Om,  Omi,  des  angles  constants  dont  la  différence  est  mOmi, 
Si  donc  cette  droite  fait  avec  les  tangentes  en  m  et  mt  des 
angles  constants  fx  et  [ii,  l'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon 
vecteur  sera  aussi  constant;  d'ailleurs  ces  angles  sont  égaux  par 
suite  de  la  similitude  des  courbes  :  donc  les  courbes  sont  deux 
spirales  logarithmiques  semblables,  dont  l'une  a  tourne  au- 
tour du  pôle  asymptotique  commun  d'un  angle  égal  à 

Dans  le  cas  de  deux  courbes  semblables,  mais  quelconques, 
les  angles  fx  et  fXi  peuvent  varier,  mais  leur  différence  reste 
constante  et  égale  à  l'angle  mOmi  des  rayons  vecteurs  homo- 
logues : 

1°  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'enveloppe  de  la  droite 
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mobile  peut  être  considérée  comme  celle  d^une  droite  passant 
par  les  points  m  de  la  première  courbe  et  faisant  avec  le  rayon 
vecteur  O/n  un  angle  constant  X.  Soit 

l'équation  de  la  courbe  lieu  du  point  m.  Appelons  jt?  la  lon- 
gueur de  la  perpendiculaire  abaissée  du  pôle  sur  nirrix  et  a 
Tangle  qu'elle  fait  avec  l'aiie  polaire,  p  et  (o  les  coordonnées 
polaires  d*un  point  de  mmi.  On  a 

/>  =  r  sinX  =  p  cos((i>  —  a)=  psin(6-HX  —  w), 
oa 

(i)         sinX/(6)=  p  sin(0 -f- X  —  to)        équat.  de  mz/ii, 

et,  en  diiférentiant  par  rapport  à  6, 

(a)  sinX/(e)=  p  cos(0 -+- X  —  a>). 

6  étant  connu,  ces  deux  équations  déterminent  les  coordonnées 
p  et  (u  du  point  de  contact  de  la  droite  mirii  avec  son  enve- 
loppe. 
Dans  le  cas  où  les  courbes  semblables  sont  des  spirales  loga- 

rithmiqueSy  on  a 

r  =  ae'«ô, 

sinX.a«'"^=  p  sin  (8  4- X  —  w), 
sin  X .  mae'"'^  =  p  cos( 0  -f-  X  —  oj  ), 
d'oîi  Ton  tire 

tang(6  -+-  X  —  w)=  —  =  tangv         (v  angle  de  la  spirale), 
o) — 0  =  X  —  V        (valeur  constante), 


p  =  /i  -t-  m'  ae"*®. 

Ces  deux  formules  montrent  que  Tenveloppc  est  une  spirale 
logarithmique  semblable  aux  proposées. 


Question  1287. 

Soient  \  et  B  les  extrémités  de  deux  rayons  conjugués 
variables  d'une  ellipse;  trouver  l'enveloppe  des  cercles  dé- 
crits sur  AB  comme  diamètre.  (Barbahin.) 
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SOLUTION 

Par  M.  Morbt-Blanc. 
Soient 

x»         y' 

l'équation   de  l'ellipse,   acoscp  et  6.sin«p  les  coordonnées  du 
point  A,  —  a  sino  et  6  cosq  celles  du  point  B. 

L'équation  de  la  circonférence  décrite  sur  AB  comme  dia- 
mètre sera 

[a(c.oso  —  sino)T      [          6(coso -h  sin©)"!' 
'- ?-J  ^[y •- -J 

a*(cosQ  H- sin©)*        ^'fcos^P  —  sino)' 

—    -^ i- : 1 L- i—  , 

I  4 

OU,  en  développant  et  réduisant, 

x^-^^i — {ax  -h  6^)coso  -h{ax  —  6^)sin^ 


'       =(a' — 6*;sin9  cosç  =  c*  sin<p  cosîp. 

On  obtiendra  l'équation  de  l'enveloppe  en  éliminant  l'angle  9 
entre  cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  ç, 

(a)    (ax-h  by)  sinç  -h{ax  —  by)  coso  =  c*(i  —  a^in*©), 

au  moyen  de  la  relation 

(3)  sin*© -h  cos'o  =  I. 

Si  Ton  tire  de  l'équation  (i)  la  valeur  de  cos©  pour  la  repor- 
ter dans  l«s  équations  (2)  et  (3),  il  vient,  après  une  première 
réduction, 

{  3c*sin'9  -^Z c* {ax -h by) sin* (^ -^ 2{a* x'~h b*y*)  I  siatf-^{x*  -hy*)iax~i-Oy) 


i  c\ax-hby)sin*o-^2{a*x'-hb*y*) 


s\n*ff+i{x'-i~y){ax—by) 
—  3c^ax-\-by) 


sin  9-1-2(0: '-^i'»)'! 
~-2{ax-hùyy\ 

Si,  pour  abréger  récriture,  on  représente  ces  équations  par 

A  sin'9  -4-  B  sin*9  ■+■  G  sino  -+-0  =  0, 
A'  sin'  o  -h  B'  sin*  o  -f-  C  sin  '^  -4-  D'  =  o. 
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L INTERMÉDIAIRE  DES  MATHÉMATICIENS,  dirigé  par  C.-.4.  Laisant,    \\ 
I)<)eleur  es  Sciences,  ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique,  et  Emile  Let- 
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Prix  pour  un  cm  (ïT.  numéros)  : 

Paris,  5  fr.  —  Départements  et  Union  postale,  6  fr. 

L'année  1894  se  vend  5  fr. 

MM.  Laisant  et  Lemoine  ont  eu  l'heureuse  idée  de  mettre  en  rapport  scien- 
tiiiquc  ies  mathématiciens,  au  moyen  d'un  organe  internalionat  dont  le  titre,  • 
y  Intermédiaire  des  Mathématiciens,  indique  le  but.  Ce  recueil  mensuel,  qui 
P'jrait  depuis  janvier  iSg'i,  n'admet  d'autres  articles  que  des  questions  posées 
[MP  les  mathématiciens  à  leurs  collègues,  soit  pour  en  indiquer  l'intérêt  géné- 
Pdl.  soit  pour  les  besoins  de  leurs  reclierchcs  personnelles,  et  les  réponses  à 
ces  questions.  La  Mathématique  est  si  vaste  maintenant  que  nul  n'en  connaît 
•empiétement  même  une  des  branches,  et  qu'une  question  de  détail  (science, 
hi>U)irc,  bibliographie)  p«ut  arrêter  lon|fc,'tcmps  un  savant  de  premier  ordre, 
>i  re  détail  sort  du  cadre  de  ses  études  ordinaires,  tandis  qu'elle  ne  serait  qu'un 
jeu  pour  an  autre. 

Oltc  publication  répond  évidemment  à  un  besoin,   car  elle  a  reçu,  dès  le 
principe,  l'accueil  le  plus  empressé  dans  le  monde  scientifique. 

MâNNHEIM  (le  Colonel  A.),  Professeur  à  l'École  Polytechnique.— 'Prin- 
cipes et  développements  de  la  Géométrie  cinématique.  Ouvrage  con- 
tenant de  nombreuses  applications  à  la  Théorie  des  surfaces.  In-4, 
avec  186  figures;  1894... 25  fr. 
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La  projection  horizonlale  os  de  la  clroile  oS  coupe  la  circon- 
férence o  en  deu\  points  m  et  n,  le  point  n  étant  entre  o  et  $. 
Par  une  droite  de  respace,  de  pente  !2,  ayant  sa  trace  horizon- 
tale au  milieu  de  ont  et  coupant  la  verticale  de  o  au-dessus  du 
plan  horizontal,  passent  2  plans  P  et  P]  de  pente  4*  Parallèle- 
ment  à  cette  mênoe  droite  et  par  les  horizontales  perpendicu- 
laires à  on  en  o  et  en  n,  on  mène  les  deux  plans  Q  et  Qi.  Les 
traces  horizontales  de  ces  4  plans  déterminent  un  trapèze 
isoscèle  qui  est  la  base  d'un  prisme  dont  les  4  plans  forment 
les  faces  latérales. 

Représenter  la  projection  du  corps  opaque  commun  à  ce 
cône  et  à  ce  prisme. 

Mener  à  la  projection  horizontale  des  sections  du  cAne  par 
les  plans  P  et  P]  les  tangentes  parallèles  aux  côtés  du  trapèze 
de  base  du  prisme. 

Coter  à  l'encre  rouge  les  points  de  contact  de  ces  tangentes, 
et  les  autres  points  remarquables. 

Inutile  de  tracer  à  Tencre  les  lignes  de  construction  d'un 
point  quelconque  de  la  section. 


SUR  LA  COMBINAISON  DES  ÉCARTS; 

Par  m.  m.  d'OCAGNE, 
Répétiteur  à  TÉcoie  Polytechnique. 


Le  but  de  la  présente  Note  est  de  donner  une  dé- 
monstration rigoureuse  du  théorème  fondamental  relatif 
à  la  combinaison  des  écarts,  une  fois  admise  la  loi  de 
probabilité  sous  la  forme  que  lui  a  donnée  Gauss. 

L  Rappel  de  définitions.  —  On  admet,  d'après 
Gauss  que,  pour  une  série  d'observations,  les  écarts 
entre  le  résultat  vrai  et  le  résultat  constaté  obéissent  k 
la  loi  suivante,  où  V{x)  désigne  la  probabilité  pour  que 
Técart  soit  compris  entre  —  j:  et  x, 

(I)  P(ar)=  A   Ç    e-A"-Va?=-^   f    e-h^'^  dx, 

Ann.de  .%fathémat,,  3«série,  t.  XIV.  (Avril  iSgS.)  lO 
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A  étant  une  conslaritu  n  déterminer  expériinentalement. 
Si  Ton  pose,  d'une  manière  générale, 

la  formule  précédente  peut  s'écrire 

(3)  P{x)  =  e{hx). 

On  voit,  d'après  cela,  que,  pour  une  même  valeur  de 
la  probabilité  P,  hx  sera  le  même  et,  par  suite,  que 
l'écart  JC  correspondant  à  cette  probabilité  P  sera  d'au- 
tant plus  petit  que  h  sera  plus  grand,  c'est-à-dire  que, 
suivant  l'idée  commune,  la  précision  sera  d'autant  plus 
grande  que  h  sera  plus  grand.  C'est  pourquoi  h  est  pris 
comme  mesure  de  la  précision. 

On  appelle  écart  probable  celui  7\  dont  la  probabi- 
lité est  ^.  il  est  donné  par  la  formule 

(4)  ^^-—h- 

\j  écart  moyen  quadratique  t  est  celui  dont  le  carré 
est  la  moyenne  des  carrés  des  écarts  constatés.  Il  est 
donné  par 

Ëntin,  V écart  m,oyen  |jl,  ou  la  moyenne  des  valeurs 
absolues  des  écarts,  est  donné  par 

Des  formules  (4)  et  (5)  on  tire 
z  -0,6;...=  - 
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environ,  eldes  formules  (5)  et  (6) 

Les  formules  (4),  (5),  (6)  montrent  qu*il  suffit  de 
connaître  Tune  des  quantités  /i,  r,,  e,  [x  pour  que  les 
trois  autres  s'en  déduisent. 

II.  Proposons-nous  maintenant  de  rechercher  la  loi 
de  probabilité  des  écarts  résultants.  Prenons  d'abord  le 
cas  de  deux  causes  d'erreurs,  indépendantes  Tune  de 
l'autre,  auxquelles  correspondent  respectivement,  d'a- 
près G  auss,  les  lois  de  probabilité 


et 


^TT 


Pour  qu'un  écart  compris  entre  Xt  et  jfi  -f-  dxi  d'une 
part,  et  un  écart  compris  entre  Xj  et  Xa  -f-  dx2  de 
l'aulre,  se  produisent  simultanément,  la  probabilité  est, 
en  vertu  du  principe  des  probabilités  composées, 

TU 

e(,  puisqu'il  y  a  indépendance  des  causes,  ces  écarts 
s'ajoutent  et  Ton  a  un  écart  résultant  compris  entre 
X  =  Xi  -h  j:2  et  x  -f-  dx. 

Donc,  en  vertu  du  principe  des  probabilités  totales, 
on  aura  la  probabilité  d'un  tel  écart  résultant  en  faisant 
la  somme  de  toutes  les  probabilités  élémentaires  telles 
que  la  précédente,  pour  lesquelles 

xfiXi-^Xi'^x-h  dx. 
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Cette  somme  peut  s'écrire 

Représenlant  par    J   l'inlëgrale    déânie  du    second 
membre,  nous  avons 

OU,  eu  faisant  sortir  du  signe  /  la  partie  constante  rela- 
tivement à  la  variable  d'intégration  x^^ 


Posons 


v/Af  H-  Af  a^i .  ■  J  =  M. 


v/AÎ-4-Aî 
L'intégrale  s'écrit  alors 

v/Aî-+-AÎ«>'-« 

VAJH-AJ 
Dès  lors  la  valeur  de  p  devient 

A>A, —  ^  h\^hr^^ 

Si  nous  posons 
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elle  s'écrit 

(8)  />=  A  g-AM«^^. 

Ainsi,  nous  trouvons  pour  l'écart  résultant  une  loi 
de  probabilité  de  la  forme  de  Gauss,  et  nous  voyons  que 
la  formule  (7)  peut  s'écrire 

^7^  h*       A?       A| 

Dès  lorSy  si  nous  avons  un  nombre  quelconque  de  lois 
d'écarts,  correspondant  à  des  causes  indépendantes  les 
unes  des  autres,  nous  voyons  qu'en  composant  d'abord 
ensemble  deux  d'entre  elles,  puis  la  résultante  obtenue 
avec  une  troisième,  et  ainsi  de  suite,  nous  obtenons 
6nalement  encore  une  loi  de  la  forme  (8),  où  la  con- 
stante h  est  donnée  par  (  *  ) 

Les  formules  (4),  (5),  (6)  montrent  dès  lors  que 
l'on  a 

expressions  analytiques  qui  conduisent  à  cet  énoncé  : 
Le  carré  de   l'écart 


'  probable  \ 

moyen  quadratique  J    résul- 
moyen  ) 

tant    est    égal  à  la    somme  des   carrés    des   écarts 

f  probables  \ 

moyens  quadratiques  >  composants, 
moyens  / 

(<)  J'ai  fait  connaître  la  formule  qui,  dans  le  cas  des  écarts  non 
plus  linéaires,  mais  dans  le  plan,  correspond  à  celle-ci  {Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences^  t.  CXVIII,  p.  517). 
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SDR  LB  RAYON  DB  GOIIRBURB  DE  LA  PROJBGTION 
DUNE  COURBE; 

Par  m.  J.  CARON. 


1.  Étant  donnée  une  droite  tangente  à  une  surface 
du  second  degré,  en  un  point  du  contour  apparent 
horizontal  dans  Tespace-,  si,  par  cette  droite,  on  mène 
une  série  de  plans  sécants,  toutes  les  sections  en  pro- 
jection horizontale  sont  osculatrices. 

Soit  en  effet  MT  la  droite  donnée,  tangente  à  la  sur- 
face S  au  point  M  du  contour  apparent  horizontal  dans 
l'espace  A.  Menons  par  MT  deux  plans  arbitraires  P,  P^ . 
I^es  deux  sections  se  projettent  horizontalement  suivant 
deux  coniques  c,  C|,  bitangenles  chacune  d'elles  au  con- 
tour apparent  en  projection  a. 

L'ensemble  des  deux  coniques  C,  C|  peut  être  consi- 
déré comme  l'intersection  de  la  surface  du  second 
degré  S  avec  une  autre  surface  du  second  degré  com- 
posée du  système  des  deux  plans  P,  P^. 

Dans  ces  conditions,  cherchons  la  ligne  des  points 
doubles  en  projection  ;  c'est  l'intersection  des  plans  des 
contours  apparents  horizontaux,  ou  des  plans  diamé- 
traux conjugués  des  cordes  verticales  dans  les  deux 
surfaces. 

Or  :  I®  le  plan  du  contour  apparent  horizontal  de  la 
surface  S  passe  par  M;  2^  le  plan  diamétral  conjugué 
des  cordes  verticales  du  système  des  deux  plans  PPi 
passe  par  leur  inlrrhcction  MT;  elle  passe  donc  aussi 
par  M. 

Ainsi  donc,   Tune  des  cordes   communes  aux  deux 
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courbes  c,  Cf  passe  par  m;  d'ailleurs  une  autre  corde 
commune  est  la  tangente  mt^  puisque  c  et  c^  sont  tan- 
gentes au  contour  apparent  en  projection  a.  Finalement 
les  deux  courbes  c,  C|  sont  osculatrices  en  m. 

Les  plans  P,  P4  étant  choisis  arbitrairement,  la  pro- 
priété est  vraie  pour  toutes  les  sections  planes  menées 
par  la  droite  MT. 

2.  Considérons  maintenant  une  courbe  gauche  quel- 
conque r  tracée  sur  la  surface  S  et  coupant  le  contour 
apparent  horizontal  dans  l'espace  A  au  point  M.  Soit, 
de  plus,  MT  la  tangente  à  cette  courbe  gauche.  Le  plan 
osculateur  de  la  courbe  gauche  F  passe  parMTet  coupe 
la  surface  S  suivant  une  conique  C  qui  est  osculatrice  à 
la  courber,  et  dont  la  projection  horizontale  c  est  aussi 
osculatrice  à  la  projection  horizontale  y  de  F. 

Donc,  pour  trouver  le  cercle  de  courbure  au  point  m 
de  la  courbe  y,  il  suffit  de  mener  par  MT  un  plan  abso- 
lument arbitraire  P  qui  coupe  la  surface  S  suivant  une 
courbe  C  dont  on  cherchera  le  cercle  de  courbure  de  la 
projection  c  en  m. 

Il  suffira,  par  exemple,  de  déterminer  trois  points  de 
la  courbe  c,  car  on  sait  trouver  directement  le  cercle  de 
courbure  en  un  point  m  d'une  conique  définie  par  ce 
point  m,  la  tangente  mt  et  trois  points  n,  o,  p, 

3.  La  propriété  précédente  (2)  a  été  démontrée  pour 
une  surface  du  second  degré,  elle  est  vraie  aussi  quand 
la  surface  S  est  de  degré  supérieur,  car  on  peut  rem- 
placer la  surface  donnée  au  point  M  par  une  autre  sur- 
face du  second  degré  ayant  les  mêmes  rayons  de  cour- 
bure principaux  que  la  surface  S  au  même  point  m, 

4.  Proposons-nous,  comme  application,  de  trouver  le 
cercle  de  courbure  en  un  point  quelconque  de  la  pro- 
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jection  horizonlalc  de  rintersection  de  deux  surfaces  du 
second  degré. 

Soit  M,  m  le  point  considéré.  Par  l'intersection  des 
deux  surfaces  y  =  o,  ©  =  o,  on  peut  faire  passer  une 
infinité  de  surfaces  du  second  degré  dont  les  équations 
sont  de  la  forme  /-+-  Xp  =  o.  Parmi  toutes  ces  surfaces, 
il  en  existe  une  <l  =  o  pour  laquelle  le  plan  tangent  au 
point  M  est  vertical  \  ce  sera  précisément  le  plan  ver- 
tical MT. 

Le  point  M  appartenant  au  contour  apparent  hori- 
zontal de  la  surface  ^,  la  construction  (2)  du  cercle  de 
courbure  sera  applicable  en  ce  point. 

Il  n'est  pas  nécessaire,  d^ailleurs,  de  construire  com- 
plètement la  surface  ^,  il  suffit  de  trouver  trois  points 
d'une  section  par  un  plan  passant  par  MT. 

Nous  déterminerons  d'abord  deux  points  quelconques 
de  l'intersection  des  deux  surfaces,  soit  D,  E.  Puis,  par 
les  trois  points  M,  D,  E  on  mène  un  plan  Q;  il  coupe 
les  deux  surfaces  y  =  o,  cp  =  o  suivant  deux  coniques 
dont  on  connaît  déjà  trois  points  communs  et  dont  on 
sait  trouver  le  quatrième  point  commun  F. 

La  surface  ^  est  donc  coupée  par  le  plan  Q  suivant 
une  conique  A  dont  on  connaît  les  points  M,  D,  E,  F 
ainsi  que  la  tangente  en  M,  laquelle  est  l'intersection  du 
plan  Q  avec  le  plan  vertical  MT. 

Ceci  fait,  par  MT  et  par  un  point  quelconque  H  de 
l'intersection,  on  mène  un  plan  P  qui  coupe  les  deux 
surfaces  suivant  deux  courbes  tangentes  en  M,  passant 
par  H  et  par  un  autre  point  H|  que  Ton  sait  trouver.  Ce 
plan  rencontre  aussi  la  conique  A  en  un  point  K. 

En  résumé,  M,  H,  H|,  K  sont  quatre  points  d'une 
conique  osculatrice  à  l'intersection  au  point  M. 

Toutes  ces  constructions  se  simplifient  considérable- 
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ment  dans  le  cas  particulier  où  les  surfaces  sont  des 
cônes,  ou  plus  gënéraletnent  quand  on  a  à  sa  disposition 
des  plans  coupant  les  deux  surfaces  suivant  des  courbes 
faciles  à  construire,  des  sections  rectilignes,  ou  homo- 
thétîques  par  exemple. 

Dans  le  cas  de  deux  cônes,  on  choisira  comme  plan  Q 
un  plan  quelconque  passant  par  M  et  par  le  sommet  du 
premier  cône,  et  comme  plan  P  le  plan  passant  par  la 
tangente  MT  et  par  le  sommet  du  deuxième  cône. 

Cette  façon  de  procéder  donne  lieu  à  des  construc- 
tions plus  simples  que  celle  qui  consisterait  à  rendre  la 
tangente  MT  de  bout,  et  à  appliquer  la  construction  qui 
donne  les  tangentes  de  rebroussement.  De  plus,  toutes 
ces  constructions  peuvent  s'effectuer  dans  une  seule 
projection. 


NOTE  RELATIVE  A  LA  THÉORIE  MATHÉMATIQUE 
m  LÉLASTIGITÉ; 

Par  m.  L.  BOSSUT, 
Capitaine  du  Génie. 


1.   Un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes  ayant  pour  équa- 
tion 

on  sait  que  les  coordonnées  d'un  point  M  de  sa  surface 
peuvent  être  représentées  par  les  expressions 

(2)  j?  =  aco5X,        y  =  ù  cosiXj         ^  =  ccôsv, 

les  angles  X,  [x,  v  étant  ceux  qu'une  droite  convenable- 
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meul  choisie  fait  avec  les  axes  de  coordonnées,  ce  qui 
entraîne  la  relation  connue 

(3)  COS*X  H-  COS'fJL-f- cos'v  =  I. 

Les  quantités  X,  |jl,  v  sont  appelées  ordinairement 
coordonnées  angulaires  ou  paramètres  circulaires  du 
point  M;  elles  ont,  comme  on  va  le  voir,  une  interpré- 
tation mécanique  remarquable. 

2.  On  sait,  d'autre  part,  que,  si  à  partir  d*un  point 
d'un  solide  et  sur  les  différentes  directions  qui  en  éma- 
nent on  porte  des  longueurs  proportionnelles  aux  va- 
leurs de  la  force  élastique  suivant  chacune  de  ces  direc- 
tions, le  lieu  des  extrémités  des  droites  ainsi  obtenues 
est  un  ellipsoïde  connu  sons  le  nom  dUellipsoïde  d'élas- 
ticité, et  qui  a  pour  équation 

ses  axes  étant  les  axes  de  coordonnées  et  les  quantités  N| , 
Na,  N3  étant  les  valeurs  des  tensions  principales;  ces 
tensions  sont  les  seules  forces  élastiques  qui  soient  nor- 
males aux  éléments-plans  sur  lesquels  elles  agissent  et 
qui  produisent  des  déplacements  suivant  leur  propre 
direction. 

Or  on  sait  que  les  équations  qui  donnent  les  valeurs 
des  composantes  de  la  force  élastique  qui  s'exerce  sur 
un  plan  dont  Taxe  fait  avec  trois  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  quelconques  des  angles  X,  |jl,  v  sont 

IX  =  N'i  cosX -h  T3  cosfjn- T',  cosv, 
Y  =  T'j  cosX  -h  N',  cos  |x  -h  T'j  cosv, 
Z  =  T',  cosX  -+-  T'i  cosfjL  -4-  N3  cosv, 

T, ,  Tg,  T3  étant  les  composantes  tangentielles  des  forces 
élastiques  qui  s'exercent  sur  les  trois  plans  coordonnés 
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ei  N*,   N!,,  ^i'j   les  composantes  normales  des  mêmes 
forces. 

Si  les  axes  de  coordonnées  se  confondent  avec  les  di- 
rections des  tensions  principales,  T,,  T!^,  T,  s'annulent 
et  les  équations  précédentes  deviennent 

(6)       X  =  NiCosX,         Y  =  N,  cosjx,         Z  =  iNjCosv. 

Si  Von  compare  ces  relations  aux  relations  (2),  on 
voit  qu'elles  deviennent  identiques  en  posant 

X  =  ;r,  \=y,  Z  =  z, 


/  N,  =  a,         ÎV2  =  6»         Nj=c 
Donc  : 

Les  paramèfres  circulaires  d'un  point  M  d'un  ellip- 
soïde peuvent  être  regardés  comme  étant  les  angles 
(jue  fait  avec  les  directions  des  tensions  principales 
l'axe  d'un  élément-plan  sur  lequel  agit  une  force  élas- 
tique dont  les  composantes  suivant  les  mêmes  directions 
sont  précisément  les  coordonnées  cartésiennes  du 
même  point. 

De  ce  rapprochement  résulte  une  série  de  démons- 
trations très  simples  des  propriétés  connues  des  forces 
élastiques  autour  d'un  point;  nous  en  ferons  connaître 
seulement  quelques-unes. 

3.  Au  plan 

(8)  ar  cosX  H-^  cosfi -h  5  cosv  =  o 

correspond  une  force  élastique  dont  Tintensité  est 

(9)  T=  v^a*cos*X  -h  ù*  cos*}x  -h  c*  cos«v; 

mais  on  sait  que  l'équation  du  plan  tangent  à  Fellip- 
soïde  parallèle  au  plan  (8)  est 


<I0) 


j  T  rosX  -h  V  cos  [Ji  -f-  s  cosv 
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donc  : 

La  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
de  l'ellipsoïde  d^ élasticité  sur  un  plan  tangent  paral- 
lèle à  un  élément-plan  passant  par  son  centre  est,  en 
valeur  absolue^  égale  à  V intensité  de  la  force  élas- 
tique qui  s'exerce  sur  cet  élément, 

•4.  Imaginons  par  le  centre  de  Tellipsoïde  trois  élé- 
ments-plans rectangulaires  \  les  angles  que  font  leurs  axes 
avec  les  directions  des  tensions  principales  sont  don- 
nés par  le  Tableau  suivant  : 

Ox.  Oy.  Oz. 

OM X  [1                V 

OM' X'  fx'               v' 

OM" X'  fx'  v' 

Cela  posé,  faisons  la  somme  des  carrés  des  tensions  sur 
ces  trois  éléments-plans;  il  vient 

T*H-T',-hT;=       a«(cos»X-Hcos«X'-f-cos»X') 

H-  6*(C0S»  [JL  -h  cos*  [jl'4-  COS*  |X*  ) 

4-c*(cos*v  -hcos'v'  -Hcos*v')  =a*-hA*-+-c', 

la  réduction  s'opérant  parce  que  les  axes  ox,  oj^  oz 
sont  rectangulaires  deux  à  deux  ;  donc  : 

La  somme  des  carrés  des  tensions  qui  s'exercent  sur 
trois  éléments- plans  quelconques  formant  un  trièdre 
trirectangle  est  constante  et  égale  à  la  somme  des  car- 
rés des  tensions  principales, 

5.  Si  X,  (JL,  V  ;  V,  ix',  v';  V,  jjl'',  V  sont  les  paramètres 
circulaires  de  trois  points  d'un  ellipsoïde,  les  diamètres 
qui  passent  par  ces  points  forment  un  système  de  dia- 
mètres conjugués  si  les  paramètres  satisfont  à  la  condi- 
tion connue  de  perpendicularilé  de  deux  droites.  Mais 
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celte  condition, 

cosX  cosX'-t-  COS  fX  cos  (x'-h  cosv  cosv'=  o, 

exprime  que  les  axes  des  plans  et,  par  suite,  ces  plans 
sont  perpendiculaires  deux  à  deux-,  donc  : 

Les  directions  des  forces  élastiques  qui  s'exercent  sur 
trois  éléments-plans  formant  un  trièdre  trirectangle 
forment  un  système  de  trois  diamètres  conjugués  dans 
l'ellipsoïde  d'élasticité. 

6.  Appelons  p  l'intensité  de  la  force  élastique  qui 
agit  sur  un  élément-plan  dont  Taxe  fait  avec  les  axes  de 
coordonnées  des  angles  \  [jl,  v  et  a,  p,  y  les  angles  que 
sa  direction  fait  avec  les  mêmes  axes  ;  ou  aura 

acosX  o       ôcosa  ccosv 

COSa=  j  COSp  =   -y  COSY  =  . 

P  P  P 

Cela  posé,  exprimons  que  sa  direction  est  parallèle  à 
celle  d'un  plan  dont  Taxe  fait  avec  les  axes  de  coordon- 
nées des  angles  X',  [jl',  v',  ce  qui  revient  à  écrire  qu'elle 
est  normale  à  l'axe  du  plan  ;  on  aura 

acosX  cosX'-i-6  cos (X  cos fx' -h  ccosv  cosv'  =  o; 

mais  cette  relation  est  symétrique  en  X,  |jl,  v  et  X',  [x',  v'5 
donc  : 

Si  la  force  qui  s* exerce  sur  un  élément-plan  P  est 
pcwallèle  à  un  autre  élément  P',  réciproquement,  la 
force  élastique  qui  s'exerce  sur  l'élément  V  est  paral- 
lèle à  P. 

Les  forces  élastiques  qui  satisfont  à  cette  condition 
sont  dîtes  conjuguées. 
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GÉNÉRALISATION  ET  SOLUTION  DB  LA  QUESTION  PROPOSÉE 
AU  CONCOURS  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  EN  1889; 

Par  m.  g.  LEINEKUGEL. 


On  considère,  dans  un  plan,  une  parabole  (P)  et 
une  ellipse  (E)  représentées  respectivement  par  les 
deux  équations 

(P)        j^«_8:r  =  o,        (E)        ^*-+-4^«_4  =  o, 

et  un  point  M  de  coordonnées  (a,  p).  On  demande  de 
trouver  sur  la  parabole  (P)  un  point  Q  tel  que  le  pôle 
de  la  droite  MQ,  par  rapport  à  V ellipse  (E),  soit  si- 
tué sur  la  tangente  e/i  Q  à  la  parabole,  Trou\fer  le 
nombre  de  solutions  r éditas  du  problème,  saluant  la 
position  du  point  M  dans  le  plan. 

Solution  géométrique,  —  Considérons  deux  coniques 
quelconques  (E)  et  (P)  et  un  point  M  du  plan  fixe;  il 
s'agit  de  trouver  un  point  Q  sur  Tune  des  coniques,  (P) 
par  exemple,  tel  que  le  pôle  de  MQ  par  rapport  à  Tautre 
conique  (E)  soit  sur  la  tangente  en  Q  à  (P). 

Menons  par  M  une  droite  quelconque  MAB,  son  pôle 
m  par  rapport  à  (E)  décrit  une  droite  A.  Si  nous  con- 
sidérons la  polaire  dé  m  par  rapport  à  (P),  elle  passera 
par  un  point  M'  fixe,  pôle  de  A  par  rapport  à  (P),  el 
rencontrera  MAB  en  Q  dont  le  lieu  (Q),  quand  la  sé- 
cante pivotera  autour  de  M,  contiendra  évidemment  les 
points  cherchés. 

Or,  d'après  la  construction  du  point  Q,  il  résulte  qu'à 
une  droite  MAB  correspond  une  et  une  seule  droite 
M'Q  el  inversement.  Les  rayons  MQ  el  M'Q  sont  donc 
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hoiiiographiques,  le  lieu  de  Q  est,  par  suile,  une  conique 
passant  par  les  points  M,  M' sommets  des  deux  faisceaux. 
Cette  conique  passe  aussi  par  les  trois  sommets  R,  S,  T 
(lu  triangle  autopolaire  commun  aux  deux  coniques  (E) 
Il  (P).  En  ellet,  soit  S  un  des  sommets,  la  droite  MS  a 
pour  pôle,  par  rapport  à  (E),  le  point  de  rencontre  de 
RT  et  de  A,  et  ce  point  a  pour  polaire,  par  rapport  à  (P), 
une  droite  passant  par  M',  puis  par  le  pôle  de  RT,  par 
rapport  à  (P),  c'est-à-dire  par  S. 

Cette  conique  est  bien  déterminée  puisqu'on  en  con- 
naît cinq  points  M,  M^  R,  S  et  T.  Les  quatre  points 
communs  à  cette  conique  (Q)  et  à  la  conique  (P)  sont 
les  points  répondant  à  la  question.  Quelle  que  soit  la 
position  du  point  M  dans  le  plan,  on  peut  dire  qu'il  y  a 
toujours  deux  points  réels,  car  dans  le  triangle  RST,  il 
y  a  toujours  un  des  sommets  intérieurs  à  (P). 

Solution  analytique.  —  Désignons  les  équations  de 

(P)  et  de  (E)  par 

(P)       /(^,r»^)=o, 

(E)        ?(ar,^,a)=o, 

et  par  X,  Y,  Z  les  coordonnées  d'un  point  Q  du  lieu  sur  P 
(I)  /(X,Y,Z)  =  o; 

l'équation  de  la  tangente  en  ce  point  est 

Elle  rencontre  la  polaire  A  de  M  par  rapport  à  (E)  au 
point  m(Xyj^)dé6ni  par  les  deux  équations  suivantes 

Pour  que  le  point  Q  satisfasse  aux  conditions  de 
l'énoncé,  il  faut  que  la  polaire  de  ce  point  m  par  rapport 
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à  (E)  passe  en  Q,  ce  qui  donne  comme  condition 

L'ëliniination  de  x,  j^,  z  donne  comme  relation  à  la- 
quelle doivent  satisfaire  des  coordonnées  de  Q 

A  A  A 


{>•) 


(Q) 


?X      ?Y      ?Z 


Cette  équation,  où  Ton  regarde  X,  Y,  Z  comme  les 
coordonnées  courantes,  représente  une  conique  (Q), 
passant  par  M,  car  en  substituant  à  X,  Y,  Zles  coordon- 
nées a,  ^,  Y,  le  déterminant  a  deux  lignes  identiques. 
Elle  passe  également  par  le  pôle  M'  de  A  par  rapport 
à  (P),  dont  les  coordonnées  sont  définies  par  les  rela- 
tions 

?a         ?p  ?V 

L'équation  de  (Q)  pouvant  s'écrire 


/k+^ 

?k  /'ï-i-x<pV  f'i+^j. 

?x 

?ï                   ?z 

?â 

?p        ?v 

on  voit  que,  les  trois  sommets  du  triangle  autopolaire 
commun  aux  coniques  (P),  (E)  vérifiant  les  trois  équa- 
tions suivantes  ; 

ces  trois  points  appartiennent  à  cette  conique  (Q). 

Il  y  a  donc  toujours  deux  points  réels  d'intersection 
des  coniques  (Q)  et  (P)  5  pour  que  les  deux  autres  points 
soient  réels,  il  faut  que  les  trois  racines  de  Téquation 
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en  X,  relative  aux  coniques  (Q)  et  (P),  ait  ses  trois  ra- 
cines réelles. 

Si  nous  supposons  que  les  équations  de  (P)  et  de  (E) 
soient  rapportées  au  triangle  autopolaire  commun  à  ces 
deux  coniques 

o  =  Xx^  -f-  A'j^*  -h  A' -s*  =  o, 
Téquation  de  Q  devient 


P  = 


a 

a'        a' 

A 

A'       A' 

X 

A'Ê     VÏ 

=  o, 


ou,  en  développant, 


.'?. 


(Q)      A*(A'a'-a'A')H-A'-^  (Aa''-A'a)-+-A'ï(A'fl— a'A)=o. 
L'équation  en  X  des  deux  coniques  (P)  et  (Q) 

est 

ù»i3YA^A'A'(A'a'— a  A')(Aa'— A'aXA'a-ra'A) 

-i«[a«aAHAV— a'A')«H-p«a'A'«(Aa'— A''a)«-+-Y*a''A'*(A'a  —  Aâ')»] 
-^aa'a'=  o; 

la  condition  de  réalité  des  racines  de  cette  équation  est 

j27a«p«Y'««'«''A.«A'«A'«(A"a'— a'A')«(Aa*'— A'a)«(A'a-o'A)« 
'    '  (  -[a«aA«(AV-a'A')«-hP«a'A'«(Aa'-A'a)«-hY*a'A'î(A'a— Aa')«]»^o. 

En  égalant  ce  premier  membre  à  zéro  et  en  considé- 
rant a,  j3,  Y  comme  des  coordonnées  courantes,  nous 
aurons  Téquation  de  la  courbe  (C)  partageant  le  plan  en 
régions;  lorsque  le  point  M  sera  dans  les  régions  posi- 
tives, deux  points  d'intersection  de  (P)  et  de  (Q)  seront 
réels,  dans  les  autres,  tous  les  quatre  seront  réels.  Cette 

Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  XIV  (Avril  189.5).  H 


Digitized  by 


Googlç 


(  -5o) 
courbe  du  sixième  ordre  admet  six  points  de  rebrousse- 
ment  situés  sur  les  côtés  du  triangle  et  sur  la  conique 

H-  7«a'A'«(  A'a  —  Aa')«  =  o, 

qui  admet  le  triangle  de  référence  comme  triangle  auto- 
polaire.  Les  tangentes  de  rebroussement  sont  les  trois 
côtés  du  triangle.  Parmi  ces  six  points,  quatre  seulement 
sont  toujours  réels.  Cette  courbe  (C)  est  encore  le  lieu 
des  points  M  pour  lesquels  les  coniques  (Q)  correspon- 
dantes sont  tangentes  à  (P). 

Pour  appliquer  ce  qui  précède  au  cas  particulier  de 
renoncé,  nous  reoiarquons  que  les  équations  de  (P)  et 
de  (E)  peuvent  s'écrire 

(P)  y^-^'xi{x -^  iy—ii{x  —  i)^  =  Oy 

(E)  y^-^   2(^7-4-0*-»-    2(JF — 0*=o, 

ce  qui  revient  à  supposer,  dans  les  équations  de  (Q)  et 
de  (C), 

a  =  a:  H-  t,  a  —  li,  A  =  2, 

P=j.,  a'=i,  A'=i, 

Y  =  a;  —  i,        a'  =  —  2  «\         A'  =  2  ; 

Téquation  de  (Q)  devient 

^x^—  xy{i-\-  a)-»-j/(a  —  i)-H  p=o, 
celle  de  (C) 

symétrique  par  rapport  aux  deux  axes  ;  il  n'y  a  ici  que 
deux  points  de  rebroussement  réels,  car  deux  des  côtés 
du  triangle  autopolaire  commun  aux  coniques  (P)  et 
(E)  sont  imaginaires.  Les  termes  du  sixième  degré  sont 

27J/Î  x^  =  {ix^-\-  y^y. 
Posons 
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l'équalîoii    aux    coefficients    angulaires  des    direclions 
as jmpto tiques  est  alors 

(  /n*  -h  a  )'  —  27  m*  =  o, 


(m*— i)[(m»— i)î-f-3{An«— i)-h3(m'— i)3«— 33]  =  o, 


ou 


m'  —  I  =  o, 
{m*  —  i)*-h  3o(m»—  i) —  27  =  o, 

la  seconde  équation  Gn{m^ —  i)  admettant  une  racine 
positive;  la  courbe  (C)  admet  quatre  directions  asym- 
ptotiques  réelles  et  simples.  Gomme  l'origine  est  centre 
de  la  courbe,  les  asymptotes  passent  par  ce  point.  Elle 
rencontre  l'axe  des  j-  en  deux  points  seulement,  car 
l'équation 

en  j*  admet  une  seule  racine  positive.  La  courbe  (C) 
présente  donc  la  forme  ci-dessous  et  les  régions  portant 


des  hachures  sont  celles  où  doit  se  trouver  le  point  M 
pour  qu'il  y  ait  quatre  points  réels  répondant  à  la  ques- 
tion. 
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DES  GONDITIOXS  POUR  m  L'ÉCHBLLB  DTNB  SUITB 
RÉGliRRENTB  SOIT  IRRÉDIIGTWLB; 

Par  m.  Ed.  MAILLET, 
Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées  (■). 


I. 

Dans  son  «  Mémoire  sur  les  suites  récurrentes  », 
M.  M.  d'Ocagne  énonce  le  résultat  suivant  (2)  : 

L'échelle  d'une  suite  récurrente  d'ordre  p  est  ou 
n'est  pas  réductible,  suiv^ant  que  les  équations  ^{x)  =  o 
et  ^p^\  {x)^=  o  ont  ou  n'ont  pas  de  racine  commune. 

En  reprenant  les  raisonnements  de  M.  M.  d'Ocagne, 
et  les  développant  un  peu,  on  peut  dire  aussi  : 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  pour  que 
V échelle  dhine  suite  récurrente  d'ordre  p  soit  réduc- 
tible à  une  d'ordre  p  —  q  est  que  les  équations  4>  {x)  =  o 
et  Wp_s{x)^=  o  aient  q  racines  communes.  Cette  con- 
dition est  suffisante  quand  les  racines  de  V équation 
^(x)  =  o  sont  distinctes. 

En  effet,  soit  une  suite  récurrente  satisfaisant  à  la  loi 


(*)  Le  manuscrit  de  cet  article  était  déjà  déposé  à  la  date  du 
10  décembre  1894,  date  à  laquelle  M.  Perrin  a  fait  une  Communica- 
tion à  l'Académie  des  Sciences. 

(')  Journal  de  l'École  Polytechnique;  189^,  p.  i5i.  Pour  les 
défînitions  des  polynômes  4>(ar)  et  W  (j;),  nous  renvoyons  à  ce 
Mémoire.  <!>( x)  =  o  csl  l'équation  génératrice  de  la  suite. 


Digitized  by 


Google 


(  '53) 
d*équatioii  génëralrice 
(b)  4/(ar)  =  a?'«-hDiX'«-»-+-,..-+-D,„=o.  • 

Od  voit  facilement  que  cette  suite  satisfail  k  la  loi 
ayant  pour  équation  génératrice 

(C)  'K^)(^  H-  X,  ).  .  .(ar  H-  X^)=  O, 

où  X| ,  ^2,  . . . ,  À^  sont  arbitraires. 

Une  loi  d'ordre  m  est  dite  irréductible  pour  une 
suite  donnée  satisfaisant  à  cette  loi  quand  cette  suite 
ne  satisfait  pas  à  une  loi  d'ordre  plus  petit. 

Que  la  loi  {a)  soit  irréductible  ou  non,  la  suite  sa- 
tisfait à  une  inGnité  de  lois  d'ordre  m  -k-  q{q>o)^ 
diaprés  (c),  puisque  A« ,  X2,  . . . ,  )wy  sont  arbitraires. 

Inversement,  si  une  suite  satisfait  à  deux  lois  de 
même  ordre  /r, 

{d)  Y„H-B, ¥„_,  +  ... -4- Ba.Y„_,.=:o, 

ie)  Y«-h  C,  Y«-,-t-. .  .-f-  Ga.Y„_*=  o, 

ces  lois  sont  réductibles  pour  la  suite  considérée,  car 
cette  suite  satisfait  à  la  loi  d'ordre^/: —  i  obtenue  en 
retranchant,  membre  à  membre,  (rf)  et  (e). 

Enfin,  toute  équation  génératrice  pour  la  suite  con- 
sidérée est  de  la  forme  {c)^  si  la  loi  {a)  à  laquelle  elle 
satisjait  est  irréductible  pour  celte  suite. 

En  effet,  supposons  que  la  suite  satisfasse  à  la  loi  {d)^ 
avec  A* ^ m,  puisque  la  loi  (a)  est  irréductible  pour  la 
suite. 

Si  k=m^  (d)  et  (a)  sont  identiques,  et  l'équation 
génératrice  de  (d)  est  4(a:)=o,  c'est-à-dire  de  la 
forme  (c). 

Si  h>  m^  prenons  q  =  k  —  m  :  on  peut  choisir  la 
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loi  (6')  de  façon  que  la  suite  y  satisfasse,  que  son  équa- 
tion génératrice  soit  de  la  forme  (c)  et  que  B^^Cf. 
Eu  relranchant  membre  à  membre  {d)  et  (e),  on  voit 
que  la  suite  satisfait  à  la  loi 

(/)  (B,-C0Y„_,-f-...4-(BA— C;t)Y«-^=o 

d'ordre  k  —  i .  Si  à  cette  loi  correspond  une  équation 
génératrice  de  la  forme  (c),  c'est-à-dire  ici 

on  aura 

=  x*-hG,ar*-»-f-.  .  .-hCA.-J-[(B,  — Gi)a:^-»-f-. .  .-J-(Ba.-~Ca)] 

=  4.(a:)[(2r-t-X0...(a?  +  X^)+(Bi-C0(^-+-X;)...(a:4-X;,_j)]. 

Le  dernier  membre,  étant  le  produit  de  t|;(x)  par  un  po- 
lynôme de  degré  k  où  le  coefficient  de  x*  est  l'unité,  est 
de  la  forme  (c). 

On  voit  aussi  que,  si  toute  loi  d'ordre  k  —  i  a  son  équa- 
tion génératrice  de  la  forme  (c),  il  en  est  de  même  de 
toute  loi  d'ordre  A.  Or  toute  loi  d'ordre  m  a  son  équa- 
tion génératrice  de  la  forme  (c),  d'après  ce  qu'on  a  vu; 
il  en  est  donc  de  même  de  toute  loi  d'ordre  m  -f- 1 ,  par 
suite  de  toute  loi  d'ordre  m  -j-  2,  etc. 

Ces  indications  sommaires  suffisent  pour  établir  le 
résultat  annoncé  :  si  une  suite  donnée  satisfait  à  une  loi 

(ï)  Y«-f-AiY«_i-h...-+-A;,Y«_;,=  o 

réductible,  son  équation  génératrice  $(x)=  oest  de  la 
forme  (c),  où  )w,,  X2,  . .  . ,  X^  sont  déterminés,  et  l'on 
peut  toujours  clioisir  une  loi  d'ordre  p  —  i 

(2)  Yrt-4-fli  Y,i_i-+-. .  .-f-  a,,_,  Y„_,^+t  =  o, 

de  taçon  que  son  équation  génératrice  soit  — ^— r-  =  o, 
\j  étant  une  quelconque  des  quantités  X| ,  .  .  . ,  A^. 
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On  eu  conclut  avec  les  nolations  et  les  calculs  de 
M.  M.  d'Ocagïie(«), 

Vp_t(Xy)=  Y^_,-+-Q.(Xy)Y^-,-f-...-+-Q^.,(Xy)Yo=0 

avec 

Q/(J7)  =  x'-H-  Aiar'-»-h..  .-h  A/. 

On  en  tire  d'abord  le  critérium  de  réductibilité  d'une 
loi  pour  une  suite  donnée,  indiqué  par  M.  M.  d'Ocagne. 
Mais  ce  n*est  pas  tout. 

On  voit  que  X«,  ).2,  .  . . ,  X^  sont  des  racines  com- 
munes à  4>(jr)=  o  et  V^_,(.r)=  o,  et,  par  suite,  quand 
)h,  )^2i  ••-)  X^  sont  distincts,  ces  deux  équations  au- 
ront q  racines  communes. 

Quand  certaines  des  quantités  X4,  X3,  ...,  \q  de- 
viennent égales,  on  pourra  choisir  une  loi  analogue 
à  (1),  de  même  ordre,  à  laquelle  satisfait  la  suite  consi- 
dérée, et  pour  laquelle  les  racines  V^ ,  X^ . .  . ,  A  '^  de 

— —  =  o  sont  distinctes^  mais  difièrent  d'aussi  peu  que 

Ton  veut  de  X|,  Xj,  ...,  X^,  respectivement,  puisque, 
dans  (c),  on  peut  choisir^  quantités  X  arbitrairement. 
Les  quantités  X'^,  X!,,  ...,  X'^  sont  alors  des  racines 
communes  aux  équations  4>'(jr)=  o  et  ^^_4  (^)=  o  ct>r- 
respoudant  respectivement  ici  à  4>(x)=  o  et  ^^_,(a:)=  o. 
Ces  équations  conserveront  toujours  ces  q  racines  com- 
munes quand  X'^,  X^,  . . .,  X'^  varient  et  tendent  respec- 
tivement vers  X|,  Xj,  . . . ,  X^  tout  en  restant  distinctes; 
à  la  limite,  ^{x)=i  o  et  ^p-\  (j?)=  o  auront  q  racines 
communes,  et  dès  lors  : 

Pour  que  V échelle  d'une  suite  récurrente  d' ordre p 
soit  réductible  à  une  d'ordre  p  —  q  pour  cette  suite, 

(')  X   désignant  ici  ce  que  M.  d'Ocagne  appelle  ]x. 
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il  faut  que  les  équations  ^(a:)  =  o  et  W^_,  (j:)  =  o 
aient  q  racines  communes. 

Quand  ces  deux  équations  ont  une  racine  commune  Xy, 
on  voit  immédiatement,  comme  Ta  indiqué  M.  M. 
d'Ocagne,  qu'il  existe  pour  la  suite  une  loi  analogue 

à  (2)  dont  Téquation  génératrice  est — -—l-  =0;  il  en 

résulte  que  la  loi  (i)  est  réductible  pour  la  suite. 

Supposons  que  les  deux  équations  4>(a:)  =  o  et 
^p^\  (a;)  =  o  aient  r  racines  communes  [JI4,  [Ji^,  ...,  |iir 
et  que  les  p  racines  de  <^[x)  =  o  soient  distinctes.  La 
suite  satisfaisant  à  une  loi  d'équation  génératrice 

—  o, 


d'après  ce  qu'on  a  vu  antérieurement,  __  est  divi- 
sible par  if{x).  4>(.r)  est  alors  divisible  par  if{x){x — |JLy), 
quel  que  soitjf,  par  suite  par 

^{x){x—\l{),     <Ka7)(a:— (X,),      ...,     ^(a7)(a:  —  fir), 

et  par  le  plus  petit  commun  multiple  de  ces  quantités^ 
puisque  toutes  les  racines  de  4>(a:)  =  o  sont  distinctes, 
ce  plus  petit  commun  multiple  sera 

+(^)(^  —  fxi)(x  —  fil). .  .(a:  —  fX;.); 

il  en  résulte  que  la  loi  (i)  est  réductible  pour  la  suite 
considérée  à  Tordre  p  —  r. 

Elle  ne  pourrait  d'ailleurs  être  réductible  à  un  ordre 
moindre  que  si  les  deux  équations 

4>(ar)  =  o         et         ^p-x{x)  =  o 

avaient  plus  de  r  racines  communes.  Donc  : 

Quand  V équation  génératrice  d'une  suite  récurrente 
d'ordre  /;,  ^(x)  =  o,  n'a  que  des  racines  distinctes, 
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la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  loi  cor* 
respondante  soit  réductible  à  l'ordre  p  —  q  est  que  les 
deux  équations  *  (x)  =  o  et  Wp_ ,  (x)  =  o  aient  exacte* 
ment  q  racines  communes. 

On  obtient  ainsi  le  théorème  que  nous  avons  annoncé 
au  début.  {^suivre.) 


SUR  LES  PODAIRBS  SUCCESSIVES  DUNE  COURBE  [suite  (<)]; 
Pab  m.  le  capitaine  E.  BARISIEN. 


Aire  des  anti-podaires  successives  de  la  courbe 
donnée.  —  Si  nous  désignons  sous  le  nom  A/anti- 
podaire  une  courbe  telle  que  sa  podaire  soit  la  courbe 
donnée,  nous  voyons  que  pour  construire  le  point  P_| 
de  la  première  anti-podaire,  il  suffit  de  mener  en  O  une 
droite  faisant  avec  OM  le  même  angle  que  CM  fait 
avec  OP,  et  d'élever  en  M  une  perpendiculaire  à  OM. 
Le  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  donne  le 
])oint  V_\.  Si  r_i  et  8_«  sont  les  coordonnées  polaires  de 
ce  point,  on  a 


0-.,  =  o,-e  =  V--, 

2 


et,  par  suite^ 


^Q_,  d\  r'^—rr" 


dh  rfe  r«-i-r'» 

On  a  aussi 


/' 


sinV        * 


(')  Voir  même  Tome,  p»  89. 
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Donc,   on  a  pour  la  ditrércntîelle  de  l'aîre  U_<    de   la 
première  anll-podaîre 

Généralisons  celte  formule  et  cherchons  l'aire  de 
la  ^»«'»<'  anli-podaire.  Si  9_,„  et  /'.m  sont  les  coordonnées 
du  point  correspondant  de  la  m**"**  anti-podaire,  on  a 

e,;„=ô  — m(e,— 6)  =  e  — m/v—  -j. 


D'où 


^0_,„  d\ 

=  I  —  /n  - 


De  plus, 


r_,,.  —   — 


sinV  sin"»V 

On  a  donc,  pour  Taire  U_,«, 

Rayon  de  courbure  de  la  m'*^"'^  anti-podaire,  —  En 
conduisant  le  calcul  comme  pour  le  rayon  de  courbure 
de  la  m'^"*'  podaire,  on  trouve 

En  fonction  de  l'angle  V  et  de  Rq,  on  a  aussi 

__         r        r(/n  -h  QRosinV—  //irl 
"'"~  sin'«-^iV  [mHosinV  — (/n-i)rj* 

On   en   déduit   les    formules   analogues   à   celles   de 
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M.  Husquin  de  Rhévîlle 

R     -  _^     /3RosinV-~2r\ 
'""  sin^V  \  2KosinV— r  /' 
r      /4RoMnV  — 3r\ 
"'       sin*V  V3RoslnV-2rr 


On  a  donc  aussi 

R>,R_,R.,...R_;;,= ,,,_,.„,_,>     [(m  +  i)RosinV-~mr], 

Rosin        »        V 

et,  par  suite,  pour  le  produit  des  rayons  de  courbure 
des  m  premières  podaires  et  desr  m  premières  anti- 
podaîres, 

(  Ri  Rj  R3 . . .  R,„  ) (  R_i  R-i  R_ j . . .  R_,„  ) 

r9m-¥i  sin'«-»V  [(m  -4-i)RosinV  —  mr 


[(m  -4- 1) Ro  sin  V  —  mr  1 
(m  -h  i)r  —  m  Rq  sin  vJ 


Ro 
Rectification  de  la  m"^'"^  anti-podaire. —  On  trouve 


m  —  \ 


Si  maintenant  nous  construisons  le  quatrième  som- 
metQ_4  du  rectangle  dont  les  trois  autres  sommets  sont 
les  points  O,  M  et  P_«,  et  si  nous  abaissons  la  perpen- 
diculaire OQi  sur  la  diagonale  MQ_i,  les  courbes  lieux 
des  points  tels  que  Q<  et  Q_|  seront  intéressantes  à 
étudier  au  point  de  vue  de  la  détermination  de  leurs 
aires. 

La  courbe  décrite  par  Q,  est  la  podaire  de  la  dév^e- 
loppéa  de  la  courbe  fondamentale  et  la  courbe  lieu  du 
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])oint  Q_,  est  la  podaire  de  la  développée  de  la  pre- 
mière anti'podaire. 


Cherchons  donc  les  aires  de  ces  deux  genres  de 
courbes. 

Aire  de  la  podaire  de  la  développée  de  la  courbe.  — 
Soient  p«  et  w,  les  coordonnées  du  point  Qi,  W|  Taire 
de  cette  courbe.  Alors 


Or, 


(Of  =  6| • 


En  différentiant  par  rapport  à  0  et  tenant  compte 
de  (3),  il  vient 

dto ,        rfe  I  d\        r*  -4-  2  r'«  —  rr" 


d^  "  ^0  "  *  ■^'  d^ 


/•ï  -H  /• 
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D'au  Ire  part 

pi  =  —  r  cosV  =- 


Par  suite, 

udf /re  rfe  /a  podaire  de  la  développée  de  la  {m  —  i  y^^^ 
podaire.  —  On  trouve,  en  appelant  pm  et  tom  les  coor- 
données du  point  Qm  et  Wm  l'aire  de  la  courbe  Q^, 

d\\m  __  I    ,  dw,„ 
d^     "  î  P^"    ^0   " 
Or, 

"Se   •"  "5r' 

p,«  =  —  r  cos  V  sin"»-»  V. 
Par  conséquent, 

-<^i/'e  rfe  /a  podaire  de  la  dét^eloppée  de  la  m*^"*^ 
anti'podaire.  —  Si  W.^  est  Taire  de  cette  courbe  et 
si  ù_fn  et  (u_TO  sont  les  coordonnées  du  point  Ç^^m^  on  a 


-ipî. 

dQ 

to-,,1  = 

=  e_(,rt-i] 

Maïs 
Donc 

De  plus 

_,  rcosV 

p_,.  =~  r_^„..„  COlV  -  ~  -jjj^^;p^. 
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Par  conséquent 

En  faisant  ni  =  i  dans  cette  fonnuie,  on  a 

Il  est  à  remarquer  aussi  que  l'on  a 

P-i  =  —  /-'• 

APPLICATIONS. 

Nous  allons  appliquer  ces  formules  à  des  cas  particu- 
liers et  en  déduire  quelques  résultats  intéressants. 

I.  —  Application  a  l'ellipse  et  a  ses  podaires 

DU    CENTRE. 

Si  l'on  prend  pour  équation  de  Tellipse 

a*  sin*6  h-  6*  cos*8 
on  trouve 

,  a*6'c*  sin'6  cos*6 

''    -  (a«sin*e-h6îcos2  0)3' 

''         ''^  "~        (a*sin«0-H6»cos*e)»       ' 
j        ,j  _  a»6'(q»  sin«e  -h  6*  cos«e) 
~      («*  sin«0 -h6*cos«0)3 

r*  -f-  ■;>.  r  *  —  rr  = 


(a*  sin«0  -+-  ^^cos^O)» 


^i/e  rfe  /^ï  première  podaire.  —  On  sait  que  cette 
podaire  a  pour  équation 

/•|  =  a*  cos^O,  -h  b^  sin*Oi 
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et  pour  aire 

U,=  ^(a«-f-6«). 

Néanmoins  recherchons  cette  aire  par  le  procédé  que 
nous  avons  indiqué,  aGn  de  la  généraliser  pour  la  po- 
daîre  d'ordre  m. 

L'emploi  de  la  formule  (4)  donne 

^1  _  aV6*   (a«9in«e~H6«cos«e) 

Donc,  Taire  totale  est 

_,  ,^   /"  «  (a«  sin«e  H-  6«  cos^O)  g^B 

Alin  d'intégrer  facilement,  remarquons  que,  si  Ton 
pose  pour  abréger 

a*sin«eH-6*cos«e  =  A, 
on  a  ridentité 

a«sin*6 -H  6»cos*0  =  —. j^* 

fir*-i-  6* 

Il  vient  donc 

En  posant  tangO  =  m,  on  est  ramené  à  des  intégrales 

connues  de  la  forme  J     (^r^^r^Tô^' 
On  a  ainsi 

I     r'       <f^  ^^    r*         du  ^Tzja^-hb'^) 
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On  trouve,  par  suite,  après  réduction  facile, 
U,=  -(a«-4-6«). 

Aire  de  la  m'^'"*  podaire  de  l'ellipse.  —  On  trouve 
par  l'application  de  la  formule  (7) 

U,rt  =  J^/wa*©*   /      \ — -—. -/- d^ 

J^      (a*  sin«0  -h  b'^  cos«0)'«+» 

/  N    •/•    /•' (a*sin«6-+-6»cos«e)«'"-«    ^ 

-»(m-,)««ft«jf     ^,>,i„.e.-6>cos.6r  ^- 

Ces  intégrales,  comme  pour  le  calcul  de  U|,  sont  tou- 
jours ramenables  à  des  intégrales  de  la  forme 

r*         du 

J^     {a'* u^ ^  b'' )p' 

En  posant  successivement 


on  a 


r"  rftt  I  rr 


t.3.5...(2/?  — 3)  TC 


aJ^vp-î  2.4.6. ..(2/>  — a)  a' 
On  trouve  ainsi  pour  les  quatre  premières  podaires 

(Ellipse). 
Uo=  ita6, 

Ut  =  î  (a» -H  *» )  -^       '9^^*         ,      ■'^c'-a^b*      ,      i:c^a*b^ 

a  32(a«-)-é«)      2(a»+6î)>"^2(a«-t-6«)«* 

(^  suiçre). 
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THÉORIE  GÉNÉRALE  DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  ET 
DU  PLUS  PETIT  MULTIPLE  COMMUN  DES  NOMRRES 
COMMEIVSURARLES  ('); 

Par  m.  p.  BARRIEU, 
Professeur  a  a  lycée  de  Périgucux. 


(jAs  particulier.   —  Formules   de  corrélation. 
Appliquons  le  théorème  II  aux  deux  séries  (^)  : 

rt,      6,       c,       ...,       /, 

III  I 

abc  l 

Nous  aurons 


{\\\) 


ce  qui  donne  le  théorème  suivant  : 

L»e  produit  du  plus  grand  commun  diviseur  de  n 
nombres  par  le  plus  petit  multiple  commun  de  leurs 
inverses  est  égal  à  V  unité. 

Nous  donnons  aux  formules  (III)  et  (IV)  le  nom  de 
formules  de  corrélation  parce  qu'elles  permettent  de 
passer  d'une  propriété  du  plus  grand  commun  diviseur 
à  une  propriété  correspondante  du  plus  petit  multiple 
commun,  et  réciproquement. 


(•)   Voir  même  Tome,  p.  gS. 

(•)  Il  demeure  entendu,  une  fois  pour  toutes,  que  les  lettres  a,  b. 
c,  ...   l  désignent  des  nombres  quelconques  entiers  ou  fractionnaires. 
Ann.  de  .\fathémat.,Z*  série,  t.  XIV.  (Avril  1896. )  12 
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Ces  deux  formules  peuvent  être  mises  sous  la  forme 
suivante  : 

j'"(î4'^-"*?)='D(a.6,è /)'  ("'>' 

1    D(i.i,I,...    ')  =  -^-^J j-^,  (IV)' 

d'où  il  résulte  que  : 

Le  plus  petit  multiple  commun  des  inverses  de  n 
nombres  est  égal  à  l'inverse  du  plus  grand  commun  di- 
viseur de  ces  nombres,  et  réciproquement. 

Ces  formules  sont  d'un  usage  fréquent  dans  les  trans- 
formations. 

Nous  allons  maintenant  tirer  du  théorème  II,  par 
voie  de  corollaires,  toutes  les  propriétés  essentielles  du 
plus  grand  commun  diviseur  et  du  plus  petit  multiple 
commun. 

Corollaire  I.  —  Si  Ton  multiplie,  ou  si  Ton  divise 
n  nombres  entiers  ou  fractionnaires  par  un  même 
nombre  entier  ou  fractionnaire  k^  le  plus  grand  commun 
diviseur  et  le  plus  petit  multiple  commun  de  ces  nom- 
bres sont  multipliés  ou  divisés  par  k. 

En  effet,  d'après  le  théorème  II,  les  deux  séries 

ak^    bkf    cky  . . . ,     /A-, 
III  I 

abc  l 

donnent 

D(aA:,  bk,  ...,  /A:)./n{ ->^>  ~'  *  *  ''  j)  =  ^» 
m{ak,  bk,  , . .,  Ik).  D/-»t>->*-->t)  =^> 
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d'où,  en  appliquant  les  formules  de  corrélation, 


\   D(ak,bk,.. 

• '*>D(«,  6,  c... ,/)-*• 

(  m(ak,bk,.. 

. ,  Ik).  — j-î ,-  =  k. 

d'où  enfin 

l    D(ak,bk,ek, 

...,lk)=k.D(a,b,c,...,l) 

(V 

(  m{ak,bk,ck. 

...,lk)  =  k.m(a,b,e,  ...,l) 

(VI) 

C.    Q.    F.    D. 

CoROLLAiRB  II.  —  I®  Pour  qu'un  cod i viseur  de  n 
nombres  soit  leur  plus  grand  commun  diviseur^  il  faut 
et  il  sufGt  qu'en  divisant  chacun  de  ces  nombres  par  ce 
codîviseur  les  quotients  obtenus  soient  premiers  entre 
eux. 

2®  Pour  qu'un  comultiple  de  n  nombres  soit  leur  plus 
petit  multiple  commun,  il  faut  et  il  suffît  qu'en  divisant 
ce  comultiple  par  chacun  de  ces  nombres,  les  quotients 
obtenus  soient  premiers  entre  eux. 

Soient  n  nombres  entiers  ou  fractionnaires 
a,    6,    c,     ...,     /, 
et  soient  8  et  [jl  un  codiviseur  et  un  comultiple  de  ces 
nombres. 

i^  On  a  identiquement,  d'après  le  corollaire  I, 

(I)  D(a,6,c,  ...,/)  =  8. D^|,  g'g'  •••'§)  • 

Donc  pour  que  o  soit  égal  â  D(a,  &,  c,  .  . . ,  /),  il  faut 
et  il  suffît  que  les  nombres  entiers  j-*  ~>  g>  ••  •  soient 

premiers  entre  eux.  c.   q.  f.  d. 

a*  Appliquons  le  théorème  II  aux  deux  séries 
a,      6,       c,       ...,       /, 

l*       I*       P^  t. 

abc  l 
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Nous  aurons 

(2)        m(a,  b,  c,  . . .,  O.D  ^£,  ^ ,  J,  . . . ,  ^)  =  jx. 

Donc,  pour  que  a  soîl  égal  km{ajb^Cy  . . .  ^  /),  il  faut 
et  il  suffit  que  les  nombres  entiers  ->  ^'  ->  *••>  ^ 
soient  premiers  entre  eux.  c.  q.  f.  d. 

Remarque,  —  Les  formules  (i)  et  (a)  montrent  que 
0  est  un  diviseur  de  D(a,  i,  c,  ...,/)  et  que  |Ji  est  un 
multiple  de  m(a,b,Cy  . . . ,  /).  Donc  : 

Tout  codiviseur  de  plusieurs  nombres  divise  leur 
plus  grand  commun  diviseur  ; 

Tout  comultiple  de  plusieurs  nombres  est  un  mul- 
tiple de  leur  plus  petit  multiple  commun. 

Corollaire  III.  —  i®  Le  produit  de  n  nombres  en- 
tiers ou  fractionnaires  est  égal  au  produit  du  plus 
grand  commun  diviseur  de  ces  nombres  par  le  plus 
petit  multiple  commun  des  produits  obtenus  en  combî^ 
nant  ces  nombres  n  —  i  à  n  —  i . 

2°  Le  produit  de  n  nombres  entiers  ou  fractionnaires 
est  égal  au  produit  du  plus  petit  multiple  commun  de 
ces  nombres  par  le  plus  grand  commun  diviseur  des  pro- 
duits obtenus  en  combinant  ces  nombres  n  —  i  k  n  —  i . 

Soient  a^  b^  Cj  •  • . ,  /  les  nombres  donnés,  et  P  leur 
produit. 

Le  théorème  II,  appliqué  aux  deux  séries 


donne 


ûf, 

b,      c, 

h 

p 

—  > 
a 

P       P 
b        c 

P 

m{a,b,Cy  ... 

■'Hi-ri' 

... 

D(a,6,c,  .. 

fx           p      p      p 
,  l).m  —  y  -Tf  —9   • 

^        abc 

•  •> 
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d'où  les  formules  connues 


(VII)        m(a,b,c,  ...,0  = 


/P    P    P  P\ 


(VIII)       D{a,b,c,...,s)-.  ^ 


/P    P    P  P\ 

\a    b     c  l] 

Corollaire  IV.  —  Le  produit  de  n  nombres,  entiers 
ou  fractionnaires,  est  égal  au  plus  grand  commun  divi- 
seur des  produits  obtenus  en  combinant  ces  nombres  r 
à  r,  multiplié  par  le  plus  petit  commun  multiple  des 
produits  obtenus  en  les  combinant  n  —  r  à  /i  —  /•. 

Soient  a,  6,  c,  . . . ,  /  les  71  nombres  donnés,  et  P  leur 
produit. 

Désignons  par 

(l)  11,       Tt',       1C%        ... 

les  divers  produits  obtenus   en  combinant  /*  à  /*  les 
nombres  donnés. 

Les  produits  obtenus,  en  les  combinant /i  —  r  kn  —  r, 
seront 

i   ^  P        P       P 

(a)  —9      —,t     —y      

ic  1C  Tt 

Si  maintenant  nous  appliquons  le  théorème  II  aux 
séries  (i)  et  (2),  nous  aurons 

/P    P    P         \ 

(IX)  D(ir,«',ic',  ...)./n(^-,^,^,...j  =  P. 

(X)  m(7r,  <  TT-,  ...).d(^,  |,  J,,  . . .)  =  P. 

c.    Q.    F.    D. 

Remarque  sur  les  corollaires.  —  Dans  la  démonstra- 
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tion  des  corollaires,  nous  avons  établi  directement  les 
propriétés  du  plus  grand  commun  diviseur  et  du  plus 
petit  commun  multiple.  Nous  aurions  pu,  pour  les  co- 
rollaires (I),  (III)  et  (IV),  nous  contenter  de  faire  la  dé- 
monstration pour  le  plus  grand  commun  diviseur  et  en 
déduire  la  propriété  correspondante  du  plus  petit 
commun  multiple,  au  moyen  des  formules  de  corréla- 
tion. 

Reprenons,  par  exemple,  le  corollaire  I,  et  supposons 
démontré  directement  que  si  l'on  multiplie,  ou  si  l'on 
divise,  plusieurs  nombres  par  un  même  facteur,  leur 
plus  grand  commun  diuiseur  est  multiplié,  ou  divisé^ 
par  ce  facteur. 

Appliquons  ce  théorème  aux  nombres  ->  ^*  -^  •  •  •  et 

au  facteur  7  -  Nous  aurons 
k 

d*où,  en  appliquant  les  formules  de  corrélation, 

I  I I 

k  m(a^  6,  c,  .. .)  ~"  /n(ak,  bk,  ck,  ...)' 
d'où 

k  m(a,  b^c,  . . .)  =  m{ak^  bk,  ck,  . . .), 

formule  qui  donne  la  propriété  corrélative  du  plus 
petit  commun  multiple. 

On  suivrait  la  même  marche  pour  les  corollaires  (UI) 
et  (IV). 

Cet  emploi  des  formules  de  corrélation  met  bien  en 
évidence  les  liens  qui  unissent  le  plus  grand  commun 
diviseur  au  plus  petit  commun  multiple,  et  explique  le 
parallélisme  complet  qui  existe  entre  les  propriétés  de 
ces  deux  fonctions. 
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Nous  rencantrerons  plus  loin  un  emploi  analogue  des 
mêmes  formules. 

Théorème  III.  —  Loi  de  transformation.  —  On  peut, 
sans  changer  le  plus  grand  commun  dwiseur  {ou  le 
plus  petit  commun  multiple)  de  n  nombres,  grouper 
arbitrairement  ces  nombres,  et  remplacer  ensuite  cha- 
cun des  groupes  par  le  plus  grand  commun  diuiseur 
(ou  le  plus  petit  commun  multiple)  des  nombres  qui 
le  composent  y  et  réciproquement. 

Un  même  nombre  peut  entrer  dans  plusieurs  groupes, 
et  un  ou  plusieurs  nombres  peuvent  être  laissés  en  de- 
hors  des  groupes. 

Soient  n  nombres  donnés,  entiers  ou  fractionnaires  : 
a,  b^  c,  ..  .^  l. 

Groupons  arbitrairement  ces  nombres  et  formons  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  de  chaque 
groupe.  Ainsi,  par  exemple,  soient  : 

di  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  a,  //,  g^  i  ^ 
£^3  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  a,  6, 

d,  e; 
di  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres/,  jf,  k'^ 
et  soient  c,  h,  l,  les   nombres   laissés  en  dehors  des 
groupes  ;  on  aura 

D(ay  b,c,  ...,l)  =  D(di,  rf,,  rf,,  c,  A,  l). 

En  eflFet,  soit  p  un  facteur  premier  quelconque,  et 
soit  a  l'exposant  minimum  de/?  dans  les  nombres  donnés, 
n  résulte  de  la  loi  de  formation  que  le  facteur  p  se  re- 
trouvera avec  son  exposant  minimum  a  dans  Tun  des 
plus  grands  communs  diviseurs  ^i,  ^29  ^39  ou  dans  l'un 
des  nombres  restants  c,  h,  l. 

L'exposant  minimum  de  p  sera  donc  le  même  dans 
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(a,  b^c^  . .  .^  l)  et  dans  (rf, ,  d^y  rf|,  c,  A,  /).  Par  con- 
séquent, le  facteur  p  entrera  avec  le  même  exposant 

dans 

D(a,^>,  c,  ...,/) 

et  dans 
et  l'on  aura 

(XI)  D(a,  6,  c,  ...,/)  =  D(rfi,  û?,.  rf„  c,  A,  /). 

C.    Q/  F.     D. 

On  démontrerait  de  même  que 

(XII)  /n(a,  ^,  c,  . . .,  l)  —  m{m\y  m^,  mj,  c,  A,  /). 

Exemples  : 

D(a,  ^,  c,  é/,  e)  =  D[D(a,  6),  c,  d^  e] 

=  D[D(a,6),D(a,c),rf,c] 

=  D[D(a,^c),D(rf,e)], 

m(flf,  bf  c,  rf)  =  m[m(a,  6,  c),  û?] 

=  mjm[m(a,  ô),  c],  rfj. 

Corollaire.  —  Si,  dans  une  série  dénombres  donnés, 
il  entre  en  même  temps  un  nombre  et  des  multiples  ou 
des  diviseurs  de  ce  nombre,  on  peut,  dans  la  formation 
du  plus  grand  commun  diviseur,  supprimer  tous  les 
multiples,  et,  dans  la  formation  du  plus  petit  commun 
multiple,  supprimer  tous  les  diviseurs. 

En  eifet,  soient  a,  &,  c,  . .  • ,  /  des  nombres  donnés 
entiers  ou  fractionnaires,  et  k  un  nombre  entier;  on  a 

D(rt,  aky  byC,  . ..)  =  D[D(^ï,  ak),  b^c,  . . .] 
=  D[a.D(i,A:),6,c,  ...] 
=  D(flf,  6,  c,  ...), 

puisque,  k  étant  entier,  on  a 

D(i,A:)  =  i. 
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même. 


puis. 


ni(a^  akfbfey  ...)  ~  /nf  m(a,  aX),  6,  c,  ...] 
=  /n[a./n(i,  X:),  6.  c,  . . .] 
=  m{ak,b,c,  ...), 

9^e,  A  étant  entier,  on  a 

m(i,  X)  =  X:.  {A  suivre). 


NOTK  DE  6É0MBTRIR; 

Par  m.  g.   LEINEKUGEL. 


Une  parabole  variable  a  son  foyer  au  centre  d'une 

conique  donnée^  deux  des  tangentes  communes  à  cette 

conique  et  à  l'une  des  paraboles  se  coupent  en  un  point 

9^1  décrit  une  droite  Jixe;  démontrer  que  les  deux 

outres  tangentes  communes  sont  constamment  tangentes 

^^^  cercle  fixe. 

^^  *  oii  transforme,  en  effet,  la  propriété  précédente 
P^f  polaires  réciproques,  le  centre  du  cercle  par  rapport 
anquel  on  transforme  étant  le  centre  de  la  conique,  on  a 
la  propx-,-té  suivante: 

^  <^Grcle  variable  passe  par  le  centre  d'une  conique 
'^^e  de  ses  sécantes  communes  auec  la  conique  passe 
Y  ^  ^m  point  fixe^  l'autre  sécante  commune  enveloppe 
^^  parabole  dont  le  foyer  est  à  l'origine. 

Celte  propriété  se  démontre  directement  par  des 
considérations  simples.  Je  vais  montrer  que  le  lieu  du 
rieà  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  co- 
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nique  sur  la  seconde  sécante  commune  est  une  droite. 
La  propriété  sera  par  suite  démontrée. 

Il  suffit  de  prouver  que,  sur  toute  droite  passant  par 
Torigine,  il  n'y  a  qu^un  point  du  lieu.  Nous  remarquons 
de  suite  que  Torigine,  c'est-à-dire  le  centre  de  la  conique, 
ne  peut  évidemment  pas  faire  partie  du  lieu.  Cela  posé, 
menons  une  droite  quelconque  OA  parle  centre,  la  droite 
OB  également  inclinée  sur  les  axes  et  la  droite  CD  pas- 
sant par  le  point  fixe  P  et  perpendiculaire  à  OB.  Nous 
considérons  alors  le  cercle  circonscrit  au  triangle  OCD, 
qui  coupera  la  conique  en  deux  points  E,  F  réels  ou 
imaginaires,  la  corde  qui  les  joindra  EF  sera  toujours 
réelle,  elle  est  également  inclinée  sur  les  axes  que  CD 
et  par  suite  sera  perpendiculaire  h  OA.  D'après  la  con- 
struction, on  voit  qu'à  une  droite  OA  correspond  une  et 
une  seule  droite  EF-,  le  lieu  du  point  d'intersection  de 
ces  droites  est  par  suite  une  droite.  On  voit  évidemment 
qu'elle  sera  perpendiculaire  à  OP'  qui  est  également 
inclinée  sur  les  mêmes  axes  que  OP,  car  dans  ce  cas  les 
droites  (E'F',  OF')  sont  parallèles. 

La  seconde  proposition  donne  lieu  à  la  suivante,  qui 
est  plus  générale  : 

Étant  données  une  droite  IJ,  son  pâle  O  par  rap- 
port aune  conique  (E),  ow  considère  toutes  les  coniques 
circonscrites  au  triangle  OIS  (I,  J  deux  points  de  la 
droite  fixe)  et  coupant  la  conique  (E)  en  des  points 
tels  que  tune  des  sécantes  communes  d'un  système 
passe  par  un  point  fixe  :  l'autre  sécante  commune 
enveloppe  une  conique  tangente  à  IJ. 

La  propriété  corrélative  est  la  suivante  : 

On  considère  un  triangle  dont  l 'un  des  sommets  a 
pour  polaire  par  rapport  à  une  conique  (E)  fixe  le 
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côté  opposé,  et  les  coniéfues  inscrites  dans  ce  triangle 
assujetties  à  ce  que  deux  de  leurs  tangentes  communes 
ai^ec  (E)  Je  coupent  sur  une  droite  fixe  :  le  second  om- 
bilic du  couple,  dont  Pun  d'eux  décrit  la  droite  fixe» 
décrit  une  conique. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Le  calcul  simplifié  par  les  procédés  mécaniques  et 
GRAPHIQUES,  par  M.  Maurice  d'Ocagne,  ingénieur  des 
Ponts  et  Chaussées,  répétiteur  à  TÉcole  Polytechnique. 
Paris,  Gauthier-Villars  et  fils,  1894.  Prix  :  a'%75. 

Cet  intéressant  Ouvrage  est  la  reproduction  de  trois  brillantes 
conférences  faites  par  M.  d'Ocagne  au  Conservatoire  national 
des  Arts  et  Métiers.  C'est  une  œuvre  de  vulgarisation,  mais  con- 
çue dans  un  esprit  vraiment  scientifique. 

Chacun  sait  combien  il  est  malaisé  de  rester  clair  et  précis 
dans  Texposition  d'une  question  de  iMathématiques  appliquées 
lorsqu'on  s'impose  la  condition  de  se  priver  du  secours  des 
symboles  algébriques;  il  y  a  là  une  difficulté  presque  insur- 
montable dont  M.  d'Ocagne  est  cependant  parvenu  à  triompher 
avec  un  succès  que  nous  nous  plaisons  à  reconnaître  et  à  pro- 
clamer. Le  savant  ingénieur  a  su  charmer  son  auditoire  sans 
se  départir  un  moment  de  la  rigueur  qui  convenait  à  son  sujet; 
pour  s'en  convaincre,  le  lecteur  n'a  qu'à  se  rapporter  à  l'exposé 
des  notions  fondamentales  relatives  à  l'anamorphose  et  aux 
points  isoplèthes  ;  il  constatera  le  soin  que  met  toujours  l'au- 
teur à  indiquer  le  point  où  doit  intervenir  l'Analyse  mathéma- 
tique et  les  motifs  de  cette  intervention. 

C'est,  croyons-nous,  dans  cet  Ouvrage  qu'apparaît  pour  la 
première  fois  une  classification  rationnelle  et  complète  des 
procédés  de  simplification  du  calcul.  Le  savant  auteur  range 
ces  procédés  en  deux  catégories  :  à  la  première  appartiennent 
ceux  dont  le  but  est  d'effectuer  une  ou  plusieurs  opérations  par 
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un  moyen  emprunté  au  graphique  ou  à  la  Mécanique;  à  la  se- 
conde se  rattachent  ceux  qui  ont  pour  but  de  fournir  en  bloc 
et  d'enregistrer  les  résultats  d'une  même  formule  pour  un 
grand  nombre  d'états  différents  des  données. 

Les  procédés  de  la  première  catégorie  sont  répartis  en  trois 
groupes  : 

Le  premier  groupe  concerne  les  instruments  et  les  machines 
arithmétiques  effectuant  mécaniquement  les  opérations  de 
l'Arithmétique,  les  uns  (instruments)  sans  transformation  de 
mouvement,  les  autres  (machines)  avec  transformation  de 
mouvement. 

Le  second  groupe  est  constitué  par  les  règles,  les  cercles, 
les  cylindres  et  les  hélices  à  calcul,  c'est-à-dire  par  les  instru- 
ments dits  logarithmiques. 

Enfin  au  troisième  groupe  se  rapportent  le  calcul  parle  trait, 
la  statique  graphique,  et  les  épures  de  tout  genre  remplaçant 
les  opérations  arithmétiques  par  des  constructions  géomé- 
triques. 

Les  procédés  de  la  seconde  catégorie  sont  divisés  en  deux 
groupes  : 

Au  premier  se  rapportent  les  Tablés  numériques  ou  barèmes 
accompagnés  de  l'indication  de  l'emploi  du  calcul  des  diffé- 
rences. 

Au  second  appartiennent  les  Tableaux  graphiques  ou  abaques 
dont  le  principe  parait  avoir  été  énoncé  avec  précision  pour 
la  première  fois  par  Terquem  dans  le  Mémorial  de  V Artillerie^ 
en  i83o,  et  dont  la  théorie,  perfectionnée  par  Lalanne,  puis  déve- 
loppée avec  un  remarquable  talent  par  MM.  Lallemant  et 
d'Ocagne,  constitue  aujourd'hui  un  véritable  corps  de  doctrine 
auquel  M.  d'Ocagne  a  donné  le  nom,  aujourd'hui  accepté,  de 
Nomographie  (voir  Nouvelles  Annales^  1891). 

Puisse  cette  analyse  sommaire  inspirer  à  nos  lecteurs  le  désir 
d'étudier  un  livre  à  la  fois  attrayant  et  instructif,  et  qui 
renferme,  n'oublions  pas  ce  détail  important,  la  première  des- 
cription complète  de  la  machine  si  curieuse  de  Tchébychef. 

E.  R. 
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Téquation  résultante,  mise  sous  forme  de  déterminant,  sera 

I  AB'  —  B  A'  AC — G  A'  AD-  DA'     =  o, 

!  AC— GA'     (BG'-GB')-h(AD'--DA')    BD'— DB' 
1  AD'—  DA'  BD'—  DB'  GD'  -  DC 

équation  du  douzième  degré. 

Question  1309. 

On  donne  deux  coniques  A,  B  et  un  point  S  dans  un  plan. 
Par  ce  dernier  on  tire  une  droite  quelconque  et  l'onprend 
son  pôle  a  par  rapport  à  la  conique  A.  On  joint  Sa  et 
Von  prend  son  pôle  b  par  rapport  à  B\  on  tire  Sb  et 
l'on  prend  son  pôle  ai  par  rapport  à  A,  et  ainsi  de  suite 
indéfiniment. 

Démontrer  que  : 

I*  Quatre  droites  consécutives  quelconques  des  faisceaux 
S,  a,  aiy  a^y  . . .  e^  S,  6,  6i,  6,,  . . .  ont  des  rapports  anhar- 
moniques  constants; 

a"  Donner  l'expression  d'un  de  ces  rapports; 

V  Si  ce  procédé  est  épuisé  à  la  cinquième  ligne,  en  d'au- 
tres termes,  si  Sb\  coïncide  avec  la  première  ligne  arbi- 
traire  issue  de  S,  les  quatre  tangentes  menées  par  S  aux 
deux  coniques  forment  un  faisceau  harmonique. 

G.    DE   POLIGNAG. 
SOLUTION 

Par  M.  Camille  de  Polionac. 
Soient 

e,  e'  les  points  de  contact  des  tangentes  à  la  conique  A  par  le 

point  S  ; 
/,/'  les  points  où  les  tangentes  à  B  par  S  rencontrent  ee' ; 
p  le  point  de  rencontre  de  S  6  avec  la  même  ligne.  (6,  pôle  de 

Sa,  d'après  l'énoncé,  a  et  «i  sont  situés  sur  ee'.) 

Comptons  toutes  les  distances  à  partir  de  0,  point  milieu 
de  ee',  et  posons,  pour  abréger, 

Ô^  =  ar,       Ôâ'i=xu      Ôp  =  p,       Olê  =  e,       0/  =  /,       

Désignant  par  des   parenthèses   le   rapport   anharmonique, 

3' 
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on  a 

(I) 

(«?//')=-!, 

(2) 

(paiec')=  — I. 

On  tire  de  (i) 

2                         I                         I 

ou  réduisant 

2pX-(/-H/')(x+P)+2//'=0. 

Posant 

(207  — />)  p  =  px  —  iq^j 
on  tire  de  (a) 

a;,  p  =  e«. 

Éliminant  p  entre  les  deux  dernières  équations,  il  vient 

1(237 — p)é^  ={p^ — 2g*)a7i 
ou 
pxxx  —  le^x  —  7.q^Xx-\-  pe^  =  o. 

Cette  dernière  relation  est  une  relation  homographique  entre 
deux  points  consécutifs  de  la  série  a,  ai,  a2,  ....  Donc,  le  rap- 
port anharraonique  de  quatre  quelconques  de  ces  points,  soit 
X,  Xi,  X2,  Xs,  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
conjugués 

Xi,      Xfj      Xif      374  ; 

en  d'autres  termes,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points 
consécutifs  a,  ai,  a^,  as  est  constant.  Ce  qui  démontre  la  pre- 
mière proposition  de  l'énoncé. 

Passons  à  la  troisième  : 

Écrivons  l'équation  (3)  plus  généralement 

(4)  pxx'  —  2e^x  —  2^'37'-h/?e' =  o. 

Si  la  construction  est  épuisée  à  la  cinquième  ligne,  le  point 
aj  coïncide  avec  a,  c'est-à-dire  que  Xf  =  x.  Donc,  si,  dans  (4), 
on  remplace  x  par  Xi,  on  en  tirera  x'  =  x.  Autrement 

p    iX  —  2e*a?i  — 2^*07 -f-/>c«=  o. 

Comparant  avec  (3),  on  voit  que  l'équation  (4)  exprime  l'invo- 
lution,  d'où  il  résulte  immédiatement 

c'=<7',         c'est-à-dire         e^=ff\ 
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CD  d'autres  termes,  les  quatre  tangentes  issues  de  S  forment  un 
faisceau  harmonique. 

Rapport  anharmonique  de  quatre  points  consécutifs,  — 
L'équation  (3)  peut  s'écrire  plus  généralement 

,  ,  bx  —  d 

axx\  —  €)x  —  cx\  -h  a  =  o,  57i  = 9 

ax  —  c 

ou,  introduisant  une  variable  symbolique  y^ 

i  sPt-  àx  —  dy,        aPi  =  bxx  —  dyu         ..., 
\  yi  =  ax  —  cyy         yt  =  axt—  cyu         

Le  rapport  anharmonique  à  exprimer  sera 

(xyx)(Xiyi) 

où  les  parenthèses  représentent  des  déterminants. 
On  tire  des  équations  (4) 

{xyt )  =  ax^ ^{b-h  c)xy  -^^  dy^^ 

et  Ton  en  tirerait 

{xyt)=z{xyx){b^c)y 

attendu  que  {xy^)  s'annule,  soit  dans  le  cas  ou  tous  les  points 
coïncident  x  =  xi  =  x^  =  . . . ,  soit  si  x%  =  a?,  auquel  cas  l'équa- 
tion (3)  doit  être  une  relation  d'involution  comme  il  a  été  re- 
marqué plus  haut;  en  d'autres  termes,  b  =  c. 
On  a  donc 

(^ri)  ^     I 

et  l'on  aurait  de  même 

X^)  =  -r=-o-^     (-.^.)=(*-o)(..r.). 

D'autre  part,  les  équations  (4)  donnent  directement 

{iiPxyt)  =  {ctd  —  bc){xyx), 
d'où 

(x^yz)  =  {ad—  bc){x^yt)  =  {ad  —  bcy^xyx). 

\\  s'ensuit 

{^\yz)  =  {b  —  c)(ad-'bc)(xyi)y 
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d'où 

(jr^yz)  _  arf  —  bc 
i^t^z)  ~     b  —  c' 

Par  suite,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  poiats  consécu- 
tifs est 

ad  —  bc 

c'est-à-dire 

d'après  l'équation  -(3). 
Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1319. 

Soient  A,  B,  C,  D  et  a,  6,  c,  dj  e,  /  les  aires  des  faces  et 
les  longueurs  des  arêtes  d'un  tétraèdre  donné;  V  son  vo- 
lume; M  un  point  d'une  sur/ace  du  second  ordre  circon- 
scrite à  ce  tétraèdre,  et  telle  que  le  plan  tangent  à  cette 
sur/ace  en  chacun  des  sommets  du  tétraèdre  soit  parallèle 
à  la  face  opposée;  a,  p,  y  l^s  demi-axes  de  la  surface;  «?, 
v'f  s^'j  v*^  les  volumes  des  tétraèdres  ayant  respectivement 
pour  bases  les  faces  du  tétraèdre  donné  et  pour  sommet  le 
point  M.  :  on  a  les  relations 

aî^  p«-h  Y*  =  -^(«'-^  6*H-  c»-h  ûf«-h  e»-h/»), 
aîp»H-  pïY'-+-  ï*a'  =  ^  (As-^  B«-h  C«-f-  D«), 

«*P'ï'=  W^*-  (Genty). 

SOLUTION 

Par  M.  A.  Leinekugel. 

Prenons  pour  axes  les  arêtes  DA^  DB,  DG  du  tétraèdre; 
soient  a,  b,  c  leurs  longueurs  et  dy  e,f  les  longueurs  des  trois 
autres  arêtes  BG,  AG  et  AB. 

L'équation  générale  des  surfaces  circonscrites  au  tétraèdre 
est 

Aa?«-h  A>3-H  A'^»-}-2Bj^s-f-  iB' xz ~h  iB' xy 

—  \ax  —  k.'  by  —  A'c:;  =  o. 
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(  '77  ) 
SDR  DEUX  THÉORÈMES  CLASSIQUES  DE  CINÉMATIQUE  (M; 

Par  m.  Emile  PJCARD. 


] .  Commençons  par  le  mouvement  d*un  plan  sur 
un  plan.  Nous  supposons  démontrée  l'existence  du  centre 
instantané  de  rotation,  et  nous  voulons  prouver  que  le 
mouvement  revient  au  roulement  d'une  courbe  sur  une 
autre. 

Deux  remarques  doivent  être  rappelées  avant  de  com- 
mencer la  démonstration.  En  premier  lieu,  si  les 
coordonnées  d'un  point  M  sont  des  fonctions  de  f,  et 
que  M'  désigne  la  position  du  point  au  temps  £+  Af, 
la  distance  MM'  sera  de  Tordre  de  A  ^  pour  une  valeur 
arbitraire  de  /. 

Je  rappelle  en  second  lieu  que,  si  l'on  a  un  segment 
de  droite  AB  de  longueur  variable  /,  se  déplaçant  avec 
le  temps,  et  étant  en  Â'  6'  au  temps  t  -f-  dt^  on  a  pour 
la  différentielle  dl 

dl  =  —[X\'  ces  (A'AB)-H  BB'  ces  (B'BA)], 

Cela  posé,  considérons  le  système  S  au  temps  t-^  il 
occupe  une  position  S,  et  il  y  a  un  certain  point  I  dont 
la  vitesse  est  nulle.  Je  marque  ce  point  1  sur  le  plan  fixe. 
Au  temps  ttf  S  occupe  une  autre  position  S|  ;  le  centre 
instantané  marqué  sur  le  plan  fixe  est  alors  I(.  Nous 
aurons  de  même  I2  comme  position  du  centre  instantané 

(*•)  Je  reprodais  ici  la  démonstratiou  des  deux  théorèmes  fonda- 
mentaux de  la  cinématique  des  systèmes  invariables,  telle  que  je  la 
donnai  en  1881  dans  mon  cours  de  la  Faculté  et  que  je  la  donne  main- 
tenant dans  mon  cours  de  TKcole  Centrale. 

Ann.  de  Mathémat,^Z*  série,  t.  XIV.  (Mai  i8y5.)  i3 
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pour  le  temps  Z^,  et  nous  formons  ainsi  avec  les  points 
I,  I| ,  la,  ...  une  courbe  C  qui  est  le  lieu  des  centres  in- 
stantanés sur  le  plan  fixe. 


Au  temps  t^^  le  système  S  était  en  S  i .  Marquons  alora 
sur  Si  la  position  I|  du  centre  instantané  à  cet  instant, 
et  ramenons  S  de  la  position  S|  à  la  position  S  qu'il 
occupait  au  temps  t.  Le  point  I(  vient  alors  en  I\  ;  de 
même  en  ramenant  S  de  S2  en  S,  le  point  I2  viendra  en 
Ig,  et  de  .cette  manière  nous  construisons  une  seconde 
courbe  C  lieu  des  points  I,  I', ,  l^,  . . . ,  qui  est  le  lieu 
des  centres  instantanés  dans  le  plan  mobile  quand  on 
a  ramené  ce  plan  à  la  position  S. 

Il  faut  démontrer  que  les  courbes  C  et  C  roulent 
Tune  sur  Tautre  pendant  le  mouvement,  ce  qui  revient 
évidemment  à  montrer  qu'elles  sont  tangentes  au  point 
I,  et  que,  tt  —  t  tendant  vers  zéro,  on  a 

,  .  ,.      arclli 

11  en  résultera  en  efl'et  que  les  arcs  II|,  11'^  et  pareil- 
lement les  arcs  I1I2,  I^  I^,  et  ainsi  de  suite,  difiereront 
d'une  quantité  inûniment  petite  par  rapport  à  eux- 
mêmes,  et  par  suite  sur  les  courbes  C  et  C  deux  arcs 
finis  quelconques,  comptés  à  partir  de  I  jusqu'à  deux 
points  correspondants  des  deux  courbes,  seront  égaux. 
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J'envisage  un    point   quelconque   M   du   système  S 
quand  il  occupe  la  position  S;  M  sera  en  M'  quand  S 
sera  venu  en  S|,  et  la  droite  M'I,  est  normale  en  M'  à 
la  trajectoire  de  ce  point.  On  a  d'ailleurs 

Mi;  =M'I, 

puisque,  quand  S  passe  de  S  en  Si,  M  vient  en  M'  et 
I,  en  I| .  La  différentielle  du  segment  M'I|  est  donc 
nulle,  et  l'on  a 

(2)  MM'cos(MM'I,)-+-riIiCOs(T;iiM')=o, 

égalité  qu^il  faut  bien  entendre;  d'après  son  origine 
même,  elle  est  exacte  aux  infiniment  petits  près  du 
second  ordre. 

Or  MM'  est  infiniment  petit  du  premier  ordre  et  il 
en  est  de  môme  de  cos(MM'I<  );  d'autre  part  F;  I|  a  une 
limite,  inconnue  pour  nous  actuellement,  mais  que 
nous  pouvons  supposer  n'être  pas  perpendiculaire  à  MI, 
puisque  M  est  arbitraire. 

De  là  résulte  que  cos(r^I|M')  n'est  pas  infiniment 
petit,  etTégalité  (2),  entendue  comme  nous  l'avons  dit. 
montre  que  I^I,  est  un  infiniment  petit  du  second 
ordre. 

La  démonstration  va  s'achever  maintenant  bien  aisé- 
ment. Formons  le  petit  triangle  II^  I'^.  On  aura  dans  ce 
triangle 

Or,  dans  le  second  membre,  le  second  facteur  est  le 
quotient  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre  par  un 
infiniment  petit  du  premier.  On  a  donc 

lim  sini  =  o. 

ely  par  suite,  C  et  G  sont  tangentes  en  I. 
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Le  même  triauglc  nous  donne 


égalité  qu'on  peut  écrire 

Î7îî'=(ii;-ii,)«+4n7.n[sin«i; 

d*où  se  conclut  immédiatement  que  la  différence 

Iï;-"îTt 

est  du  second  ordre,  et  la  relation  (i)  e&t  par  suite 
établie. 

2.  Nous  allons  suivre  une  marche  analogue  pour 
établir,  relativement  au  mouvement  général  d'un  solide 
invariable,  le  théorème  concernant  les  deux  surfaces 
réglées  qui  remplacent  la  base  et  la  roulette. 

Nous  supposons  démontrée  l'existence  de  Taxe  in- 
stantané de  rotation  et  de  glissement,  et  par  suite  à  un 
moment  déterminé  les  vitesses  d'un  point  quelconque 
du  système  résultent  d'une  rotation  autour  de  cet  axe 
et  d'un  glissement  le  long  du  même  axe. 

Considérons  le  système  S  au  temps  t;  il  occupe  une 
position  S  et  nous  avons  Taxe  instantané  D.  Au 
temps  f|,  S  est  venu  en  S|  et  nous  avons  l'axe  instan- 
tané D| .  Nous  formons  donc  une  première  surface  ré- 
glée lieu  des  droites  D|,  D^,  • . .,  c'est-à-dire  des  axes 
instantanés  dans  l'espace,  comme  nous  formions  tout  à 
riieure  la  courbe  C.  Pareillement,  ramenons  S  de  S« 
en  S  en  fixant  D»  dans  S|  ;  cette  droite  viendra  en  D', , 
et  nous  aurons  une  seconde  surface  lieu  des  droites  D, 
D'f,  ...  qui  est  le  lieu  des  axes  instantanés  dans  le 
système  mobile  quand  on  a  ramené  ce  système  k  la  po- 
sition S. 
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Sur  la  première  surface  traçons  une  courbe  C  ren- 
contrant D,  D|,  ...   en  I,  Ii,  ....  Dans  le  transport 
de  Di  en  D',  le  point  I|  vient  en  I,  et  nous  avons  alors 


sur  la  seconde  surface  une  courbe  C  correspondant  à  C 
et  coupant  D  au  même  point  I. 

Cela  posé,  soit  M  un  point  arbitraire  de  2!  quand  ce 
système  est  en  S  et  soit  M'  sa  position  quand  S  est 
en  S|.  On  a  manifestement 

Mi;  =  M'I,, 

et,  en  supposant  tt  =  l-]-  dl^  le  théorème  sur  la  dîflfé- 
rentielle  d'un  segment  nous  donne 

(3)  MM'cos(M'Mi;)-h  l'il,  cos(IiI',  M)  =  o. 

Le  premier  terme  représente  la  projection  de  MM' 
sur  MI,  et  à  la  limite  sur  MI,  c'esl-à-dire  le  produit  par 
dt  de  la  projection  de  la  vitesse  de  M  sur  la  direction  MI. 
Mais  la  projection  de  la  vitesse  de  M  sur  MI  se  réduit  à 
la  projection  de  la  vitesse  de  translation  Y  le  long  de  D, 
car  la  vitesse  due  à  la  rotation  est  perpendiculaire 
à  MI.  Quant  au  second  terme  de  (3),  il  représente  la 
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projection  de  l^  I^  sur  I'^  M  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
sur  la  direction  IM. 

Nous  allons  maintenant  faire  coïncider  successive- 
ment IM,  qui  est  une  direction  arbitraire,  avec  les  direc- 
tions des  axes  des  coordonnées.  Soient  a,  §,  y  les  co- 
sinus directeurs  de  la  vitesse  de  translation  V  dirigée 
suivant  D,  et,  en  désignant  par  x^j^  z  les  coordonnées 
de  I,  appelons  x  -h  dx^  y  4-  dy^  z  +  dz  les  coordon- 
nées de  I|,  et  a: -4- Sx,  ^ -h  2j%  r -h  8«  celles  de  f, . 
L'égalité  (3)  donne,  en  menant  successivement  IM  pa- 
rallèle aux  axes  des  x,  des^  et  des  z, 

i—  V  cos  %dt  -^  dx  —  S:p  =  o, 
—  yco^^di-^dy  —  ly^  o, 
—  V  cos  *{dt  -^  dz  —  §^  ==  o  ; 

le  premier  terme  est  précédé  du  signe  moins,  car  la  di- 
rection MI  est  opposée  à  la  direction  IM. 

Les  relations  (4)  donnent  les  propriétés  essentielles 
des  deux  surfaces  réglées.  On  voit  d'abord  immédiate- 
ment que  les  deux  courbes  C  et  G' ne  sonl  pas  tangentes 
en  Ij  carjon  ne  peut  avoir 

dx       dy       dz 

007        ty        <>z 

Mais  les  deux  surfaces  réglées  seront  tangentes  en  I, 
car  les  trois  directions 

dx,     dy,     dz, 

■N  'N  <> 

oar,      o^,      Ô-3, 
cosa,     cos  p.     cosY 

sont  dans  un  même  plan,  comme  le  montrent  les  rela- 
tions (4).  Ainsi,  les  deux  surfaces  réglées  considérées 
sont  tangentes  tout  le  long  de  D. 

3.   Pour  achever  d'indiquer  les  propriétés  essentielles 
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P  ^tîux  suriaces,  définissons  le  glissement  de  deux 
*^Ces.  Prenons  une  surface  fixe  S  ;  une  seconde  sur- 
lace S'  se  déplace  en  restant  constamment  en  contact 
avec  S,  le  nombre  des  points  de  contact  étant  quel- 
conque. Soit,  au  temps  £,  A  un  point  de  contact.  Re- 
gardons-le comme  appartenant  à  S';  il  occupera  alors 
au  temps  t-^-dt  la  position  A'.  La  grandeur  géomé- 
trique 

AV 
df 

s«ra  dite  le  glissement  moyen  des  deux  surfaces,  et  à 
la  limite  nous  aurons  le  glissement  des  deux  surfaces 
au  temps  /  et  au  point  A. 

^ous  allons  évaluer  le  glissement  au  point  I  de  nos 
deux  surfaces  réglées.  A  cet  efi*et,  envisageons  les  deux 
surfaces  an  temps  t  -\-  dt\  l)\  est  alors  en  D|  et  I'^  eu  I| . 
A  l'instant  t -^  dt  —  dt^  c'est-à-dire  f,  nous  avons  la 
position  dessinée  du  système.  Le  glissement  sera  le 
quotient  de  la  grandeur  géométrique  I<  l\  divisée  par 
—  dt^  et  par  suite  ses  projections  seront 

OT  —  d.r       oy  —  dy       oz  —  dz 

-^dt  '     -  dt  '   ~^dr' 

c'est-à-dire 

Vcosa,     Vcosp,     VcosY- 

Nous  pouvons  donc  énoncer  qu'e«  tous  les  points  de 
la  génératrice  commune  D,  le  glissement  des  deux 
surfaces  l'une  sur  Vautre  est  dirigé  suivant  cette  gé- 
nératrice et  est  représenté  par  la  vitesse  de  transla- 
tion V  du  mous^ement  hélicoïdal. 
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SUR  LE  THÉORÈME  DE  U  CONSERVATION  DES  AIRES; 

Par  m.  a.  de  SAINT-GERMAIN. 


Ou  sait  coaimeiit,  au  mois  de  novembre  1 894 ^  M.  Ma  - 
rey  appela  Fattention  de  TAcadémie  des  Sciences  sur 
les  conséquences  du  théorème  de  la  conservation  des 
aires  :  contrairement  à  une  opinion  exprimée  par 
Delaunay  et  tacitement  admise  par  les  géomètres , 
MM.  Guyou,  Maurice  Lévy,  Appell,  Picard  montrèrent 
que,  sans  l'intervention  de  forces  extérieures,  un  être 
animé,  un  système  déformable  peuvent  tourner  d'un 
angle  fini  autour  d'un  certain  axe,  grâce  à  des  mouve- 
ments intérieurs  à  la  suite  desquels  leurs  diverses  par- 
ties reprennent  leurs  positions  relatives  initiales.  Je  me 
propose  d'indiquer  une  disposition  qui  permet  d'établir 
ce  fait  d'une  manière  extrêmement  simple,  susceptible 
d'être  exposée  dans  les  Cours  les  plus  élémentaires; 
puis,  à  l'aide  d'un  calcul  très  facile,  j'exprimerai  la  loi 
analytique  du  mouvement  d'un  système  auquel  le  pré- 
cédent se  rattache  comme  cas  particulier  et  qui  est  tout 
à  fait  analogue  à  un  appareil  imaginé  par  M.  Lévy. 

Considérons  un  disque  horizontal,  très  mince,  parfai- 
tement mobile  dans  son  plan  et  présentant  un  centre  de 
symétrie  O  :  du  point  O  comme  centre,  décrivons  sur 
le  disque  une  circonférence  de  rayon  r  et  supposons 
2p  animaux,  de  même  masse  m,  placés  deux  à  deux  en 
des  points  diamétralement  opposés  sur  la  circonférence. 
Le  système  étant  d'abord  en  repos,  imaginons  que,  à  un 
instant  donné,  les  2p  animaux  se  mettent  à  marcher 
dans  le  même  sens  sur  la  circonférence,  de  manière  que^ 
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au  bout  du  temps  tj  chacun  (Veux  ait  parcouru  un  même 
arc,  de  longueur  a/\  Le  centre  de  gravité  O  restera 
immobile,  mais,  par  rapport  à  des  axes  fixes,  le  disque 
tournera  dans  le  sens  opposé  à  celui  du  mouvement  re- 
latif des  animaux  :  soient  0  T angle  dont  il  aura  tourné 
au  bout  du  temps  t  et  "irnk^  son  moment  d'inertie  rela- 
tivement au  point  O.  La  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  du  système  par  rapport  au  point  O 
devant  rester  constamment  nulle,  nous  aurons 

l'intégration  donne  un   résultat  presque  aussi  intuitif 
que  Téquation  dilTérentielle,  savoir  : 

imk^^  —  ipmr^(a  —  6)=  o. 

On  voit  que  9  croit  proportionnellement  à  a  :  quand 
a  sera  devenu  égal  à  air,  les  animaux  seront  revenus  à 
leurs  places  initiales  sur  le  disque;  mais  celui-ci,  sans 
l'intervention    de    forces    extérieures,   aura  tourné  de 

1  angle  t:^^^ -_. 

Le  résultat  précédent  peui  suggérer  diverses  disposi- 
tions au  moyen  desquelles  un  homme  pourrait  se  don- 
ner un  mouvement  de  rotation  sans  faire  intervenir  de 
force  extérieure  :  en  voici  une  assez  simple.  Supposons 
l'homme  debout  sur  un  sol  excessivement  poli  ou  au 
fond  d'un  baquet  rond  qui  flotte  sur  Feau;  il  porte,  en 
guise  de  ceinture,  la  moitié  inférieure  d'un  tore  coupé 
suivant  le  plan  de  son  équateur,  supposé  horizontal  : 
enfin,  dans  cette  sorte  de  gouttière,  plaçons  des  boules 
que  l'observateur,  à  Taide  de  ses  mains,  fera  rouler  dans 
le  même  sens  :  lui-même  tournera  en  sens  contraire  et 
par  le  seul  jeu  de  ses  muscles.  II  arriverait  à  un  résultat 
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analogue  en  faisant,  par  exemple,  tourner  ses  bras  dans 
le  même  sens  autour  de  sa  tête. 

Considérons  maintenant  le  système,  analogue  à  Tap- 
pareil  de  M.  Maurice  Lévy,  dont  j'ai  parlé  et  douL  Je 
mouvement  est  moins  simple  que  le  précédent.  Repre- 
nons notre  disque  et,  à  sa  surface,  traçons  deux  circon- 
férences de  rayon  r,  dont  les  centres  A,  A'  sont  symé- 
triques par  rapport  au  centre  O  du  disque,  OA,  OA' 
étant  égaux  à  a  :  aux  deux  points  des  circonférences  qui 
sont  les  plus  éloignés  du  point  O,  plaçons  deux  animaux 
M,  M'  de  même  masse  m.  Le  système  étant  d'abord  en 
repos,  les  deux  animaux  se  mettent  à  marcher  sur  leurs 
circonférences,  de  manière  que,  sur  le  disque,  les 
rayons  AM,  A' M' tournent  avec  une  vitesse  constante  cj 
dans  le  sens  opposé  à  celui  dans  lequel  on  comptera 
Tangle  0  dont  le  disque  tournera  lui-même  par  rapport 
à  des  axes  fixes  OX,  OY.  Au  bout  du  temps  «,  les  coor- 
données du  point  M,  rapporté  k  ces  axes,  sont 

X  =  acosO  -+-  r  cos(0  —  o)/),  y  =  asinO  •+■  rsîn(0  —  (o/); 

le  moment  de  sa  quantité  de  mouvement  autour  du 
point  O  sera 

pour  le  point  M',  le  moment  est  le  même.  La  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  du  système 
devant  rester  nulle,  on  trouve,  après  avoir  divisé  par  a/n. 


dt        k^  \-  rt  *  -  :-  /•-  -i-  •}.  ar  co^ojt^ 
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6  élant  nui  pour  f  =  o,  rintégration  donne 

e  =  -  wf  H — ,  arc  tang-^- —  -  tang  -cu^ 

Soit  a  le  plus  petit  arc  positif  dont  le  cosinus  est : 

quand  (ot  croit  de  zéro  à  a,  0  augmente,  pour  diminuer 
quand  tôt  ira  de  la  valeur  a  à  2.1?  —  a,  puis  augmenter 
ensuite.  Quand  (ofest  égal  a  air,  les  mobiles  M,  M'  ont 
repris  sur  le  disque  leurs  positions  initiales,  mais  le 
disque  a  tourné  de  l'angle 

r  A•^-^a^— r*  1 

I  I Tz  : 

L         /(A-s-+-a*  — r»)îH-4A:*r*J 

cet  angle  serait  insensible  si  k  était  très  grand  ou  très 
petit,  comme  l'a  indiqué  M.  Lévy  pour  son  appareil. 


LE  PROBLEME  DES  LABYRINTHES; 

Par    m.   g.  TARRY. 


Tout  labyrinthe  peut  être  parcouru  en  une  seule 
course,  en  passant  deux  fois  en  sens  contraire  par  cha- 
cune des  allées,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'en  connaître 
le  plan. 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  suflSt  d'observer  cette 
règle  unique  : 

Ne  reprendre  l* allée  initiale  qui  a  conduit  à  un  car- 
refour pour  la  première  fois  que  lorsqu^on  ne  peut  pas 
faire  autrement. 

Nous  ferons  d'abord  quelques  remarques. 

A  un  moment  quelconque,  avant  d'arriver  à  un  car- 
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refour  ou  après  Tavoir  quitté,  tout  carrefour  autre  que 
celui  du  point  de  départ  contient  nécessairement  un 
nombre  pair  d'allées  parcourues  une  seule  fois,  et  le 
nombre  de  ces  allées  suivies  dans  le  sens  de  l'arrivée  est 
égal  au  nombre  de  celles  suivies  dans  le  sens  inverse  de 
la  sortie.  Cela  est  évident,  puisque  le  nombre  des  en- 
trées est  égal  à  celui  des  sorties,  et  qu'une  allée  peut 
être  parcourue  deux  fois  au  plus  et  en  sens  contraire. 
Par  suite,  au  moment  d'une  arrivée  dans  ce  carrefour, 
le  nombre  des  allées  parcourues  une  seule  fois  et  dans 
le  sens  de  l'arrivée  surpasse  d'une  unité  le  nombre  des 
allées  parcourues  une  seule  fois  et  dans  le  sens  de  la 
sortie.  S'il  n'existe  qu'une  allée  parcourue  une  seule 
fois,  ce  ne  peut  être  que  l'allée  initiale,  et  nécessaire- 
ment toutes  les  autres  allées  ont  été  inexplorées  ou  par- 
courues deux  fois  en  sens  contraire.  On  ne  peut  donc 
être  arrêté  à  ce  carrefour,  et  l'on  sera  forcé  de  reprendre 
l'allée  initiale  dans  le  cas  seulement  où  toutes  les  autres 
allées  auront  été  parcourues  deux  fois. 

Ainsi,  en  suivant  la  règle,  on  ne  peut  être  arrêté 
qu'au  point  de  départ,  et  Ton  ne  reprend  l'allée  initiale 
d'un  carrefour  qu'après  avoir  parcouru  deux  fois  toutes 
les  autres  allées  du  carrefour. 

Considérons  maintenant  le  carrefour  du  point  de  dé- 
part. Au  moment  d'une  arrivée  à  ce  carrefour,  le  nombre 
des  allées  parcourues  une  seule  fois  et  dans  le  sens  de 
l'arrivée  est  égal  au  nombre  des  allées  parcourues  une 
seule  fois  et  dans  le  sens  de  la  sortie.  Par  conséquent, 
on  ne  peut  être  arrêté  que  s'il  n'existe  ni  allées  inex- 
plorées, ni  allées  parcourues  une  seule  fois. 

Donc,  au  moment  de  l'arrêt  forcé  au  carrefour  du  dé- 
part, toutes  les  allées  de  ce  carrefour  ont  été  parcourues 
deux  fois. 

Cela  posé,  soient  A,  B,  C,  D,  . .  • ,  Z  le  carrefour  du 


Digitized  by 


Google 


(  >89  ) 
départ  et  les  autres  carrefours,  désignés  dans  Tordre  de 
leurs  découvertes  successives  pendant  l'exploration. 

Si  Ton  a  exécuté  rigoureusement  l'application  de  la 
règle  unique,  toutes  les  allées  aboutissaut  aux  carrefours 
B,  C,  D,  . .  . ,  Z  ont  été  parcourues  nécessairement 
deux  fois  en  sens  contraires,  comme  les  allées  du  carre- 
four du  départ  Â. 

En  effet,  l'allée  initiale  AB  du  carrefour  B,  qui  abou- 
tit au  carrefour  A ,  ayant  été  parcourue  deux  fois  en 
sens  contraires,  toutes  les  allées  du  carrefour  B  ont  été 
parcourues  deux  fois  en  sens  contraires.  De  même,  toutes 
les  allées  du  carrefour  C  ont  été  parcourues  deux  fois, 
puisque  son  allée  initiale  BC  (ou  AC  si  AB  est  une  im- 
passe), qui  aboutit  sm  carrefour  B  (ou  A)  a  été  parcou- 
rue deux  fois.  Enfin,  un  carrefour  quelconque  T,  dont 
l'allée  initiale  aboutit  nécessairement  à  un  carrefour 
précédent  (ou  A,  ou  B,  . . .,  ou  S),  a  été  entièrement 
exploré,  puisque  son  allée  initiale  a  été  parcourue  deux 
fois.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Supposons  qu'eu  prenant  une  allée  pour  la  première 
fois  on  dépose  à  l'entrée  deux  marques  et  à  la  sortie  une 
ou  trois  marques,  suivant  que  cette  allée  débouche  dans 
un  carrefour  déjà  visité  ou  dans  un  carrefour  nouveau, 
et  qu'en  prenant  une  allée  où  se  trouve  une  marque  à 
l'entrée,  et  la  suivant  par  conséquent  une  seconde  fois 
en  sens  contraire,  on  se  contente  d'ajouter  une  deuxième 
marque  à  l'entrée.  A  l'arrivée  dans  un  carrefour  on 
saura  toujours  distinguer  les  allées  nouvelles  qui  n'ont 
aucune  marque,  l'allée  initiale  qui  a  trois  marques  et  les 
autres  allées  parcourues  une  seule  fois  et  dans  le  sens  de 
l'arrivée  qui  ont  une  seule  marque. 

La  règle  unique  s'énoncera  alors  sous  cette  forme  : 

En  arrivant  à  un  carrefour ,  prendre  à  volonté  une 
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allée  qui  n'a  pas  de  marque  ou  bien  une  allée  qui  a 
une  seule  marque,  et  s^ilrîen  existe  pas  prendre  Val- 
lée qui  a  trois  marques. 

En  suivant  cette  marche  pratique,  un  voyageur  perdu 
dans  un  labyrinthe  ou  dans  des  catacombes,  retrouvera 
forcément  Tentrée  avant  d'avoir  parcouru  toutes  les 
allées  et  sans  passer  plus  de  deux  fois  par  la  même 
allée. 

Ce  qui  démontre  qu'un  labyrinthe  n'est  jamais  inex- 
tricable,  et  que  le  meilleur  fil  d'Ariane  est  le  fil  du  rai- 
sonnement. 

Remarque,  —  La  règle  générale  permet  de  toujours 
rétrograder  en  arrivant  à  un  carrefour  déjà  exploré  par 
une  voie  nouvelle.  Si  Ton  s'impose  cette  obligation, 
quand  on  arrivera  à  un  carrefour  par  une  voie  antérieu- 
rement suivie,  on  ne  trouvera  qu'une  allée  parcourue 
une  seule  fois,  Tallée  initiale,  et  il  ne  sera  permis  de 
prendre  cette  allée  qu'à  défaut  de  voie  qui  n'aurait  pas 
été  parcourue.  Il  est  clair  que,  dans  ce  cas,  il  devient 
inutile  de  distinguer  par  une  marque  spéciale  le  débou- 
ché d'une  allée  initiale.  Cette  solution  particulière  a  été 
trouvée  par  M.  Trémaux  (voir  les  Récréations  mathé- 
matiques de  E.  Lucas). 


CONSTRUCTIONS  DU  CENTRE  DE  COURRURE  D'UNE  PODAIRE; 

Par  un  ancien  klëve  de  Mathématiques  spéciales. 


Le  point  fixe  que  Ton  projette  sur  les  tangentes  à  la 
courbe  donnée  {m)  est  o.  Sur  la  tangente  ;;//?,  on  a  le 
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point  p  de  la  podaire  {p).  La  projection  de  o  en  c  sur 
la  normale  en  m  à  (m)  conduit  à  la  normale  pc  à  (/;). 


Substituons  à  (m)  une  conique  ayant  pour  foyer  le 
point  o  et  pour  rayon  de  courbure  en  m  le  rayon  de 
courbure  mfji  de  (m). 

La  podaire  de  cette  conique  relative  à  son  foyer  o  est 
un  cercle  qui  n'est  autre  que  le  cercle  osculateur  de  (p). 
Le  centre  de  ce  cercle  podaire  est  celui  de  la  conique  et, 
en  vertu  d'une  construction  connue  du  centre  de  cour- 
bure d'une  conique,  on  le  détermine  ainsi  :  on  projette 
u.  en  e  sur  oni  et  l 'on  projette  ce  point  e  en  d  sur  m  [jl  : 
la  droite  od  coupe  pc  au  centre  cherché  cj. 

Passons  à  une  autre  construction  de  ce  centre  de  cour- 
bure de{p). 

On  peut  obtenir  ce  point  cj  en  construisant  rf,  au  moyen 
des  points  m^  et  |jli,  milieux  de  om  et  de  0|jl,  comme  on 
a  fait  pour  déterminer  d.  Ce  point  rf,  peut  s'obtenir 
aussi  en  projetant  |jl<  en  g  sur  m^c  et  en  projetant  ce 
point  g  en  dt  sur  mt  [Xf . 
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Élevons  cf  perpendiculairement  à  cp.  Les  triangles 
d^  |jLigf  et  ofc  sont  ho  mo  thé  tiques,  donc  la  droite  ^ix, 
contient  o).  Le  point  w  est  donc  aussi  à  la  rencontre  de 
pc  et  de  la  droite  qui  joint  f  au  point  [jl,  ,  milieu  de  o  [x. 

Cette  dernière  construction  est  celle  donnée  par 
M.  d'Ocagne,  p.  112  de  ce  Volume,  et  dont  il  deman- 
dait une  démonstration  directe. 


SUR  LES  APPLICATIONS  DES  PROPRIÉTÉS 
DE  LA  STROPHOIDE  (M; 

Par  m.  André  GAZAMIAN. 


Les  propriétés  si  intéressantes  des  points  conjugués  de 
la  strophoïde  sont  très  utiles  à  connaître  dans  Tétude 
d*un  grand  nombre  de  questions  et  servent  a  généraliser 
des  résultats  connus. 

On  trouve  la  strophoïde  comme  lieu  géométrique  dans 
plusieurs  problèmes  importants.  En  général,  les  points 
dont  on  cherche  le  lieu  se  présentent  par  groupes  de 
deux,  qui  sont  précisément  les  groupes  de  points  con- 
jugués, ce  que  l'on  reconnaît  facilement.  Il  en  est  ainsi, 
par  exemple,  dans  les  problèmes  suivants  : 

Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  des 
coniques  homofocales  par  un  point. 

Lieu  des  foyers  des  coniques  bitangentes  à  une  co- 
nique fixe  en  deux  points  fixes. 

Lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  qua- 
drilatère  circonscriplible,  etc. 


(*)  Cette  Note  est  ïc  complément  de  celle  parue  en  octobre  1893 
dans  les  Nouvelles  Annales  sous  ce  litre  :  Sur  un  lieu  géométrique 
et  ses  applications. 
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En  appliquanl;  les  propriétés  de  la  stroplioïde,  on 
pourra  alors  énoncer  immédiatement  diverses  propos! * 
tions. 

Ainsi,  puisque  Tenveloppe  des  droites  joignant  les 
groupes  de  points  conjugués  est  une  parabole  dont  la 
directrice  passe  par  le  point  double,  on  voit  que  l'enve- 
loppe des  polaires  d'un  point  relativement  à  des  coni- 
ques liomofocales,  Tenveioppe  des  axes  des  coniques 
bitangentes  à  une  conique  en  deux  points  fixes,  l'en- 
veloppe des  axes  des  coniques  inscrites  dans  un  qua- 
drilatère circonscriptible,  l'enveloppe  des  axes  des  co- 
niques tangentes  à  deux  droites  données  et  ayant  pour 
directrice  une  droite  donnée,  etc.,  sont  des  paraboles. 

Puisque  la  projection  du  point  double  sur  la  droite 
joignant  deux  points  conjugués  appartient  à  la  stro- 
phoïde,  on  voit  que  le  lieu  des  projections  d'un  point 
sur  ses  polaires  par  rapport  à  des  coniques  homofocales 
est  la  même  stropboïde  qui  est  le  lieu  des  points  de 
contact  des  tangentes,  ou,  en  d'autres  termes,  que  la  pro- 
jection d'un  point  sur  sa  polaire  par  rapport  à  une  co- 
nique est  le  point  de  contact  d'une  conique  homofocale 
tangente  h  cette  polaire.  On  voit  de  même  que  le  lieu 
des  projections  d'un  point  O  sur  les  axes  des  coniques 
bitangentes  à  une  conique  aux  points  de  contact  des 
tangentes  issues  de  O  est  la  même  strophoïde  que  le  lieu 
de  leurs  foyers,  etc. 

Puisque  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  le 
point  double  et  deux  points  conjugués  quelconques 
passe  par  un  point  fixe,  on  peut  dire  que,  si  d'un  point 
on  mène  les  tangentes  à  une  conique,  le  cercle  circon- 
scrit au  triangle  formé  par  le  point  donné  et  les  points 
de  contact,  passe  par  un  point  fixe  quand  la  conique  se 
déforme  en  gardant  les  mêmes  foyers,  etc. 

Voici  maintenant  des  théorèmes  obtenus  en  utilisant 

Ann.  de  Mathémat.y  3*  série,  t.  XIV  (Mai  iSpS).  i4 
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celte  remarquable  propriété  de  la  strophoide  :  La  droite 
joignant  un  point  quelconque  de  la  courbe  au  point 
double  est  bissectrice  de  Tangle  des  droites  joignant  le 
même  point  à  deux  points  conjugués  quelconques. 

a.  Si  d'un  point  P  on  mène  les  tangentes  k  deux 
coniques  homofocales,  les  droites  joignant  un  point  de 
contact  M  sur  une  conique  aux  points  de  contact  sur 
l'autre  ont  pour  bissectrice  la  droite  MP. 

b.  Lorsque  fteux  coniques  sont  bilan gentes,  les 
droites  joignant  un  foyer  F  de  l'une  aux  deux  foyers 
de  l'autre  ont  pour  bissectrice  la  droite  joignante  au 
point  de  concours  O  des  tangentes  communes. 

Supposons  que  les  deux  points  de  tangence  des  co- 
niques .^e  réunissent  eu  un  seul,  M;  les  deux  coniques 
sont  alors  suros<!ulatrices  au  point  M;  le  point  O  est 
aussi  venu  en  M  et  Ton  a  ce  théorème  : 

c.  Lorsqu'une  conique  S  est  surosculatrice  à  une 
conique  S  au  point  M,  la  droite  joignant  un  foyer  Y 
de  S  au  point  M  est  bissectrice  de  V angle  des  droites 
joignant  le  même  foyer  F  aux  deux  foyers  de  S. 

Par  suite,  en  appliquant  le  tbéorème  fondamenul 
qui  permet  de  reconnaître  qu'un  lieu  est  une  strophoïde  : 

Le  lieu  des  foyers  des  coniques  surosculatrices  à 
une  conique  donnée  en  un  point  donné  est  une  stro- 
phoïde ayant  ce  point  pour  point  double. 

On  pourrait  ajouter  que  Tenveloppe  des  axes  est  une 
parabole,  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par 
le  point  de  surosculation  et  deux  foyers  d'une  conique 
passe  par  un  point  fixe,  etc. 

d.  Si  Von  considère  une  conique  inscrite  dans  un 
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quadrilatère  circonscriptible,    la  droite  joignant  un 
foyer  de  cette  conique  au  centre  du  cercle  bissecte  les 
droites  joignant  le  même  foyer  aux  deux  foyers  de 
tune  quelconque  des  autres  coniques  inscrites. 

On  pourrait  multiplier  ces  exemples  d'élégantes  pro- 
positions obtenues  en  appliquant  les  propriétés  de  la 
alrophoïde.  Nous  préférons  montrer  comment  elles  per- 
metMîntde  généraliser  certains  lieux  connus. 

Ainsi,  oa  sait  que  le  lieu  des  foyers  des  coniques  bi- 
tangentes  à  une  conique  en  deux  points  fixes  est  une 
strophoïde,  mais  Iq  théorème  est  susceptible  de  plus  de 
généralité. 

Considérons  une  famille  de  coniques  komofocales  et 
un  point  O.  Menons  les  tangentes  OA,  OB  a  une  co- 
nique S  de  la  famille,  et  considérons  une  conique  quel- 
conque bitangente  à  S  aux  points  A  et  B.  On  voit  faci- 
lement que  ses  fojers  appartiennent  à  la  strophoïde, 
lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  aux 
coniques  S  par  le  point  O.  Ainsi  : 

Etant  donnée  une  famille  de  coniques  komofocales 
S,  si  par  un  point  fixe  O  on  mène  les  tangentes  à  une 
conique  quelconque  de  la  famille^  le  lieu  des  foyers 
de  toutes  les  coniques  bitangentes  à  chacune  des  coni- 
ques  S  aux  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  O 
est  la  même  strophoïde  (  '  ). 

Voici  deux  autres  exemples  de  ces  généralisations  : 
1°  Etant  donné  un  quadrilatère  circonscriptible  à 

(')  Ce  système  formé  de  coniques  bitangentes  à  des  coniques  ho- 
mofocales  aux  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  un  point 
0  du  plan  est  celui  que  l'on  obtient  en  coupant  un  système  de  qua- 
driques  homofocales  par  un  plan. 

Le  point  O  est  le  point  de  contact  de  la  quadrique  tangente  au 
plan  de  section. 
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un  cercle  y  le  lien  des  points  de  contact  des  tangentes 
(ou  des  pieds  des  normales)  menées  par  le  centre  du 
cercle  à  toutes  les  coniques  h omo focales  à  chacune  des 
coniques  inscHtes  dans  le  quadrilatère  est  la  même 
strophoïde. 

C'est  la  strophoïde  qui  est  eu  même  temps  le  lieu  des 
foyers,  etc.  (Voir  Sur  un  lieu  géométrique  et  ses  ap- 
plications.) A  tout  quadrilatère  circoiiscriptible  se 
trouve  ainsi  associée  une  strophoïde  S  qui  jouit  de  pro- 
priétés extrêmement  remarquables. 

a°  Le  b'eu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  me- 
nées par  deux,  points  fixes  à  une  série  de  cercles  con- 
centriques est  une  strophoïde  ayant  son  point  double 
au  centre  des  cercles,  et  les  deux  points  donnés  pour 
points  conjugués.  Mais  ce  lieu  peut  être  généralisé  bien 
davantage  : 

On  considère  une  famille  de  coniques  hoinofocales 
(S),  et  une  série  de  cercles  concentriques  (C)  ayant 
pour  centre  un  point  quelconque  O  du  plan.  On  mène 
les  tangentes  communes  à  un  cercle  C  et  à  une  conique 
S.  Quelle  que  soit  la  conique  de  la  famille  et  quel  que 
soit  le  cercle  de  la  série,  le  lieu  des  points  de  rencontre 
des  tangentes  communes  est  la  même  strophoïde. 

Elle  a  son  point  double  en  O  et  les  deux  foyers  des 
coniques  S  sont  deux  points  conjugués  (les  points  du 
Heu  se  partagent  d'ailleurs  en  couples  de  points  conju- 
guésy  d'où  l'énoncé  de  diverses  remarques  intéres^ 
santés). 

Rectification.  —  Dans  ma  Noie  Sur  V hyperbole  éçuilatère  et 
ses  inverses,  j'ai  dit,  par  inadvertance,  que  le  point  fixe  R  par 
lequel  passent  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  formés  par  le 
point  double  et  deux  points  conjugués  quelconques  était  le  milieu 
de  la  distance  du  point  double  au  conjugué  du  point  réel  à  Tinfini 
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(qui  est  le  foyer  singulier  de  la  stxophoîde).  C'est  le  symétrique  du 
point  double  par  rapport  au  foyer  singulier  qu'il  faut  lire.  Même 
rectification  doit  être  faite  dans  les  théorèmes  où  figure  le  point  R 
(p.  273  et  276). 


DES  CONDITIONS  POUR  OUI  L'ÉCHELLE  D'UNE  SUITE 
RÉCURRENTE  SOIT  IRRÉDUCTIDLE; 

Pas  m.  Ed.  MAILLET, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées  (■)■ 


II. 


Autre   manière  d'établir  un  critérium  pour  la   ré- 

DUCTIBILITÉ    d'une    LOI    POUR    UNE    SUITE    RÉCURRENTE 
DONNÉE. 

Supposons  que  la  loi  (1)  soit  réductible  à  la  loi  (a ), 
pour  la  suite  considérée  ;  on  aura 


(3) 


/    Yp-.i  -4-  «1  Yy,_s  -+-...  -h    ap-i  Yo    =  o, 
)        Y,,-'r- aiY,,_, -H...-^   «p-jY,    =  o, 


^ip-t- 


a,Y 


2/>— 3  - 


. -4-   a;,_l  Yy,_,   =    O, 


et,  par  suite, 


(4) 


^f)-\      Y^,_.j       ...     \o 


i,i-i 


Yj^— 2  Yly,_3 


Yp-, 


Cette  condition  est  nécessaire;  on  aurait  même  plus 


(')  Voir  même  Tome,  p.  ivia. 
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géuëraiemenl  (  '  )  : 


(5) 


I/I-l-p-1  */H-p-l 


1/1+/» 


^n-hp-l 


=  O. 


Remarquons  que  le  déterminant  (4)  est  symétrique 
par  rapport  à  la  diagonale  Yq,  •  • . ,  Y^p-i' 

Supposons  maintenant  que  la  suite  considérée  satis- 
fasse à  une  loi  d'ordre  p  —  2 

(6)  Y„-h6iY;^iH-...-h^p-,Y„_j,4-t=o. 

On  aura 

Yp-t     Yp_8      ...     Yo 


(7) 


ip-i 


Y;,-. 


Yi 


=  0, 


Yjp-4    Yjp-i     . . .     Yp_j 

d'après  ce  qui  précède. 

Considérons  le  mineur  principal  du  premier  ordre  du 
déterminant  (4) 

Yp_i        . . .     Yj.f-1      Y/_i         ...     Yo 


(8)      8,= 


Yp-f./—! 
Yp4-/ 


Yf/        Yj/-, 
Yî/-»-î    Yu 


Y/_i 
Y.4.1 


(tp-t      '  •  •     YpH_^    Yp_,./_j 
D'après  (6),  on  aura 

ôtYp_,H-...-4-6p-,Y,        ...     Y/^,      Y/_, 


;>-i 


g,  =  - 


61  Yp4.|_3  -I- . . .  -+-  6p-i  Y/        ...     Y,/        Y,/_i 
^1  Yp^i_i  -4- . . .  -^  6p_s  Y|_H,     . . .     Yj^^-t    Yji 

^1  Yip.3  -+-...-+-  ôp-i  Yp       ...     Yp+i     Yp-Hi-î 


Y/H-, 
Yp-, 


(•)  Toutes  les  lois,  la  loi  (i)  par  exemple,  donnent  lieu  à  des  re- 
lations analogues. 
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Ce  déterminanl  peut  être  décomposé  en  /;  —  2  autres 
donip —  3  sont  nuls  comme  ayant  leurs  colonnes  pro- 
portionnelles; en  sorte  que 


5/=-^/ 


Yt/-4-l 

Yp-H/- 


ip_t 

Yp+/-j 
Yp-HZ-t 

Ytp-j 


Y/^ 


1/-1 


Yf/        Yj/-, 
Yî/-n    Yj/ 

Yp+i     Yp4-/— j 


Y,-, 
Y/+I 

Yp-i 


Le  déterminant  qui  multiplie  bi  dans  le  deuxième 
membre  est  au  signe  près  un  mineur  du  premier  ordre 
du  déterminant  (4)  qui  est  compris  dans  les  mêmes 
colonnes  de  (4)  que  le  mineur  (7),  et  qui,  par  suite,  est 
nul,  d'après  un  théorème  connu,  puisque  le  détermi- 
nant (4)   est   symétrique  par  rapport  à   la  diagonale 

Il  en  résulte  qu'un  mineur  quelconque  du  premier 
ordre  de  (4)  est  nul. 

La  démonstration  aurait  pu  d'ailleurs  s'opérer  de 
même  en  partant  d'un  mineur  quelconque  du  premier 
ordre  de  (4),  directement. 

Ainsi,  quand  pour  la  suite  considérée  la  loi  (1) 
d'ordre  p  est  réductible  à  Tordre  p  —  2,  le  détermi- 
nant (4)  ^^  s^s  mineurs  du  premier  ordre  sont  nuls. 

La  propriété  est  d'ailleurs  générale  et  s'établit  par 
des  procédés  analogues. 

Supposons  que  la  loi  soit  réductible  à  Tordre  p  —  {/ 
pour  la  suite  considérée,  laquelle  satisfera  alors  à  la  loi 

(9)      Y«-i-CiY^_, -h...-4-Cp_yV«_p-Hy  =  0,        <7  >i. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  au  début,  la  suite  satisfera  à 
des  lois  d'ordre  p  —  1,  p  —  2,  ...,  /7+7-i-i;  nous 
savons  que  le  déterminant  (4)  <^^  ^^^  mineurs  du  premier 
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ordre  sont  tous  nuls  ;  admettons  qu^il  en  soit  de  tnêinc^ 
pour  tous  les  mineurs  d'ordre  S,q  —  'i  et  montrons  qu'il 
en  est  de  même  des  mineurs  d'ordre  q  —  i ,  en  remar- 
quant que  le  mineur  d'ordre  q  —  i 


Yp_ç 


i/>-7-| 


Yo 


(10) 

à  cause  (*)  de  l'existence  de  la  loi  (9  ). 

Supposons  (|u'il  j  ait  des  mineurs  d'ordre  q  — i  qui 
soient  différents  de  zéro;  parmi  ceux  d*entre  eux  qui 
sont  contenus  dans  les  mêmes  (/;  —  ^  -H  1)  lignes  arbi- 
trairement choisies  de  (4)?  de  la  forme 


(II) 


Y, 


où  Ton  suppose  que,  comme  dans  (4  ),  les  colonnes  soieDl 
ordonnées  de  façon  que  dans  chaque  ligne  les  indices 
aillent  en  décroissant,  et  que 


(12) 


r>...>Sy 


'•i>...>.fi: 


choisissons  celui  S  pour  lequel  les  indices  de  la  première 
colonne  sont  le  plus  petit  possible  :  il  suffit  d'ailleurs 
que  cette  condition  soit  remplie  pour  une  ligne  de  0,  la 
première  par  exemple,  pour  qu'elle  ait  lieu  pour  les 
autres  lignes.  Par  hypothèse  6^0-,  par  suite,  on  aura 
r  —  s^  p  —  ^,  sans  quoi,  à  cause  des  conditions  (12), 
S  serait  contenu  dans  les  mêmes  colonnes  que  (10),  ft 
serait  nul,  puisque  (4)  est  symétrique  par  rapport  à  la 
diagonale  Y©,  . . .,  Yap-a- 

La  relation  (9)  permettra  alors  de  remplacer  chaque 


{')  Il  suffit,  pour  le  voir,  d^écrire  les  équations  analogues  à  (3) 
résultant  de  la  loi  («O* 
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élémeul  de  la  première  colonne  de  S  en  fonction  linéaire 
homogène  d'éléments  d'indices  respectivement  plus 
petits  compris  dans  la  même  ligne  de  (4)<  Le  mineur  o 
sera  donc  égal  à  une  fonction  linéaire  homogène  de  dé- 
terminants mineurs  de  (4)  d'ordre  q  —  i  ;  si  dans  chacun 
de  ces  déterminants  on  ordonne  les  colonnes  de  la  même 
manière  que  pour  S,  les  indices  de  la  première  colonne 
seront  respectivement  plus  petits  que  les  indices  de  la 
première  colonne  de  8  compris  dans  les  mêmes  lignes. 
D'après  Thypolbèse  que  nous  avons  faite  sur  o,  ces  dé- 
terminants seront  tous  nuls,  et  dès  lors  il  en  sera  de 
même  de  S. 

On  ne  peut  donc  supposer  8^0. 

On  en  conclut  pour  ^  =  3  que  le  déterminant  (4)  et 
ses  mineurs  des  deux  premiers  ordres  sont  nuls;  par 
suite,  pour  ^  =  4,  le  détt^rminant  (4)  et  ses  mineurs  des 
trois  premiers  ordres  sont  nuls;  et  ainsi  de  suite.  D'où 
Ton  tire  : 

Pour  que  la  loi  (i)  d'ordre  p  soit  réductible  pour  la 
suite  considérée  à  l'ordre  p  —  q,  il  est  nécessaire  que 
le  déterminant  (^J^)  et  tous  ses  mineurs  jusqu'à  V ordre 
q  —  I  soient  tous  nuls. 

Remarquons  que  Ton  aurait  pu  raisonner  identique- 
ment de  même  sur  le  déterminant  (5)  :  il  aurait  suffi 
d'augmenter  partout  les  indices  de  la  quantité  /i. 

Remarquons  également  qu'on  pourrait  ne  pas  invoquer 
les  propriétés  des  déterminants  symétriques.  II  suffirait 
pour  cela  d'opérer  à  l'aide  des  lois  (6)  et  (9)  sur  les  élé- 
ments de  chaque  colonne  de  S/  et  8  qui  ont  dans  cette 
colonne  les  plus  forts  indices,  et  qui  sont  d'ailleurs  com- 
pris dans  une  même  ligne,  comme  nous  l'avons  fait  sur 
les  éléments  de  la  première  colonne  de  8/  et  3.  On  sup- 
poserait de  plus  que  O/  est  un  mineur  quelconque  du 
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premier  ordre.  En  répétant  au  besoin  ctate  opéralion  sur 
les  nouveaux  mineurs  obtenus,  on  finirait  par  voir  que  S/ 
et  S  sont  proportionnels  respectivement  aux  mineurs  (7) 
et  (10),  et  par  suite  nuls. 

Je  dis  maintenant  que  la  condition  nécessaire  que 
nous  venons  de  trouver  est  suffisante. 

Supposons  que  le  déterminant  (i)  et  ses  mineurs 
jusqu'à  l'ordre  r  —  i  soient  nuls,  mais  qu'un  mineur 
d'ordre  r  soit  7^  o. 

Si  l'on  pose  un  système  analogue  «  (3) 

/  aoYp_i  -^aiYp-i  H-. .  .h- a^-iYo      =0, 
/s  )  «oYp      -haiYp-i  -4- . . .  4- ap-i  Yj      =0, 

1  aoYfp-.f+-a^Yfp-^-^. .  ,-h  a^-iYp-i  =  0, 

on  sait  que  l'on  peut  y  satisfaire  par  des  valeurs  de  ^O) 
a^j  . . .,  ap_i ,  dont/?  —  r  -,  celles  qui  correspondent  aux 
colonnes  du  mineur  d'ordre  r  différent  de  zéro,  sont  dé- 
terminées en  fonction  des  r  autres  choisies  arbitraire- 
ment. 

D'ailleurs,  multiplions  les  deux  membres  de  ces 
p  équations  respectivement  par  A^,  A^_i,  ...,  A|  et 
ajoutons  membre  à  membre;  il  vient 

(AiY,p_i-+-. .  .-4- A,,Yp_i)ao^-.  •  • 
-h  ( Al  Yp_iH-. .  .-h  Ap  Yo)ay,_.i  =  o, 

ou,  d'après  (i), 

(i3)  «oYîp^i-h...H-ap_iY;,=  o. 

En  opérant  sur  les  ^  —  i  dernières  équations  (1  a)  et 
sur  (ï3)  comme  nous  venons  de  le  faire  sur  les  p  équa- 
tions (12),  puis  continuant  de  la  sorte,  on  aura  évidein- 
meut 

(i4)  aoYrt-4-aiYrt-.t-+-. . . -h  o^^j  Y^-^^i  =  o  ; 
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c'est-à-dire  que  la  suite  satisfait  à  la  loi  (i4)  où  r  des 
coefficients  convenablement  placés  sont  arbitraires. 

Dès  lors,  parmi  les  rapports  des  quantités  ^lo^  ^d  •••^ 
a^i  à  la  première  d'entre  elles  qui  ne  s'annule  pas  (et 
l'on  sait  qu'il  y  en  a),  il  y  en  aura  r  —  i  arbitraires,  et 
l'équation  génératrice  de  la  loi  ( 1 4 )  renfermera  ;*  —  i 
coefficients  arbitraires  :  on  pourra  donc  fixer  arbitraire- 
ment la  valeur  de  r— - 1  racines  de  cette  équation  géné- 
ratrice qui  est  au  plus  de  degré  p  —  i ,  et,  d'après  ce  que 
nous  avons  vu,  d'après  la  relation  (c)  en  particulier, 
l'équation  génératrice  de  la  loi  irréductible  à  laquelle 
satisfait  la  suite  est  de  degré^(p  —  i)  —  (r — ^)=^P — ^t 
ainsi  qu'on  le  montre  facilement.  La  suite  satisfait  à  une 
loi  d'ordre  p  —  r  :  elle  ne  peut  satisfaire  à  une  loi 
d'ordre  moindre,  d'après  ce  qui  précède,  puisqu'il  y  a 
un  mineur  d'ordre  r  différent  de  zéro.  Donc  (*)  : 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  la  loi  (i)  d'ordre  p  soit  réductible  à  l'ordre 
p  —  q  pour  une  suite  récurrente 

Yo,    Yj,    Yi,     .,.,    Y/,,     ..., 

satisfaisant  à  cette  loi,  est  que  le  déterminant 


(4) 


\p-\      Yp-i      ...     Yo 
\p         Yp-i      ...     Yj 


Yîp-i    Y|;,-8     . . .     \p-\ 
soit  nul  ainsi  que  tous  ses  mineurs  d  ^ ordre  ^q  —  i  • 

On  obtient  ainsi  sous  forme  explicite,  et  sans  avoir 
d'élimination  à  faire^  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 


(•)  M.  Kronccker  est  arrivé  à  ce  théorème  par  une  méthode  sem- 
blable, quoique  légèrement  différente  {Afonatsberichle  der  BerL 
Akad.,  i6  juin  1881.) 
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saules  pour  que  la  loi  (i)  soit  réductible  à  Tordre  /^  —  q 
pour  la  suite  considérée,  puisque  Ton  peut  toujours 
exprimer  Y^,  . . . ,  ¥2^.2  à  l'aide  de  Y^^i,  .  .  • ,  Yq  qui 
sout  donnés  et  des  coefficients  A|,  . .  • ,  A;,. 

En  particulier,  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  la  loi  soit  réductible  pour  la  suite  considérée, 
ou  pour  que  les  équations  ^{x)  =  o  et  Wp^%  {x)  =  o 
aient  une  racine  commune,  est  que  le  déterminant  (4) 
soit  égal  à  zéro. 

Ou  déduit  de  ce  théorème  et  de  la  Section  II  du  Mé- 
moire do  M.  M.  d'Ocagne  le  corollaire  suivant  : 

Corollaire.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  chaque  terme  général  d'une  suite  du  ^*^™« 
ordre,  quelconque,  soit  une  fonction  linéaire  homogène 
de  p  termes  généraux  consécutifs  d'une  suite  donnée  de 
même  échelle  est  que  Téchelle  considérée  soit  irréduc- 
tible pour  celte  dernière  suite. 

Cette  propriété  a  d'ailleurs  été  établie  et  utilisée  par 
M.  M.  d'Ocagne,  quand  la  suite  donnée  est  ce  qu'il  a 
appelé  la  suite  fondamentale. 

III. 

APPLICATIONS. 

1°  L'équation 

Vp_,(a?)  =  Y„-i+  Q,(:r)  Y^_,-h. .  .-h  Q;,-i(^)Yo  =  o 

est  de  la  forme 

(i5)  a7/'-»-4-aia:/'-«H-...-H  a;^-i=  0. 

On  pourra  toujours  déterminer  Y^^i,  . .  . ,  Yo  de  fa- 
çon que  a»,  . .  ,,  a^_«  aient  des  valeurs  choisies  arbi- 
trairement, ou  que  (i  5)  soit  une  équation  quelconque  de 
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degré  />  —  i ,  car  on  est  conduit  au  système 

(  Y,  =  I, 


( 


t-p-i  »o- 


A/i-t  Y|  -+-...  -H  V'^,_j  —  ^p-i , 


ou  le  déterminant  des  coeflicieuts  est  égal  à  Tunité. 

La  coudîtiou  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
équations  ^(x)  =  o  et  ^/i_i  (jc)  =  o  aient  une  racine 
commune  est  que  le  déterminant  (4)  soit  nul.  On  pourra 
donc  exprimer,  en  égalant  à  zéro  un  déterminant  ana- 
logue à  (4),  de  côté  p  —  i,  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'une  équation  de  degré  p  et  une  de 
degré  p  —  i  aient  une  racine  commune. 

Si,  en  particulier,  on  prend 

.       p I  .        P—J  A  ï 

P  ^  P  '  P 

le  polynôme  Wp_^{x)  sera^égal  à  la  dérivée  de  ^{x) 
divisée  par  p,  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
c|ue  4>(x)  =  o  ait  une  racine  double  sera  donc  que  le 
déterminant  (4)  soit  nul.  On  en  conclut  : 

THÉORÈîffE.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  V échelle  (Ai,  . . .,  A^,)  soit  irréductible  pour 
la  suite  qui  y  satisfait  et  qui  est  définie  par  les  p  va- 
leurs des  termes  initiaux  Y©,  . . .,  Yp_i  telles  que 


A^-i  Yo-h  A;,_s  Yi  H-. . .  -h  Y,,_,  =  \p  -1  —  , 


Y, 

A, 

Y,+ 

Y, 

A, 

Y, 

■+■ 

A, 

Y, 
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est  que  t  équation  génératrice 

*(a7)  =  37/»-!- Aia?/'-*H-...-f-Ap='o 

n^ait  pas  de  racine  double. 

2°  M .  M.  d'Ocagne  a  énoncé(  *  )la  propriété  suivante  : 
Les  puissances  p*«"»«»  des  nombres  entiers 

ol*,     II*,    21*,     ...,    nV-,     ... 

forment  une  suite  récurrente  qui  admet  pour  polynôme 
générateur  irréductible  (x  —  i  )l*+* . 

En  formant  pour  ces  suites  le  déterminant  analogue 
de  (5),  on  en  conclut  ridenlité 

xV-  (a:-hf)l'         ...      (ar-h  [JL-+-i)l* 

(a?-f-i)l*  (a7-+-2)l*        ...      (a?-+-jn-a> 


(rr -+-  [iH- i)l*    (a?  4- jx -h  2)1*     ...     (a? -h  2  |x  H- 2)1* 

qui  a  lieu  quel  que  soit  (x). 

Il  nous  suffira  de  signaler,  dès  lors,  que  cet  autre  théo- 
rème de  M.  M.  d'Ocagne  (2) 

Toute  fonction  algébrique  et  entière  des  termes  de 
même  rang  de  plusieurs  suites  récujTentes  engendra 
elle-même  une  suite  récurrente^ 

donnera  lieu  à  une  foule  d'identités  analogues. 

Si  f{x)  est  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  |x  +  i , 
on  aura 


f(x)                   /(^H-I)           . 
f(x-i-l)               /(a^-+-2) 

..      /(^ -h  [1  4-  l) 

..    /(a?+jx  +  2) 

..      /(a7-4-2[H-2) 

=  0, 

q 

/(a:-h[H-i)    /(a:H-ixH-2)     . 
uel  que  soit  x. 

V)  Loc.  cit, 
(•)  Loc,  cit. 
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SUR  LES  PODAIRES  SUCCESSIVES  DTNE  COURBE  [suite  (')]; 

Par  m.  le  capitaine  E.  BARISIEN. 

Rayon  de  courbure  de  la  première  podaire.  —  On 
trouve  sans  difficulté,  en  faisant  m  =  i  dans  la  for- 
mule (i  i)  et  tenant  compte  des  valeurs  de  r,  /■',  r^^ 

a»  6» 


l/a»  sin«0  -h  6«  cos»e  [ a*(3Ô«—  a»)  sin*0  -+-  6«(2a«—  6«)  cos^O] 

L  examen  du  dénominateur  montre  que  R|  ne  peut 
devenir  infini  que  si 

auquel  cas  la  podaire  a  des  points  d'inflexion.  Dans  ce 
cas,  il  est  inutile  de  chercher  la  longueur  de  la  déve- 
loppée de  la  première  podaire,  puisqu'elle  a  des  branches 
infinies.  Mais,  lorsque 

on  a  pour  la  longueur  S|  de  la  développée  de  la  pre- 
mière podaire 

Rayon  de  courbure  de  la  m'^'"*  podaire,  —  On  a 
de  même 

-,  -  (a«sîn*e-h6«cos«0)    »"" 

^'n^ab ■;;^ 

(a*sin«ô  -+-  6*cos*e)   * 


X 


[a*sin«0  -*-  6*  cos'O -h  mc«(6«  cos^Q —  a*  sin«0)    1 
a*sin«e-i-6kco5*0-h(/w-hi)c>(6«cos*6  — a»sin*0)J' 


{»)  Voir  même  Tome,  p.  167, 
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Et  si 

a  >  c  v^m  -f- 1 , 

la  développée  de  la  //i"'""  podaire  est  une  courbe  fermée 
d'aire  S  m 

Pour  rn  =  o,  on  retrouve  bien  la  longueur  de  la  déve- 
loppée de  la  couibe 


So  = 


aO 


Aire  de  la  première  and-podciire  de  l'ellipse,  —  La 
formule  (i3)  donne 

^        (aasiii«e-+-^*cos«e)»' 
Donc 


^^       (rt*sin»0-H6îcos*0;5 


Ces  intégrations  s'effectuent  facilement,  comme  dans 
le  cas  des  podaires,  et  l'on  trouve 


■KC 


Donc! 


L'aire  de  la  première  anti-podaire  du  centre  de 
l^ ellipse  est  égale  à  l'aire  de  l'ellipse  diminuée  du 
tiers  de  l'aire  de  la  développée  de  l'ellipse. 
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Ai 9^^^   de  la  /««'^«^  anti-podaire  de  l'ellipse,  —  On 
obûei.^c  par  la  formule  (i4) 


^  t/o     (a*sin«6-+-6«cos*6)*"»-»-î 

""^'"^       J^     (a»sin«e-h-^>»cos*6)«"»-^» 

Hayon  de  courbure  de  la  première  anti-podaire. 
On  a  par  la  formule  (i  5) 


(a'sin«6-h6«cos>Ô)« 

X  [a»(2a*—  ^^î)  sin«Ô  -+-  6«(9.6«— a«)  cos>e]. 

"-<  ^*est  jamais  infini,  quel  que  soît  le  rapport  de  a 
à  b. 

La    développée  de  la  première  anti-podaire  est  donc 
toujoixrs  une  courbe  fermée  qui  a  pour  longueur 

^->  ==  L[R_,f=l=  -A_[6»(aa»-Aî)— a»(26»-a*)]. 

'^^J^Ckn  de  courbure  de  la  m'**'"*^  anti-podaire. —  On 
*  ^«  »^^ênie 

a» 

[a*  siQ*6H-6*  cos«6— (m  — i)c«(6«  cos«6  — a«  sin»6)' 

,  ^^loppée  de  la  w'*"*  anti-podaire  n^aura  pas  de 

^^«s  infinies  et  sa  longueur  S«m  sera 

^       __  4^^  —  b)\m^c^-^  ah(n^-^  ab -^  b'^}] 
*     </e  Mathémat.,  3*  série,  l.  XIV.  (Mai  iSqS.)  10 


<a»sin*e-hô*cos«e)     « 
^     ,      rt*  sin«6-i-^>*ros«ô  —  mc*<'ô«  ro^«6  —  a»  8in«6) 
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Aire  de  la  podaire  de  la  développée  de  l'ellipse. — 
La  formule  (17)  donne 

w  =     *fc*  *  r* sin«ecos«erfe 

^^       ^  Jg     («'  sin*Ô  -4-  6*  cos»e)(a*  sin«0  -h  A*  cos«e)* 

La  comparaison  des  aires  U|  el  W4  donne  lieu  à  la  rela- 
tion suivante  : 

c'est-à-dire  que  la  diflerence  des  aires  de  la  première 
podaire  de  Tellipse  et  de  la  podaire  de  la  développée 
de  Uellipse  est  égale  à  Taire  de  l'ellipse. 

Aire  de  la  podaire  de  la  développée  de  la  {m  —  i)'^*"*^ 
podaire. — On  trouve  par  application  de  la  formule  (18) 


,,,    ,  /•*sin«Ocos»e(a»sin*0-»- 6ïco8«0)ï'»-»rfe 

X    .!.•   .   r' sin»ecos«e(a*sin«0-+- 6»cos*8)«"«-»rfO 

—  i(ni—i)a^b^c^  I       ; — ,    .   ,^ r- — 

^  ^  Jq  (a*sin«8-h6*cos«0)'« 

En  posant  tangO  =  {£,  on  eifectuerait  ces  intégrales 
comme  poUr  les  aires  des  podaii-es  et  anti-podaires,  en 
les  ramenant  aux  intégrales  connues  de  la  forme 


Aire  de  la  podaire  de  la  développée  de  la  /n'^"**  an- 
ti-podaire  de  l'ellipse.  —  La  formule  (19)  donne 

je 
...   ,   r*  sin«ecosîO(a*sin«eH-6*cos«e)'«-> 

/  .1^.   .   /•'  sin»ecos»e(a*sin2e-i-6«cos>e)«-*rfQ 

—  2(/7? — i)a*o*c*  f      ^ - • 

^  •  J^  (a«  sin»e  -f-  b^  cos*e  >««•+» 
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Eli  particulier,  pour  m  =  i ,  ou  a 

»-,-2a  6  c  j^     (^,sin«e-+-6»cos«e)'  ~  Sab' 

En  coraparant  U_i  etW_i,  on  a  la  relation 

U-,-hW_i  =  Tca6. 

Donc  Vaire  de  la  première  anti-podaire  de  V ellipse 
augmentée  de  l'aire  de  la  podaire  de  la  développée 
de  cette  anti-podaire  est  égale  à  Vaire  de  V ellipse. 

Nous  avons  donc  aussi  pour  Tellipsc 

De  quelques  autres  propriétés  des  podaires  de 
l'ellipse.  —  Voici  d'autres  propriétés  sur  les  podaires 
d'ellipse  qui  sont  faciles  à  démontrer  et  qu'il  suffit  de 
signaler  : 

i"  L'aire  de  la  podaire  d'un  point  (a,  ^)  du  plan  d'une 
ellipse  est 

2"  L'aire  du  lieu  des  projections  du  point  (a,  p)  sur 
les  normales  à  l'ellipse  a  pour  expression 

3*  Comme  conséquence  des  deux  premières  proposi- 
tions, on  a 

iM  —  A  =  -  (a*-+-  6*—  ^ab)—  const., 

quel  que  soit  le  point  (a,  ^); 

4°  La  somme  des  aires  des  podaires  des  quatre  som- 
mets d'une  ellipse  est  égale  à  six  fois  Taire  de  la  podaire 
du  centre. 
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II.  —  Application   a.  la  parabole  et  a  ses  podaires 

DU    SOMMET. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  Téquatton  de  la  para- 
bole étant 

celle  de  sa  première  podaire  du  sommet  est 

2  3?'^ 


C'est  l'équation  d'une  cissoïde  de  Diodes  ayant  pour 
asymptote  la  directrice  de  la  parabole.  Cette  cissoïde  est 
en  même  temps  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques de  la  parabole. 

Si  Ton  prend  le  sommet  de  la  parabole  pour  pôle  et 
pour  axe  polaire  l'axe  de  la  parabole,  cette  parabole  a 
pour  équation 


r  =  2p 


cosO 


L'aire  de  la  cissoïde   comprise  entre  la  courbe  et  son 

asymptote  est  finie  et  a  pour  expression  — ~  - 

La  seconde  podaire  du  sommet  de  la  parabole  ou  pre- 
mière podaire  de  la  cissoïde  est  une  courbe  fermée  ayant 
pour  aire 

-'.^ -;-(!)■• 

On  trouve  aussi  pour  la  troisième  podaire  de  la  parabole 
ou  deuxième  de  la  cissoïde 


«•"M^y- 
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Ces  aires  deviennent  de  plus  en  plus  petites  et  tendent 
à  se  rapprocher  de  zéro. 

Première  anti-podaire  de  la  parabole» —  Cherchons 
directement  Téquation  de  cette  anti-podaire  qui  est  une 
courbe  à  branches  infinies  et  dont  l'aire  ne  présente  au- 
cun intérêt. 

M  étant  un  point  de  la  parabole  et  O  son  sommet,  il 
suffit  de  chercher  l'enveloppe  de  la  droite  perpendicu- 
laire en  M  à  MO  pour  avoir  Téquation  de  T anti-podaire. 

Si  y  est  l'ordonnée  du  point  M,  l'équation  de  la  per- 
pendiculaire en  M  à  MO  est 

•^  ip\  ipj 

Celle  équation  ordonnée  par  rapport  à  y  peut  s*écrire 

Si  nous  exprimons  que  cette  équation  en  ^  a  une  racine 
double,  nous  avons  immédiatement  pour  l'équation  de 
Tenveloppe 

y,^2(X-2^)3    • 
27/? 

C'est  une  courbe  de  forme  analogue  à  la  développée  de 
la  parabole. 

Les  autres  courbes  anti-podaires  de  la  parabole  ou 
podaires  de  développées  n'offrent  rien  d'intéressant. 

(A  suivre.) 
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THÉORIE  GÉNÉRALE  D«  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  ET 
DU  PLUS  PETIT  MULTIPLE  COMMUN  DES  NOMBRES 
COMMENSURABLES  V); 

Par  m.  p.  BARRIEU, 

Professeur  au  lycée  de  Périgueux. 


APPLICATIONS.     PRODUITS.     ÉLÉVATIONS     AUX     PUISSANCES. 
TRANSFORMATIONS. 

Produits.  —  Pour  simplifier  le  langage,  au  lieu  de 
dire  que  D(^z,  b^  c^  . . .)  est  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  nombres  ^z,  &,  c, ...,  nous  dirons  qu^il  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  Texprcssion  (a,  &,  c,  • . .).  De 
même,  pour  le  plus  petit  commun  multiple. 

Nous  appellerons  produit  de  deux  expressions 

(a,  ô,  c,  ...)x(a',  6',  c',  ...), 

le  résultat  obtenu  en  eil'ectuant  la  multiplicalion  comme 
si  les  virgules  étaient  des  signes  +,  mais  sans  effectuer 
la  réduction  des  termes  semblables.   Ainsi 

(a^  b)  X  {c,  d)  =  {ac,  bc,  ad,  bd), 
{a,b)  X  (a,  b)  =  (a',  ab,  ab,  b^). 

Dans  ces  conditions,  nous  aurons  le  théorème  sui- 
vant : 

Le  produit  des  plus  grands  communs  diviseurs  (ou 
des  plus  petits  communs  multiples)  de  deux  expressions 
est  égal  au  plus  grand  commun  dii^iseur  (ou  au  plus 
petit  commun  multiple)  du  produit  de  ces  deux  ex- 
pressions. 


(')   Voir  même  tome,  p.  9'). 
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Eu  effet,  on  a  successivement 

D(a,  b,  c)  D(a',  b')  =  D[a  D(a',  b'),  b  D(a',  6'),  c  D(a',  6')] 
=  D[D(aa',  66'),  D(6a',  66'),  D(ca',  c6')] 
=  D(aa',  66',  ba',  bb\  ca\  cb') 
=  D[(a,6,c)(a',6')]. 

c.    Q.    F.    D. 

On  aurait  de  même 

m(a,  6,  c)  m(a\  b')  =  m  [(a,  6,  c)(a',  6')]. 

Le  théorème,  démontré  pour  deux  facteurs,  s'étend, 
par  le  procédé  ordinaire,  à  un  nombre  quelconque  de 
facteurs. 

Elévation  aux  puissances.  —  Nous  désignerons  par 

D«(a,  6,  c,  ...),     m''{a,b,c,  ...) 

les  n^^'^^  puissances  du  plus  grand  commun  diviseur  et 
du  plus  petit  commun  multiple  des  nombres  a,  i,  c,  .... 
Si  Ton  élève  plusieurs  nombres  à  la  même  puissance, 
tous  leurs  facteurs  premiers  sont  élevés  à  cette  puis- 
sance, donc  leur  plus  grand  commun  diviseur  et  leur 
plus  petit  commun  multiple  sont  aussi  élevés  à  cette 
même  puissance,  et  Ton  a 

(Xril)  D«(a,  6,  c,  . . .)  =  I>(«'S  ^"ï  c«,  . . .), 

(XIV)  m«(a,  6,  c,  . . .)  =  m(a«,  6«,  c«,  . .  .)• 

D'après  ce  théorème,  on  a 

D8(a,  6)  =  D(a8,  63). 

Mais,  d'après  le  théorème  sur  les  produits,  on  a 

D3(a,6)  =  D[(a,6)3] 

=  D(a»,  «26,  a62,  63). 
On  a  donc 

D(a3,  63)  =  D(a3,  a^b,  ab^,  63). 
Ce  qui  montre  que,  dans  le  développement  de  (a,  A)', 
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les  termes  a^bei  ab^  peuvent  être  négligés  en  présence 
des  termes  a',  i'. 

D^une  façon  générale,  dans  le  développement  de 
(«,&)"  tous  les  autres  termes  peuvent  être  négligés  en 
présence  de  a'',  A"  qui  doivent  seuls  rester. 

On  peut  se  rendre  compte  de  ce  fait  par  la  considéra- 
tion des  facteurs  premiers,  en  observant  que  le  déve- 
loppement de  (fl,  i,  c,  - .  .)"  est  une  fonction  entière  et 
homogène  du  degré  n. 

Transformations,  —  Nous  allons  donner  un  exemple 
des  transformations  que  Ton  peut  opérer  à  Taide  du 
théorème  III. 

Exemple  :  Transformer  le  produit 

D(a,6)Dra,c)D(6,  c). 

En  désignant  ce  produit  par  P^,  on  a  successivement 

P,=  D(a,6)D(a,c)D(6,c) 

—  D(a*6,  a6',  abcj  b^Cy  a^c,  abCj  ac*,  bc^) 

=  D(a*6,  ab*,  abc,  b^c,  a^c^  abc,  ac*,  bc^,  abc) 

=  D[D(a»6,  aô^aôc),  D(a^c,ac^,  abc),  D(6»c,  6c«,a6c)l 

=  D[ab  D(a,  6,  c),  ac  D(a,  6,  c),  bc  D(a,  6,  c)] 

=  D(a,  b,  c)  D{ab,  ac,  bc). 

Mais  le  corollaire  III  du  théorème  II  donne 

w(a,  b,  c)  D{abf  ac,  bc)  =  abc. 

On  a  donc 

_  abc  D(rt,  b,  c) 
*  m{a,  b,  C) 

De  celte  formule,  on  lire 

abc  D(a,  6,  c) 


m(a,  b,  c)  = 


Dia,b)i)(a,c)D{byC) 


formule  qui  répond  à  un  cas  particulier  d'un  théorème 
plus  générai  que  nous  allons  démontrer  tout  à  Theure. 
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Les  propriétés  du  plus  petit  commun  multiple  étant 
les  mêmes  que  celles  du  plus  grand  commun  diviseur, 
les  égalités  précédentes  subsisteront  si  Ton  y  permute 
les  signes  D  et  m.  On  a  donc 

Txy       ,      V  abc  m(a,b,c) 


//i(a,  b)  m{a,  c)jn{b^  c) 

Cet  exemple  suflira  ici-,  nous  donnerons  à  la  fin  de 
rette  étude  quelques  exercices  que  le  lecteur  pourra  ré- 
soudre. 

II. 

Définitions  et  notations  nouvelles,  —  i  ®  Nous  appelle- 
rons produit  alterné  de  n  fadeurs  un  produit  de  la 
forme 

A,  X  A^t  X  A3X  Av»  X. .  .X  A'-*'""'. 

2°  Suivant  Tusage  adopté,  nous  désignerons  parPr  le 
produit  des  plus  grands  communs  diviseurs  des  groupes 
formés  en  combinant  r  à  /•  les  n  nombres  donnés  a,  i, 
c,  . . .,  /.  D'après  cette  notalion,  on  a 

Pj=  D(a,  6)D(a,c)...D(Â% /). 

Pj  =  D(a,  b,  c)  D(a,  6,  d). .  .D(  A,  k,  l), 

€t  ainsi  de  suite  jusqu'à  P,|=  D(a,  i,  c,  ...  /). 

Il  y  aurait  pour  P<  une  exception  que  nous  lèverons 
en  convenant  de  dire  que  le  plus  grand  commun  diviseur 
d'un  nombre  est  ce  nombre  lui-môme,  de  telle  sorte  qu« 
l'on  aura  :  D  (a)  =  a.  Il  y  a  là  une  extension  de  sens 
analogue  à  celle  que  Ton  a  introduite  quand  on  a  dit 
que  la  première  puissance  d'un  nombre  est  ce  nombre 
lui-même. 

Avec  celte  convention,  on  aura 

P,==  D(a)D{^>)D(r)...D(/)  =  a6c.../  =  P. 
Ëleudant  les  mêmes  conventions  au  plus  petit  commun 
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multiple,  nous  désignerons  par  P^  le  produit  des  plus 
petits  couimuns  multiples  des  groupes  formés  en  com- 
binant r  hr  les  nombres  donnés. 

3°  Nous  conviendrons  de  désigner  par  les  notations 

D(nA        m{Ur) 

le  plus  grand  commun  diviseur  et  le  plus  petit  commun 
multiple  des  divers  produits  que  Ton  obtient  en  com- 
binant r  à  r  les  n  nombres  donnés. 
D'après  cette  notation,  on  a 

D(7r,)  =  D(a,^,c,  ...,/), 
D(r.i)  =  D(rt6,  ac,  ...,X7), 
D(7r3)=  D(abc,abd,  ...,  AA7), 

et  ainsi  de  suite. 

De  même  pour  le  plus  petit  commun  multiple. 

Théobème  IV.  —  Etant  donnés  n  nombres  entiers 
ou  fractionnaires  n^  b,  c,  . ,  .^  f^  on  a 

(XV)  m(a,6,c,  ...,/^  =  P»Pî»  P,P-,«  ...Plr*'""', 

(XVI)       D(a,  ô,  r^,  ...,/)  =  p;  p'r'  Pi p'r« . .  .pr-"^'. 

i"  Proposons-nous  de  démontrer  la  formule  (XV), 
dans  laquelle  le  second  membre  est  le  produit  alterné 
des  plus  grands  communs  diviseurs  des  groupes  formés 
en  combinant  successivement  i  à  i ,  2  à  2,  .  . . ,  ^2  à  /z, 
les  nombres  donnés. 

Considérons  nu  facteur  premier  quelconque  p  arbi- 
trairement choisi,  et  désignons  par 

les  nombres  donnés  disposés  dans  un  ordre  tel  que  les 
exposants 

3ti.     «î^     «3  7     •..,     «/,     «1-4-1,     •..♦     a*!» 
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dont  le  facteur  p  est  affecté  dans  ces  nombres,  se  trou- 
vent rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante» 

Cela  fait,  cherchons  d'abord  rex()Osant  e,  dont  le 
facteur  p  est  affecté  dans  le  produit  alterné  des  plus 
grands  communs  diviseurs  des  groupes  qui  commencent 
par  ai. 

Pour  cela,  remarquons  que  les  plus  grands  communs 
diviseurs  des  groupes  qui  commencent  par  ai  renferment 
tous  le  facteur  premier  p  avec  V exposant  minimum  a/; 
de  telle  sorte  que  la  question  se  trouve  ramenée  à 
chercher  combien  il  y  a  de  groupes  commençant  par  ai 
dans  chacun  des  facteurs  P, ,  P^,  P3,  . . .,  P^. 

Or,  dans  P^  où  tous  les  groupes  sont  composés  de  r 
termes,  le  nombre  des  groupes  commençant  par  ai  est 
évidemment  égal  au  nombre  des  combinaisons  que  Ton 
peut  former  en  prenant  r —  i  à  r —  i  les  /i  —  /  nombres 
qui  suivent  a/,  c'est-à-dire  égal  à  i7~_\ . 

Ainsi  donc,  le  nombre  des  groupes  qui  commencent 
par  ai  est 


1 

dans 

p., 

c;,-/ 

u 

p.. 

cj , 

w 

Pj, 

CSij 

» 

•  •  1 

p«-/+i 

0 

1» 

p«-/+j 

•••••• 

L'exposant  de  p  dans  le  produit  alterné  des  plus 
grands  communs  diviseurs  des  groupes  qui  commencent 
para,  est -donc  : 

(I)     •    r/=««(i-Gi_,-+-CJ./~-GJ_,H-...±CSi}). 

Mais,  pour  avoir  Texposant  c  du  facteur  p  dans  le  pro- 
duit altrnië  P.  P"*  P,  P;'. . .  Pir^"",  il  sufiit  de  faire  la 
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somme  des  valeurs  que  prend  e/  quand  on  attribue  suc- 
cessivement à  i  les  valeurs  i ,  2,  3,  . . .,  n ;  on  a  donc 

(2)  «=2^/. 

1=1 

Or,  dans  Pégalité  (i),  le  coefficient  de  a,  est  la  somme 
alternée  des  coefficients  du  binôme  et  Ton  sait  que  cette 
somme  est  toujours  nulle. 

Le  coefficient  de  a,  dans  Tégalité  (i)  est  donc  nul 
quand  on  attribue  à  i  les  valeurs  i,  2,  3,  ...,/t —  i, 
tandis  que  ce  coefficient  prend  la  valeur  1  pour  i  =  n. 
On  a  donc 


-h..  .H-oart-,-Hia,, 


N  g,  =  o  ai  -h  o  aj  -H  o  «3 
1=1 

=  a«. 
Donc 

e  =  a„. 

Le  facteur  p  entre  donc  dans  le  produit  alterné 
P|P^*  PsP"*. .  .Pl;"*'"^'  avec  l'exposant  a^,;  mais  a„  est 
précisément  l'exposant  maximum  de  p  dans  les  nombres 
donnés;  c'est  donc  aussi  l'exposant  avec  lequel  p  entre 
dans  m(rt,  i,  c,  . . .,  /),  et  l'on  a 

m(a,6,c,  ...,/)  =  PiPi»P3P4-»...Plr**""'         c.  Q.  P.  D. 

2°  La  démonstration  de  la  formule  (XVI)  se  ferait 
absolument  de  la  même  manière,  en  disposant  les  nom- 
bres dans  un  ordre  tel  que  les  exposants  de  p  aillent  eii 
décroissant,  et  en  substituant  l'exposant  maximum  à 
l'exposant  minimum. 

On  peut  d'ailleurs  déduire  la  formule  (XVI)  de  la 
formule  (XV)  au  moyen  des  formules  de  corrélation. 

En  effet,  appliquons  la  formule  (XV)  aux  nombres  -  > 
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Les  plans  tangents  en  A,  B,  G  ont  pour  équations 

(a:  — a)Aa -+-7(aB'a— A'6)-f- 5(2B'a  —  A'c)  =  o, 
a7(aB'6  — Aa)-+-(^  — 6)A'£>-hiî(aB6  — A''c)  =  o, 
x(!iB'c  — Aa)-h^(2Bc  — A'6)-+-(«  — c)A'c  =  o; 

d*où,  d'après  Ténoncé,  les  si\  relations 

aB'a—  A'6  =  o,  2B6  —  A'c  =  o, 
îB'a— A'c=o,  aB'c  — Aa  =  o, 
iB'b  —  Âa  =  o,         2Bc  —  A'6  =  o. 

On  en  déduit 

B'a-=Bc,        B'a  =  B6,        B'b^B'c 
ou 

5  =  —  =  5.'  =  X 

et,  en  reportant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes, 
on  obtient 

A  =  2 — X,         A' =  2 -r-  X,         A' =  2  —  X. 
a  b  c 

Le  plan  tangent  à  l'origine  a  pour  équation 

\ax  ■+-  K'by  -h  A'c5  =  o, 

ou,  en  remplaçant  A  a,  K'b  et  A'c  par  leurs  valeurs  précé- 
dentes et  divisant  par  abc, 

X        y        z 

H  <-   H =0. 

abc 

Cette  condition  est  donc  une  conséquence  des  autres  et  Ton 
trouve  comme  surface  répondant  à  la  question 

bc     ^       ac     ^       ab    ^ 
a  b  -^  c 

■+■  ayz  -H  bxz  -f-  cxy  —  bcx  —  acy  —  abz  =  o, 

ou,  en  divisant  par  abcy 

yî        yi        ^i        y^        xz       XY       X        y         S 
rt'         6*         c*         oc        ac       ab        a        b         c 

Désignons  par  r,  r',  c',  v'"  les  volumes  des  tétraèdres  MABD. 

/  ♦ 

I 
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MADC,  MDBG,  MABC  et  soienl  H  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  M  sur  le  plan  des  xy^  P  et  p  les  points  où 
Ifi  parallèle   menée   par  le   point  M  à  DG  rencontre  les  plans 
ABC  cl  ABD. 
On  a 

p  =  iOA.OBsinAOB.MPsiniMPH, 

ou,  en  désignant  par  A  le  sinus  du  trièdre  formé  par   les  trois 
arêtes  DA,  DB  et  DC  du  tétraèdre, 


De  nie  me 


et 


i>'     =      1    bCX    ^y 

V  =r  1  abc  A 
v"  =  l  deMp.ùi\ 


en  désignant  par  A'  le  sinus  du  trièdre  formé  par  les  trois 
arêtes  du  tétraèdre  qui  aboutissent  au  sommet  G;  si  Ton  re- 
marque que 

rfc  A'  =  cf6  A, 
il  vient 

ç"'  =  1  ab.Mp.^. 
On  a 

par  suite 

v'"  T=z  l  abc  (--f-î^-f--— i)a. 
b  \a         z        c  I 

Si  l'on  remplace  i»,  v\  p^  p'",  V  par  ces  valeurs  dans  la  relation 
qu'il  s'agit  d'établir,  et  si  l'on  divise  ensuite  les  deux  membres 

par ; >  on  obtient 

^  a^        b^        c*  \a        b        c         /  * 

et,  en  développant,  on  retrou\e  l'équation  (i)  de  la  surface. 

Prenons  l'équation  de  la  surface  sous  cette  seconde  forme; 
nous  en  déduisons,  pour  délermincr   le  centre,  les  trois  cqua- 
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lions 


2J7  Y 

a  b 

X  7.y 

a  b 

X  Y 

h  — 

a 


c    ='• 


c 

2Z 


b  c     ~ 

d'où,  pour  les  coordonnées  du  centre, 


a 


•^=4' 


Transportons  I*origine  des  coordonnées  au  centre,  Téqualion 
de  la  surface  Revient 


f)".(-^y.(-ir 


a» 


b^ 


(--!)("-:).  Hï)(-o 


bc 


.  ("^4-)(-^-^^)   ("^f)   (^-"D   (^"^) 

ab  a  b  c 

ou,  en  développant  et  après  quelques  simplifications, 
x^       yi        -î        yz       xz       xy  _  3 
a-        b^        c*         bc  "^  ac        ab  ""8* 
L*équation  d'une  sphère  concentrique  est 

_L_    ri_ 


O, 


p»  pi 


-2 


'>.y<3         ^         2XZ  ixY 

-^  cosA  H cosu  H ^  cosv  =  i; 


p-  p.  p3  p2  pï  •  p3 

on  en  déduit,  comme  on  le  sait,  pour  l'équation  qui  donne  les 
carrés  des  longueurs  des  demi-axes  de  la  surface,  en  posant 

3  I 


8p*        R' 

1         I 

I           cosv 

I                COS  fJL 

^^  H 

lab          R 

•2  ac          R 

1                COS  V 

I          I 

I           cosX 

-kab          R 

^2""]^ 

•2  bc           R 

I                COS  IJL 

I           ros) 

I         I 

xac           R 

xbc          R 

c2        R 
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ou,  en  multipliant  tous  les  éléments  par  R, 

R_  R 

R 


R 


6Ï-' 


R_ 

•2ac 
R 


—  COSfX 

—  cosX 


=  0, 


R  ,  R 

—  cosa      —, cosA  — — I 


et,  développant  suivant  les  éléments  de  la  première  rangée, 


a^b^c*       ^^\a^b^  "^  a«c«  "^  6»cV"^^Vaî  "^  6«  "^  c»/       ' 


R» 


R«  Rcos«X  ,.  R»  -        RcosX 

,     nu*    *  -*-  /#,    > ï ^-  COS»  A  H TT-  COSA r 

R»  R*  RcosV  ,  R«  Rcosfx 


4a>6«c«       4a»c» 

R»  R»  Rcos'v 

4a»6»c»  "^  4«»^'  c* 

R» 


■ cos'v 


R« 


R  cosv 


abc^  ab 


R«    /cosX 


COSjJl 


cosv  > 

c     J 


/{a^b^c*       iabc\    a  b 

_  /  cos  X  cos  a       cosuLcosv       cosXcosvX  ^ 

H-  R  (  r — -  H Ç- 1 )  —  acosA  cosa  cosv  =  o, 

\        ab  oc  ac        I 

ou,  en  simplifiant, 


R» 

la'^b 


ï      /COsX         COSfX         cosvXl 
a6c  \    a  b  ^    /  \ 

-^ /sin*X        sin*jji       sin'v        cosX        cos|a       cos 


6*  c«  6c  ac 

cosXcosa        cos  a  cosv        cosXcosv 

_J C  _^   Ll ^ 

ab  bc  ac 

A  ayaiil  la  mcmc  sipnificaiion  que  précédemment. 


ab 


)~A«  =  o, 
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r>  -  »  •  •  •  >  7-  JNous  aurons  "  .    \  >^    .^ 

bel 


Mais 

D'autre  part,  P^  est  un  produit  de  facteurs  de  la  forme 

D(i.i,l,...), 
mais 

d/^I,  1.  i,  ..."^  =  — i— — . 

\a'  6     c'         /        m(a,  ô,  c,  ...) 

On  a  donc 

P  — -i-  —  p'-i 

*  r  —  p  ,    —  ■  r     > 
*■  r 

et  la  formule  (i)  devient 

î p'-i  P'  p'-i  P'       p'i— ip 

d'où 

D(a,  6,  c, ...,/)  =  F',  p;-*  p;  p;-« . . .  pir*)"**      c.  q.  f.  d. 

Remarque,  —  Le  théorème  IV  était  déjà  connu  pour 
les  nombres  entiers;  nous  l'avons  étendu  aux  nombres 
fractionnaires  et  nous  en  avons  donné  une  démonstration 
nouvelle.  L'introduction  des  produits  alternés  nous  a 
permis  d'en  préciser  Ténoncé.  Ce  théorème  n'est  d'ail- 
leurs qu'un  corollaire  d'un  théorème  plus  général  qui 
n'avait  pas  encore  été  formulé  et  par  lequel  nous  allons 
terminer  cette  étude. 

Théorème  V.  —  Étant  donnés  n  nombres,  entiers  ou 
fractionnaires^  a,  b^  c,  , ,  .^  l;  si  l'on  désigne  par  Wi, 
0)2?  Wg,  ...  les  nombres  figurés  successifs  de  l'ordre  . 
Ann,de  Mathémat,,  S^séric,  t.  XIV.  (Juin  1896.)  16 
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r  —  I ,  on  a 

XVII)       P;^,=   D^»(it/,-r>  D«.(i:„-r-,)  D«,(7r„>^_,)...  D«-r(r,). 
(XVIII)      PUi  =  m^^(TZn-r)  m^*(TZn-r-l)  m^^(TZn-r^i).  •  .  /nW»-r(7:i  ). 

I**  Établissons  d'abord  la  formule  (XVII),  et,  pour 
plus  de  précision,  supposons  r  =  3.  On  verra  bien 
d'ailleurs  que  le  raisonnement  est  tout  à  fait  général  et 
s'applique  h  une  valeur  quelconque  de  /*. 

La  formule  à  démontrer  devient  alors 

P,=  D«.(7r«_,)D«3(u^_^)D««>,(i:„_,)...D«-»(itt), 

et  ù>i,  (O29  ^3,  • .  •  représentent  les  nombres  figurés  suc- 
cessifs du  deuxième  ordre. 

Cela  posé,  considérons  un  facteur  premier  quel- 
conque/? et  désignons  par 

«1,    «î>    «3»     •••»    «« 

les  nombres  donnés  disposés  dans  un  ordre  tel  que  les 
exposants 

3t|,       «î»       «3,        •••»       *rti 

dont  le  facteur  p  est  affecté  dans  ces  nombres,  soient 
rangés  par  ordre  de  grandeur  décroissante,  c'est-à-dire 
que  Ton  ait 

(1)  ai^aî^a3^...^a/i. 

Le  facteur  p  entrera  dans  le  produit 
D<^t(TZn-i)  D«.(TC„_0  D«»s(Tc„_,)  D»4(it„_e)  •  • .  D»*-,(7tj) 

avec  un  exposant  de  la  forme 

e  =  5i «1 -+-  5j a, -4- J3 «3 -H • .  .-H5,a/-H. .  .-h  «»«„, 

et  dans  le  produit  P4  avec  un  exposant  de  la  forme 

et  tout  revient  à  démontrer  que  e  =  e'. 
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Pour  cela  il  suffit  de  démontrer  d^une  faron  générale 
que  Si=  ti. 

Occupons-nous  d'abord  de  c.  On  voit  iui média lement 
que  Texposant  de  p  dans  le  plus  grand  commun  divi- 
*seur  0(17^)  des  produits  obtenus  en  combinant  les  nom- 
bres Ar  à  Ar  n*est  autre  que  Texposant  de  p  dans  le  produit 
fourni  par  la  dernière  combinaison,  puisque,  en  vertu 
de  rinégalité  (i),  ce  produit  est  celui  où  la  somme  des 
exposants  de  p  est  la  plus  faible. 

L'exposant  de  p  sera  donc  : 

Dans 


D  (  T.n-i  )  .  .  .  «i  -r  «3  -+-  «4  -4-  «5  -t-  ae  -4-  .  .  .  -H  a«, 


Dans 


D(lt«-3)... 

a^ -f-  «j -H  «6 -^- • 

.-^-a/i, 

D{7:„-,)... 

«6  -f-  ae  -h . 

.-+-»«, 

D(u„_5)... 

«6-+-. 

'^OLn, 

D(itt)...  an. 

11  résulte  de  ce  Tableau  que  les  exposants  a,,  a^,  cl^ 
n^entreront  pas  dans  le  produit 

D»t(i:n-»)  Dw.(7t„_0  D«-3(Tr„-5)  D««(7r«_e) . . .  D«-.(7r,). 

L'exposant  a4   y  entrera  avec  le  coefficient  (i>|  qui  est 
l'exposant  de  D  dans  D'**i(ir„_3)  : 

L'exposant  aci  y  entrera  avec  le  coefficient  wi-h  (o,, 

»  a«  »  »  (Di-f- (02^-  (1)3, 

*  «7  »  »  cDi-h  01)2-1- COa-h  (o^. 

D'une  façon  générale,  l'exposant  a/  y  entrera  avec  un 
coefficient  égal  à  la  somme  des  (1  —  3)  premiers  nombres 
figurés  du  deuxième  ordre  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même. 
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avec  un  exposant  égal  au  (i  —  3)'®"''  nombre  figuré  du 
troisième  ordre. 

Mais  on  sait  que  le  i'^"®  nombre  figuré  de  Tordre  n 
est  G^^.,^,.  En  remplaçant  dans  cette  formule  i  par  i  —  3 
et  n  par  3,  on  voit  que  le  (i  —  3yème  nombre  figuré  du 
troisième  ordre  est 

Le  coefficient  de  a/  dans  e  est  donc 

Passons  maintenant  à  l'exposant  e*  avec  lequel  le  fac- 
teur premier  p  entre  dans  P4,  c'est-à-dire  dans  le  pro- 
duit des  plus  grands  communs  diviseurs  des  groupes  obte- 
tenus  en  combinant  quatre  à  quatre  les  n  nombres 
donnés. 

Pour  cela,  remarquons  que  les  plus  grands  communs 
diviseurs  des  groupes  qui  se  terminent  par  ai  renfer- 
ment tous  le  facteur/?  avec  l'exposant  acqui  est  Texpo- 
sani  minimum  de  p  dans  les  nombres  de  chacun  de  ces 
groupes;  tandis  que  les  plus  grands  communs  diviseurs 
des  groupes  qui  ne  se  terminent  pas  par  ai  contien- 
nent p  avec  un  exposant  minimum  qui  est  différent 
de  a/. 

Le  nombre  des  facteurs  du  produit  P4  dans  lesquels 
le  facteur  premier  p  entrera  avec  l'exposant  a,  est  donc 
égal  au  nombre  des  groupes  de  quatre  termes  qui  se 
terminent  par  a/.  Or  ce  nombre  est  évidemment  égal  au 
nombre  des  combinaisons  que  Ton  peut  former  en  pre- 
nant trois  à  trois  les  (i  —  i)  nombres  qui  précèdent  ai. 

Le  facteur  p  entrera  donc  avec  l'exposant  a/  dans 
C?_,  facteurs  de  P4. 

Le  coefficient  de  a/  dans  e'  est  donc 

(3)  ^=Cf.i. 
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Mais  nous  avons  déjà  trouvé 

Donc  on  a 

Si  =  ti, 

et  le  théorème  est  démontré. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  la  formule 
(XVIII).  On  peut,  d'ailleurs,  la  déduire  de  la  formule 
(XVII),  au  moyen  des  formules  de  corrélation,  en  appli- 
quant la  formule  (XVII)  aux  inverses  -j  t>  ->  •••>  7» 

et  en  remarquant  que  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  inverses  de  n  nombres  est  égal  à  l'inverse  du  plus 
plus  petit  multiple  commun  de  ces  nombres. 

Corollaire.  —  En  attribuant  successivement  à  r  les 
valeurs  1,  a,  3,  . . .,  /z  —  1,  la  formule  (XVII)  donne 

P,  =  D(ir„-,)D(7r„_i)  D(7r„_3)  D{^n-k)  D(u„_5).., 
P,  =  D(u;^0  D«(7u„_3)  DHit«_4)  D*(7r„_,).  •  ■ 

P*  =  T>(^n-z)  D^i'^nr^)  D«(^«-i). . . 

P5=  D(7r;^0I>*(^/»-»).. 

P«=  D(Tr„_5).., 


d'où,  en  faisant,  membre  à  membre,  le  produit  alterné 

(I)  P,PiiP,Pi«...Plr*^''=D(^«-0. 

Mais  on  sait  que 

p 

m{a,b,  c,  ...,/)  =  — ^^p — p — p py 

j  -  D(7c„_0 

Pi 
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On  a  donc 

m(aAc,...,/)-P,Pï»PaPl»...Pir"""\ 
et  l'on  retrouve  ainsi  la  formule  du  ihéorème  IV^, 


III. 

NOTE    SUR    LES    CODIVISEURS    ET    LES     COMULTIPLES 
DES    NOMBRES    IRRATIONNELS. 

Étant  donnés  n  nombres  irrationnels,  ou  n  nombres 
dont  quelques-uns  sont  irrationnels,  nous  supposerons 
toujours  que  tous  ces  nombres  ont  été  réduits  au  même 
indice. 

Décomposition  d'un  nombre  irrationnel  en  /acteurs 
premiers.  —  Tout  nombre  réel  irrationnel  est  un  pro- 
duit de  facteurs  premiers  affectés  d'exposants  entiers 
ou  fractionnaires,  positifs  ou  négatifs.  Ainsi 

v/3(^  =  v/23  X  32  X  3  =  2  X  3»  X  5^, 


'r  =  v^a*  X  3-2  X  5-»  X  7  r^  vi^  X  3   »  x  5   »  x  7*  . 

Multiples.  —  En  conservant  le  sens  attribué  au  mot 
multiple  pour  les  nombres  commensurables,  nous  dirons 
qu'un  nombre  irrationnel  est  multiple  d'un  autre  quand 
il  est  égal  au  produit  de  cet  autre  par  un  nombre  entier. 

Ainsi  y/i44  ^st  un  multiple  de  i/5: 


3,  car 


J^=(/|XG. 


Lemme.  —  Pour  quun  nombre  irrationnel  ^h.  soit 
divisible  par  un  nombre  irrationnel  ^/\^ ,  il  faut  et  il 
suffit  que  chaque  facteur  premier  entre  dans  A  €ivec  un 
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exposant  supérieur  ou  égal  à  celui  quHl  a  dans  B,  et 
que  la  différence  de  ces  exposants  soit  un  multiple  de 
l'indice  q . 

En  effet,  soit  p  un  facteur  premier  quelconque,  et 
soient  a  et  ^  les  exposants  entiers  y  positifs,  négatifs  ou 
nuls  avec  lesquels  ce  facteur  entre  dans  les  nombres 
positifs  commensurables  A  et  B.  Le  facteur  p  entrera 

dans  le  quotient  ^X  l  ^^B  avec  l'exposant -»  Donc, 

pour  que  ce  quotient  soit  un  nombre  entier,  il  faut  et  il 

sufGt  que  l'exposant soit  un  nombre  entier,  positîi 

ou  nul,  ou,  en  d'autres  termes,  que  a  soît  supérieur  ou 
égal  à  p,  et  que  la  différence  a —  ^  soit  un  multiple  de  q, 

c.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  —  Condition  pour  que  n  nombres  irra- 
tionnels 

V^,  Vb,  V~c Vî 

aient  un  codiviseur  ou  un  comultiple. 

Soît  p  un  facteur  premier  quelconque,  et  soient 

«1,     aj,     ..,,     an 

les  exposants  entiers,  positifs,  négatifs  ou  nuls,  rangés 
par  ordre  de  grandeur  croissante,  dont  le  facteur  p  est 
affecté  dans  les  nombres  positifs  commensurables 

a,     6,     c,     ...,     /. 

Considérons  maintenant  un  nombre  irrationnel  y/'X, 
et  désignons  par  x  l'exposant  entier  y  positif,  négatif  ou 
nul  avec  lequel  le  facteur /?  entre  dans  le  nombre  positif 
commensurable  X. 

Pour  que  ^^X  soit  un  codiviseur  des  nombres  irra- 
tionnels donnés^   il  faut  et  il  sufGt,  d'après  \c  lemme^ 
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que  Ton  ait 

2*  a;  =  «1=  ai=  aj  — . .  .=  a^        (mod^). 

La  dernière  condition  exige  que  les  exposants,  avec 
lesquels  un  facteur  premier  quelconque  p  entre  dans  les 
nombres  places  sous  le  si^ne  y/  ,  soient  congrus  entre 
eux,  par  rapport  à  l'indice,  ce  qui  n'arrivera  que  dans 
des  cas  tout  k  fait  exceptionnels. 

On  peut  donc  dire  que,  généralement,  n  nombres 
irrationnels  n'ont  pas  de  codiviseur.  On  verrait  de  même 
que  généralement,  ils  n'ont  pas  de  comultiple. 

Toutefois,  lorsque  la  condition  de  congruence  est 
remplie  par  les  exposants  de  chacun  des  facteurs  pre- 
miers qui  entrent  dans  la  composition  des  nombres 
placés  sous  le  signe  ^  ,  les  conditions  pour  que  ^X 
soit  un  codiviseur  des  nombres 

râ,  n,  Vc,  ...,  H 

se  réduisent  aux  suivantes 

a"  37  =  «t  (mod^). 

Ces  conditions  étant  satisfaites,  le  codiviseur  y/X  aura 
sa  valeur  maxima  lorsque  x  sera  égal  à  ai,  c'est-à-dire 

quand  on  aura  -  =  —  • 

Il  résulte  de  là  que,  lorsque  les  exposants  satisferont 
à  la  condition  de  congruence,  on  formera  le  plus  grand 
conininn  diviseur  de  /inombres  irrationnels  en  formant 
le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers  qui  entrent 
dans  ces  nombres  et  en  affectant  chacun  de  ces  facteurs 
de  son  plus  faible  exposant. 
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Dans  le  même  cas,  on  formera  le  plus  petit  commun 
multiple  en  faisant  le  produit  de  tous  les  facteurs  pre- 
miers et  en  affectant  chacun  d 'eux  de  son  plus  fort 
exposant. 

Ainsi  donc,  dans  ce  cas,  la  loi  de  formation  du  plus 
grand  commun  diviseur  et  du  plus  petit  commun  mul- 
tiple est  la  même  pour  les  nombres  irrationnels  et  pour 
les  nombres  commensurables,  d'où  il  résulte  que  les  pro- 
priétés sont  aussi  les  mêmes.  Mais,  av^ant  d'appliquer 
ces  propriétés  aux  nombres  irrationnels^  il  faudra 
toujours  s'assurer  que  les  exposants,  dont  chaque 
facteur  premier  est  affecté  dans  les  nombres  placés 
sous  le  signe  y/  ,  sont  congrus  entre  eux  par  rapport 
à  l'indice. 

On  peut  lever  celte  restriction  en  élargissant  le  sens 
donné  au  mot  multiple. 

Au  lieu  de  dire  qu'un  nombre  est  multiple  d'un  autre 
quand  il  est  égal  au  produit  de  cet  autre  par  un  nombre 
entier,  il  suffirait  de  dire  qu'un  nombre  est  multiple 
d'un  autre  quand  il  est  égal  à  cet  autre  multiplié  par 
uu  produit  de  facteurs  premiers  aOectés  d'exposants  po- 
sitifs. 

Cette  nouvelle  définition  est  acceptable,  car,  appliquée 
aux  nombres  commensurables,  elle  conduit  à  Tancienne 
qu'elle  renferme  ainsi  comme  cas  particulier. 

En  effet,  si  un  nombre  commensurable  A  est  égal  à 
un  nombre  commensurable  B  multiplié  par  un  produit  G 
composé  de  facteurs  premiers  afl'ectés  d'exposants  po- 
sitifs, ces  exposants  sont  nécessairement  entiers,  car 
chacun  d'eux  est  égal  h  la  différence  des  deux  exposants 
entiers  avec  lesquels  un  même  facteur  premier  entre 
dans  les  nombres  commensurables  A  et  B.  Le  produit  C 
est  donc  uu  nombre  entier.  c.  q.  f.  d. 
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Si  Ton  accepte  celle  nouvelle  défînilion  du  mot  mul- 
tiple, on  voil,  en  se  reportant  à  la  démonstration  du 
lemme,  que,  pour  que  \/K  soit  divisible  par  y^B,  il  faut 

„  Q 

et  il  suffit  que  Texposant soit  positif  ou  nul,  ou, 

ce  qui  revient  au  même,  que  —  soit  supérieur  ou  égal 

Donc,  avec  la  nouvelle  définition,  pour  que  ^A  soit 
divisible  par  ^B,  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  facteur 
premier  entre  dans  y/A  avec  un  exposant  supérieur  ou 
égal  à  celui  qu'il  a  dans  ^B. 

La  condition  de  la  divisibilité  d'un  nombre  par  un 
autre  est  alors  la  même  pour  les  nombres  commerisu- 
râbles  <U  pour  les  nombres  irrationnels,  et  Ton  a  le 
lemme  général  : 

Lemme.  —  Pour  (ju^un  nombre,  commensurable  ou 
irrationnel,  soit  div^isible  par  un  autre  nombre,  commen- 
surable  ou  irrationnel,  il  faut  et  il  suffit  que  chaque 
facteur  premier  entre  dans  le  premier  nombre  av^ec  un 
exposant  supérieur  ou  égal  à  celui  qu'il  a  dans  le 
second. 

Le  lemme  étant  ainsi  généralisé,  toutes  les  propriétés 
qui  en  découlent  le  sont  aussi  du  même  coup  et  s'ap- 
pliquent aussi  bien  aux  nombres  irrationnels  qu'aux 
nombres  commensurables.  Il  faut  en  excepter  toutefois 
celles  qui  exigent  que  les  quotients  obtenus  en  divisant 
des  nombres  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  (ou 
un  plus  petit  commun  multiple  par  les  nombres)  soient 
des  nombres  entiers.  Tel  est  le  cas  du  deuxième  co- 
rollaire du  théorème  IL 

On  remanjuera  que  la  loi  de  formation  déduite  du 
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lemme,  donne  pour  les  nombres  irrationnels 

D(5^â,^6,...///)^î/D(a,6,...,/), 
m(^,  ^,  , . . ,  yi)  =  Vm(a,b,...,l). 


EXERCICES. 

Dans  tous  ces  exercices,  les  lettres  a,  b,c^  . . .,  /  représen- 
tent des  nombres  quelconques  entiers  ou  fractionnaires.  Quel- 
ques-unes des  identités  proposées  deviendraient  immédiate- 
ment évidentes  si  les  nombres  étaient  entiers. 

Exercice  /.  —  Dans  les  formules  du  théorème  II,  on  peut 
permuter  deux,  lettres  de  même  indice,  Aj  et  Bj  par  exemple, 
et  écrire 

D(Ai,  B„  A3,  . . .,  A„).  w(B„  A,,  B„  . . .,  B„)  =  G. 

Exercice  II.  —  Si  l'on  a 

A,B,=  A,B,  =  ...=  A„B„, 
on  a 

D(Ai,  Aj,  . ..,  Art,  Bi,  Bj,  ...,  B„) 
X  ''^(Ai,  Aj,  . . .,  A„,  Bi,  Bï,  . . .,  B„) 
=  D(A,,A„  ...,  A„)./n(B,,B„  ....B^). 

Exercice  IIL  —  Si  l'on  a 


a 
a'  "" 

b        c 
b'~  c'~- 

l 

on  a 

D(a,6,c',  . 

..,0  _ 

m(a,  b,  c,  . 

.../) 

_1_ 

D(a',  6',  c',  ...,  T)  ""  m{a',b\c',  ...,/';  ~  a'  ~  b' 

Exercice  IV,  —  Si  les  nombres  a,  6,  c,  d  forment  une  pro- 
portion, les  nombres  D(a,  6),  m(a,  b),  D(c,  rf),  m(c,  <i),  for- 
ment aussi  une  proportion. 

Exercice  V.  —  Si  les  nombres  ay  b,  c^  . .  .y  l  sont  en  pro- 
gression géométrique,  on  a 

D(«,  6,  c,  . . . ,  l),m{a.  b,  Cj  ...,/)=  af. 
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Exercice  VI ,  —  On  a 

D(i,a,a»)  =  D«(i,a). 

En  généralisant,  on  a 

D(i,a,a«,  ...,a«)  =  D«(i,a); 
on  a  de  même 

m(i,  a,  a*,  ...,  a»)  =  /^«(i,  a). 

Exercice  VIL  —  Si  les  trois  côtés  et  les  trois  hauteurs  d'un 
triangle  ont  une  commune  mesure,  on  a 

S  =  i  D(a,  by  c).m{h,  K,  h"). 

Exercice  VIII.  —  On  a 


\     o    a I       m{aj  b) 

(a    b\        m(ayb) 


Exercice  IX,  —  On  a 

D(a,6,c)       ^  \Xi{a,b)     D(a,c)     D(6,  c) 


^  rD(a,^>)     D(a,c)     D(^  c)] 

m{ayb,c)  I  m(a,  6)'  /it(a,  c)'  /w(6,  c)J 

D(a,6,c;  ~  '^ LD(a,  6)'   D(a,c)  ""  D(6,c)J ' 


Exercice  X,  —  En  transformant 

D(a6c,  a6û?,  acd^  bcd), 
on  obtient 

D(a6c,  a6£f,  acdy  bcd)  =  D{a,  b),D(c,  d).D[m(ay  6),m(c,  rf)]. 

En  continuant  les  transformations,   on  arrive  à  la  formule 
connue 

m{ay  by  c,  d)  =  D(a6c,a6rf,acrf,6crf)' 
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SLR  LBS  PODAIRES  SDCCESSIVES  DTNE  COURBE  [fm  (')]; 

Par  m.  le  capitaine  E.  BARISIEN. 


m.  —  Application  au  cercle  et  a  ses  podaires  par 

RAPPORT  A  CN  POINT  DE  LA  CIRCONFÉRENCE  DU  CERCLE. 

En  prenant  pour  pôle  le  point  de  la  circonférence  et 
pour  axe  polaire  le  diamètre  passant  par  le  point,  l'équa- 
tion du  cercle  est 

r  =  acos6, 

a  désignant  le  diamètre  du  cercle. 
Nous  avons  donc 

/•'  =  — asÎQÔ,         r*  =  —  acosO, 
r* -4-  r'*  =  a*,        r'*  —  rr'  =  a*,         r*  -h  a r'*  —  rr"  =  aa*. 

Aire  de  la  m'*'"*  podaire.  —  On  trouve 

-^  =  --(/n-hi)cos»'"-^2  0. 
Donc 


Or,  on  sait  que 


r 


T.3.5...(am-+-i)  ir 


cosï'^'^-^O  6?0  = 


2.4.6. .  .(am  -t-  2)  2 

Par  suite 

-.     _  ira*   1.3. 5..  .(2m  H- 1  ) 
'""T"       2.4.6.. .2m       ' 

(*)  FozV  niiïmc  Tome,  p.  207. 
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ou  encore 


"— r('-J)(-i)(-é)-(-i)- 

Donc 


(Cercle)     Uo=  ~, 

4 

(  Limaçon  de  Pascal  )     U|  =  — rr— , 

o 

II  _  '^Itl' 

U,  -  — J--  , 

^'  =  -64"' 
— H ' 

5l2 


U*  = 


Si  l'on  veut  avoir  Téquation  de  la  m'^°**  podaire,  il 
sufKit  d'éliminer  0  entre  les  deux  équations 

e,„  -  (/n-hi)0, 
T;,,  =  a  cos"»-^-*  6, 
ce  qui  donne 

\m-^\! 


r„i  —  a  cos" 


Rayon  de  courbure  de  la  m'<^'"<^  podaire 


^  <7  (  /7l  -h  1  )  ^ 


On  trouve  par  suite,  pour  la  longueur  de  la  développée 
de  la  m"""'  podaire, 


c'est-à-dire 


S™  =  2«^-f^^<=os».6)!:ï, 


2a(m-f-i) 
^m  = • 
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Rectification  de  la  m'*^"**  podaire,  —  On  a 


^  =  a(m -h  i)cos'»e. 
aO 

Donc 

5|„  =  2a(/n-hï)  /     cos'^Oc^ô. 

Si  m  est  pair,  on  aura 

.  .  i.3.5...(/n  — I)  ir 

S;,,  =  2a(m -f- î) 7—; -• 

"*  ^  ^        2.4.6...  m        2 

Si  m  est  impair,  on  aura 

,  .  2.4«6...(m  — r) 

5«  =  2a(m-t-,)— ^-3-3— ;^^. 


On  a  donc 

(Cercle) 

5o  =  Tca, 

(Limaçon  de  Pascal) 

5,  =  4«, 

37ca 

16a 

i57ra 
**=      8 

32a 

Anti-podaires.    —  Pour  la  première  an ti- podaire, 

on  trouve 

e_,  =  o,        U_,  =  o. 

C'est  qu'en  effet  la  première  anti-podaire  se  réduit 
alors  à  l'autre  extrémité  P_f  du  diamètre  passant  par  O. 
La  seconde  anti-podaire  donne 

e_.=-e,       '•-.=  -^- 

cosO 
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Son  équation  est  par  suite 


a 


COS  0-j 


Elle  représente  la  droite  tangente  à  l'extrémité  P_, 
du  diamètre  passant  par  O. 

Pour  la  troisième  anti-podaire,  on  a 


e>,  =  -a6,         r-s=     "" 


cos«0 
Son  équation  est  donc 


Elle  représente  une  parabole  ayant  pour  sommet  le 
point  P_|  et  pour  foyer  le  point  O.  On  sait,  en  effet,  que 
le  lieu  des  projections  du  foyer  d'une  parabole  sur  ses 
tangentes  est  la  tangente  au  sommet. 

Les  autres  anti-podaires  successives  sont  alors  les 
an tî-pod aires  du  foyer  de  la  parabole. 

^ire  de  la  podaire  de  la  dév^eloppée  de  la  courbe. 
—  La  courbe  primitive  étant  un  cercle,  sa  développée 
n'est  autre  chose  que  le  centre  du  cercle  :  par  suite,  la 
podaire  de  ce  point  est  le  lieu  des  projections  du  point 
sur  les  droites  passant  par  le  centre  du  cercle.  Ce  lieu 

est  le  cercle  de  rayon  -  dont  Taire  est 

4 

Aire  de  la  podaire  de  la  déi^eloppée  de  la  (m —  ly^f^e 
podaire,  —  On  a 

,^     =  — ^^ cos*e8in»'"0. 

au  2 
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Donc 

W«,  =^  a*(/in-i)  I    sinî'"6cos*0  6?Ô, 
•  0 

c'esl-à-dire 

vv     _  "ï^  «*  I  •  3 . 5  . . .  (  7  m  —  I  ) 

Par  conséquent 

W     —      ^^     . 


Rayon  de  courbure  de  la  podaire  de  la  dév^éloppèe 
delà  {m  —  i )*>'»<?  podaire,  —  Nous  n'avons  pas  donné  de 
formule  générale  pour  ce  rayon  de  courbure  Amt  parce 
qu'elle  serait  trop  compliquée.  Dans  le  cas  présent,  nous 
avons 


Or  on  a 


o,n  —  ft  sinB  cos'wO. 


Kn  posant 

i  donc 


p'    =  a  cos"»-»0(cos*6  —  m  sin»6)  -j — 


//l  -4-  I 


On  calculerait  de  même  p',^.  On  a  enfin 

3 

acos'«-»0  (m«sin»e -h  cosîft)* 


m  -h  I      m^sin^O  — msin^O  cos2  6-+-cos*0(i  -hcos-0) 

Longueur  de  la  développée  de  la  podaire  de  la  dé- 
veloppée de  la  (m  —  i )'<''«<?  podaire,  —  On  a 

8.„  --=>.(.fl,„)Q..5  = 


m  -f- 1 
i4/i/i.  rfe  Mathemat.j  3*  série,  l.  XIV.  (Juin  iSgS.) 
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IV.   —  Application  a  la  lemwiscate  de  Bernoulli 

ET    ▲    SES    POI) AIRES    DU    CENTRE. 

L'équation  cartésienne  de  la  lemniscate  de  Bernoulli 
devient  en  coordonnées  polaires 

/'2  =  a*  C0S2Ô. 

On  trouve  pour  l'aire  Un  de  la  courbe 

Uo  =  a«. 

u4ire  de  la  mf^"^^  podaire.  —  On  trouve 

I.3.D  .  .  .(2/«  —  I) 

Donc 


Uo 

= 

a\ 

u, 

= 

2«', 

u, 

= 

8  a» 

u, 

r= 

48a> 
.5    ' 

u» 

= 

i28n» 
35    ' 

L'équation  de  la  m'^"°  podaire  est 

Remarquons  que  Taire  Um  peut  aussi  s'écrire 

"-(-t)(-5)(-^0-(-I^)-- 
Si  donc  on  compare  cette  aire  à  Taire  analogue  de 
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Um*'"*  podaire  du  cercle  (§  III),  on  a  la  propriété  sui- 
vâttte  ; 

Si  Ton  considère  une  lemniscate  de  centre  O  et  dont 
l'un  des  sommets  est  en  A,  tel  que  OA  =  /i,  avec  le 
cercle  décrit  sur  AO  comme  diamètre ,  le  produit  des 
aires  des  m*^"*^  podaires  relatives  h  la  lemniscate  et  au 
cercle  a  pour  expression 

ira*  ,  , 

—r-  (am-+-i). 

4 

On  en  déduit  l'identité  assez  curieuse 


am  -hi 


ou 


('-7)('-"î)(*-^0--('-"i)=''^- 

Rayon  de  courbure  de  la  podaire  d* ordre  m,  — 
On  a 

R//I  =  -—-^cos         «20. 

Longueur  de  la  déi^eloppée  de  la  podaire  d^ ordre  m, 
—  On  déduit  de  la  formule  précédente 


^  4a(2/?l-4-l)  /         m--         Y       4=    i - 

^m=  '      ^o        (COS         «26)  2/11 -h  3 


Pour  w  =  o,  on  obtient  la  longueur  So  de  la  déve- 
loppée de  la  lemniscate 


4a 


Anti'podaires.  —  On  trouve  pour  Téquaiion  de  cette 

anti-podaire 

a 

r-x  =  ,  ; 

/COS26-1 
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elle  représente  T hyperbole  équilatèrq  ayant  même  arc 
réel  en  grandeur  et  en  direction  que  celui  de  la  lem- 
niscate. 

Toutes  les  autres  anti-podaires  sont  par  suite  des 
courbes  à  branches  infinies  et  ne  présentent  rien  d'in- 
téressant. [1  en  est  de  môme  des  podaires  des  dévelop- 
pées des  anti-podaires. 

Podaire  de  la  développée  de  la  lemniscate,  —  Ou 
trouve  pour  l'équation  de  cette  podaire 

pî  =  a*  sin*  ■—-  cos  —^  > 
et  pour  son  aire 

W„|  i=Za*  I    sin*o  coso  d^  =  a*. 
•A) 

Podaire  de  la  dév^eloppée  de  la  (m  —  ly^me  podaire, 
—  On  a  pour  Taire  de  cette  podaire 

2F 
W,„  =  2a»(2/n-M)  f  sin»2ecos*'»'-*2eé/e, 

W     -rr*  2.4.6...(am~2) 
1 . 3 .  ^  . . .  (  2  //e  —  I  ) 
Donc 

m  —  ■ • 

9.  m 

Hayon  de  courbure  de  la  podaire  de  la  développée 
de  la  (m — ly^me  podaire  de  la  lemniscate,  — Sans 
donner  l'expression  de  ce  rayon  de  courbure,  laquelle 
est  assez  compliquée,  nous  nous  contenterons  de  donner 
la  longueur  de  la  développée  de  la  podaire  de  la  déve- 
loppée de  la  {m  —  i)'^'"*^ podaire 
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V.  —  Application  aux  courbes  de  la  famille 
r*»  =  a'»  cosm6. 

On  a  ici 

JL 
/•  =  a(cos/nO)"«, 

r«-+.  r'*  =  a«(cos/nô)«'~', 

r '«  —  rr  =  wia*  (  cos  m  6  )"» 
Donc 

^=m,  5=m  +  ,,  Ot  =  (m-M)e 

et 

Ti  =  a(cos/nO)  '^    . 

Podaires  successives,  —  On  déduit  de  là  pour  Téqua- 
lion  de  la  première  podaire 


r*—  al  cos 61  ) 


:  •       .  />*       A 

r?»  +  i  =  a*"**  cos Oi. 

*  «i  -+-  I 

Cette  équation  représente  une  courbe  de  même  fa- 
mille que  la  courbe  primitive  \  c^est  ce  qu'a  démontré 
M.  de  Rhéville  à  l'article  déjà  cité  {Nouvelles  Annales, 
1890,  p.   i43). 

L'équation  de  la  deuxième  podaire  sera  de  même 

m                    m 
r;"'-»-»  =  ««'«  +  »  COS  — 0, 

et  en  général  celle  de  la  /i'^'™''  podaire 


m 


"  nm  H-  I 
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Rayon  de  courbure  despodaires,  —  On  trouve  pour 
le  rayon  de  courbure  de  la  première  podaire 

R,  =  «(cos«0)^(.^j±i^) 

OU 

\\\  =  r . 

Or,  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  priuiilive   a 
pour  expression 


"(w-hi)cosm6       (m -t- i)  sin  V 

Donc,  on  a 

/•  =  (m  -hi)  Rj  sinV. 

C'est,  aux  notations  près,  la  formule  de  M.  du  Clia- 
tenet  rappelée  par  M.  de  Rhéville  à  l'article  précité. 
Pour  la  n}*"^^  podaire,  on  trouve 


Anti-pod aires,  —  On  trouve  pour  réquatioii  de   la 
première  anti-podaire 


m 

-*  1  —  m 


et  pour  celle  de  la  «"'"''  podaire 


f,\—fnn  —  a^-nin  ^os 


\\  est  intéressant  de  voir  dans  quel  cas  Tune  des  po- 
daires successives  peut  être  une  transformée  par  rayons 
vecteurs  réciproques  de  la  courbe  donnée. 

11  faut  déterminer  n  de  façon  que 


m 

mn  -^  I 
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d'où 


9. 

n  = . 

m 


Coinaïc  m  doit  être  un  nombre  entier,  il  faut  donc 
que  m  soît  égal  à  ±i,  ±2,  ou  à  une  fraction  de 
runîté.  Dans  ce  cas  la  courbe  aura  parmi  Tune  de  ses 
podaires  ou  anti-podaires  sa  propre  transformée  par 
rayons  vecteurs  réciproques. 

Si  m  =  dz  I ,  ou  a  /i  =  =p  2,  Tune  des  courbes  est  un 
cercle  et  sa  transformée  est  la  droite  (|ui  est  en  même 
temps  la  seconde  anti-podaire  du  cercle  par  rapport  h 
un  point  de  sa  circonférence. 

Si  w=-^it  2,  il  en  résulte  /2  =  qi  1 ,  et  Ton  obtient 
Jes  mêmes  courbes  que  précédemment. 

Si  w  =  — j,  on  a  /i  =  4^  ce  qui  veut  dire  que  la 
courbe 


v/^^4 


a  pour  transformée  par  rayons  vecteurs  rccipro(|ues  sa 
quatrième  podaire. 

Si  /n  = -+- ^,  «  ==  —  18  ;  c'est  donc  la  dix-huitième 
anli-podaire  qui  est  la  transformée  de  la  courbe 


a^ 


0 
cos-  • 
9 


Écrivons   maintenant   les  équations  des  podaires   il 
anti-podaircs  des  courbes  de  la  famille 


r'w  r=  ^'«cosmO, 


dans  les  cas  particuliers  de  m  =  i  et  m  =  2  ;  le  premier 
cas  correspond  au  cercle  et  le  secoud   à  la  lemniscate.  ^ 
iVous  avons  étudié  ces  deux  cas  particuliers  en  détail. 
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I"  m=i  : 

a 

'■■"H.^t) 

Ui-V  * 

a 

(Parabole), 

'-3   —                 A 

cos«®-' 

a 

(Droite), 

^''  ~  cosO-, 

|0-t=o 

(Point), 

r  =  acos6 

(Cercle), 

Ti  =  a  cos*  — 

•2 

(Limaçon  de  Pascal), 

ri  =  a  cos»  -~ , 

/          0« 

r„-a^co5^_^^ 

2°  m^='i  : 

'•-  =  «(^°*-r:rï7i^-»)  "  ' 


r_i  =  -        (Hyperbole  équilaière), 

/cos9.6_i 

1 
r  =  (COS26)*  (Lemniscate  de  Bernoulli), 

/     2e,\« 

ri  =  a(cos— 1   , 


'*»  =  «Hî7rr;^0  * 


Nos  formules  donnent  lieu  également  à  des  applica- 
tions intéressantes  relatives  à  la  cycloïde  et  aux  déve- 
loppantes de  cercle. 


Digitized  by 


Google 


(  245  ) 


SDR  MM  APPLICATION  DE  LA  FORMULE  DE  MULTIPLICATION 
DES  ARCS; 

Par  m.  E.  GOURSAT. 


1 .  La  formule  qui  donne  cos  ma  en  fonction  de  cos  a 
permet  de  déterminer  tous  les  arcs,  commensurables 
avec  la  circonférence,  pour  lesquels  cos^a  est  égal  à  un 
nombre  rationnel.  On  trouve  par  là  même  tous  ceux  de 
ces  arcs  dont  une  des  lignes  trigonométriques  est  corn- 
mensurable. 

La  formule  qui  donne  cos  ma  en  fonction  de  cos  «,  m 
étant  un  nombre  entier  positif,  peut  s'écrire 

l  2C0S  ma  =  (acosa)'"  — Ai,  (2  cos  a)"»-* -+-AJt  (-2  C05rt)'«-* 
^^  (  -}-(— i)'7A2,(2cosa)"'-»'7-h...; 

le  second  membre  est  un  polynôme  entier,  de  degré  m 
par  rapport  à  2cosa,  ne  contenant  que  des  termes  dont 
le  degré  est  de  même  parité  que  m,  et  tous  les  coefficients 
A^,  Ajj, . . .,  A^,  . . ,  sont  des  nombres  entiers,  La  loi  se 
vérifie  pour  les  premières  valeurs  de  m 

2C0S2a  =  (acosa)*—  2, 
2cos3a  =  (acosa)^—  3  (acosa), 
2cos4«  —  (acosa)* —  4  (acosa)*H-  2, 
2Cos'5a  =  (acosa)« —  5(2Cosa)3-l-  5  (acosa;, 

on  démontre  ensuite  que  la  loi  est  générale  à  Taide  de 
la  relation  de  récurrence 

2COS  (m  -f-  i)rt  =  4cosacos/na  —  2C05(//i  —  i)a. 

Cela  posé,  soit  a  un  arc  commensurable  avec  tî,  et  2/7 
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uu  nombre  pair  positif  ici  que  2/;a  soît  un  multiple  de  t:. 
Remplaçons    m    par    2/;    dans    la   formule  (i);    on   a 
ii(ys%pa  =  ±  2,  et  la  formule  (i)  devient 

(  ±:  2  =  (2Cosa)*P— AJy,  (2Cosa)*/'-'-4-. . . 
^  ]  -t-(— i)^A2,(2cosa)2/>-»'7-h... 

ou,  en  posant 

^   ^  I  -h(— i)yA7„a7/>-7-H...±2r^o. 

On  voit  donc  que  x  est  racine  d^uiie  équation  algébrique 
à  coefficients  entiers,  le  premier  coeflicient  étant  égal 
à  Tunité.  Si  cette  équation  admet  une  racine  commen- 
surable,  on  sait  que  cette  racine  est  égale  à  un  nombre 
entier.  Comme  x  est  compris  entre  o  et  4?  l^-'s  seules 
valeurs  admissibles  sont  o,  i,  2,  3,  4  ^t,  par  conséquent, 
les  seules  valeurs  possibles  de  cosa  sont  : 

o.d:-!.,      ±-^,      ±^,      ±1. 
2  /2  '^ 

On  voit  qu'en  se  bornant  au  premier  quadrant  les  seuls 
arcs  répondant  à  la  question  sont  les  aies  de  o",  So"^,  45^, 
60*»,  9o^ 

2.  La  question  peut  être  généralisée.  Je  dirai,  pour 
abréger,  qu'un  nombre  j?  est  une  irrationnelle  algébrique 
d'ordre  /*,  lorsque  x  est  racine  d'une  équation  algébrique 
entière  d'ordre  /•,  irréductible,  à  coefficients  commensu- 
rables.  Proposons-nous  d'obtenir  tous  les  arcs,  commen- 
surables  avec  la  circonférence,  dont  une  des  lignes 
trigonométriques  est  une  irrationnelle  d'un  ordre  donné. 
Le  problème  sera  évidemment  résolu,  si  Ton  a  obtenu 
tous  les  arcs,  commensurables  avec  ir,  pour  lesquels  le 
carré  du  cosinus  est  une  irrationnelle  d'un  ordre  /•  donné 
à  l'avance. 
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^leni  donc  a  un  arc  conimensurable  avec  i:,  et  2p  un 
^^hre  entier  tel  que  2pa  soit  un  multiple  de  ir.  Le  prê- 
ter membre  de  Téquation  (3)  doit  admettre  un  divi- 
seur de  degré  r,  à  coefficients  commensurables.  S'il  en 
eslamsî,  on  sait,  d'après  un  ihéorùnic  dû  à  Gauss,  que 
y('^)  doit  être  le  produit  de  deux  polynômes  f  (x)  et 
VW  à  coeilicients  entiers,  ®(-^)  étant  de  degré  /;  comme 
le  coe/ïîcîeijt  de  xP  dans/*(x)  est  un,  le  coeflicient  de 
^dans  <p(x)  doit  aussi  être  égal  àrunité,et,  par  suite, 
xdoit  êtrt;  racine  d'une  équation  de  degré  r 

uonl  Lous  les  coefficients  A,  B,  . . . ,  L  sont  des  nombres 
entiers.  Comme  toutes  les  racines  de  cette  équation 
doivent  être  comprises  entre  o  et  4i  on  a  immédiatement 
une  limite  supérieure  de  chacun  des  coefficients  A,  B, 
^»  •  •  ,  L.  Il  n'y  a  donc  qu'un  nombre y?m  d'arcs  répon- 
dant a  1^  question,  en  ne  considérant  pas  comme  distincts 
deux  arcs  qui  diffèrent  par  un  multiple  de  tî. 

"  '^«sulle  aussi  de  là  qu'une  irrationnelle  donnéey  ne 
peut  être  le  cosinus  d'un  arc  commcnsurable  avec  tz  que 
**  ^y  est  racine  d'une  équation  algébrique  irréductible 
»  ^^^fficîents  entiers,  le  premier  coefficient  étant  l'unité, 
*y*ï^t  toutes  ses  racines  positives  et  inférieures  à  4*  Par 
^*^ple,  soit  A  un  nombre  rationnel,  qui  n'est  pas  égal 
^  cube  d'un  autre  nombre  rationnel  ;  y/A  ne  peut  pas 
tîlrc  égal  au  cosinus  d'un  arc  commcnsurable  avec  i:. 

Proposons-nous,  pour  donner  une  application,  de 
trouver  tous  les  arcs  commensurables  avec  i:,  pour  les- 
quels le  carré  du  cosinus  est  une  irrationnelle  du  second 
degré.  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  x  =  {cos-a  doit 
être  racine  d'une  équation  du  second  degré 

j:' —  A  X  -f-  B  --  o, 
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OÙ  A  et  B  soiil  des  nombres  entiers  positifs,  ayant  ses 
deux  racines  réelles  et  positives,  et  inférieures  à  4 y  c^* 
qui  exige  que  Ton  ait 

A<8,     B<i6,     Aî— 4B>o,     i6-+.B>4A. 

En  négligeant  les  équations  qui  admettent  des  racines 
entières,  on  ne  trouve  que  quatre  équations  satisfaisant 
à  ces  conditions 

x* — ix  -^  \  —  o,     J7* — .|ar-hi  =  o, 
x^ — 4^-i-2  =  o,     a;*— 5^ -+-5=  o; 

les  seules  valeurs  possibles  pour  cosa  sont  donc  les  sui- 
vantes : 


.«=±/^ 


:  /s  ±  I  ±  /i 


8  4 


..  =  *t/^*j 


cosa  =  - — 


v/3      _  rt  v^  ±  V^ 


cosa  = : ^—  • 


Les  arcs  correspondants  sont  bien  commensurables  avec 
la  circonférence.  On  a,  en  effet,  en  se  bornant  au  pre- 
mier quadrant, 

Tz        V^6  -f-  i/ï                      5  ir       i/6  —  ^2 
cos  —  =- — --Î— >  cos  —  =- - 


il  4  12  4 

TT  i/5  -4-  I  2  TT 


02  82 


ros  —  =  ^: ÎL-  ,  P05  —  =  ^ , -  • 

10  4  10 
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GOXGOliRS  POUR  LBS  BOURSES  BE  LICENCE  EN  1894. 


I.  Par  chaque  point  M  d'un  plan  rapporté  à  des  coordonnées 
rectangulaires  Oa?,  Oy  passent  deux  des  hyperboles  repré- 
sentées par  réquation 

(i)  d*.ry -Jr  ay -^  X  =  Oj 

où  a  est  un  paramètre  variable.  Sur  quelle  courbe  (C)  le 
point  M  doit-il  se  trouver  pour  que  les  deux  hyperboles  se 
coupent  en  ce  point  à  angle  droit? 

En  combien  de  points  réels,  à  distance  finie  et  distincts  de 
l'origine,  la  courbe  (C)  rencontre-t-elle  l'hyperbole  définie 
par  l'équation  (i)? 

Quelle  relation  doit-il  exister  entre  a  et  ^  pour  que  les 
deux  hyperboles  définies  par  les  équations 

a^xy  -f-  ay  -h  x  =o,        b^xy  -f-  by  -4-  x  ~  o 

se  coupent  à  angle  droit  en  un  point  autre  que  l'origine?  Cette 
relation,  si  l'on  y  regarde  a  el  b  comme  les  coordonnées  d'un 
point,  définit  une  courbe;  on  construira  cette  courbe  et  l'on 
cherchera  en  combien  de  points  réels,  à  distance  finie  et  dis- 
tincts de  l'origine,  elle  rencontre  la  courbe  (C). 

II.  Étant  donnés  trois  nombres  inégaux  a,  6,  c,  on  considère 
les  six  points  qui,  rapportés  à  un  système  de  coordonnées  rec- 
tangulaires OxyZy  ont  respectivement  pour  coordonnées  a,  6, 
c;  b,  c,  a;  c,a,  b;  b^a,c\  c,b,a\  a,Cyb,  Démontrer  que  ces 
six  points  sont  sur  un  cercle;  former  les  équations  du  plan  de 
ce  cercle  et  du  cône  qui  a  ce  même  cercle  pour  directrice  el 
l'origine  des  coordonnées  pour  sommet. 
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GONGOUaS  GÉNÉRAL  DB  1895. 


Mathématiques  spéciales. 
Première  question,  —  On  considère  l'équation 

{ax^^bx-^c)-r^  -h  2(Xr-+-  ijl)^h-X7'  =  o. 

I*  Les  constantes  réelles  a^  6,  r,  X,  [x  étant  donnéeSj  on 
demande  de  prouver  que  l'on  peut  choisir  la  constante  /c,  de 
manière  que  l'équation  précédente  soit  vérifiée  par  un  poly- 
nôme j' =/(a?)  de  degré  donné  n. 

9."  On  suppose  ensuite  que  le  trinôme 

ax^-\-  bx  -^  c 
a  ses  racines  a©,  ai  réelles  et  distinctes  et  que,  dans  la  décom- 

position  de   — .  —  ~ en    fractions    simples   définie   par 

l'identité 

Ix  -^[1  _         ûto  «t 

ax^-\- bx-h  c  ""  X  —  ao      x  —  ai^ 

les  coefficients  a©,  ai  sont  positifs  et  différents  de  zéro. 
Démontrer  que,  dans  ces  conditions,  l'équation 

f(x)=o 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre  «o  et  aj. 

On  examinera  si  cette  équation  peut  avoir  des  racines  mul- 
tiples. 

Deuxième  question.  —  On  donne  une  courbe  du  troisième 
degré  Cj  définie  par  les  équations 

:r  =  6XV»        JK=6X[x«,         5  =  X3-f.|jL3, 

où  X  et  fx  désignent  deux  variables  indépendantes  que,  pour 
abréger,  nous  appellerons  les  coordonnées  du  point  a  de  la 
courbe  Cg. 


Digitized  by 


Google 


(  25i  ) 

|o  Trouver  la  relalion  qui  doit  lier  les  coordonnées  de  trois 
points  Oi,  ai,  a^  de  la  courbe  C3  pour  que  ces  points  soient 
en  ligne  droite. 

2^  Trouver  la  relation  qui  doit  lier  les  coordonnées  de  mx 
points  «1,  aj,  «3,  a^,  a»,  ag  de  cette  courbe  pour  qucc€9  points 
soient  sur  une  conique. 

Déduire  de  là  la  condition  nécessaire  et  Mfffsante  pour  que, 
par  trois  points  ai,  a^,  a^  de  la  courbe  G3,  on  puisse  faire  pas- 
ser une  conique  C2,  touchant  C»  aux  points  ai,  aj,  aj. 

Les  côtés  du  triangle  ai  a^ay  coupent  Cj  en  des  points  61,  b^^ 
63,  situés  sur  une  droite  D. 

Les  droites  qui  touchent  la  courbe  C3  aux  points  ai,  as,  a^ 
la  coupent  en  des  |p<rints  Ci^c^^Cz  situés  sur  une  droite  A. 

La  droite  D  étant  donnée,  quel  est  le  nombre  des  coniques 
Cs  qui  lui  correspondent? 

La  droite  A  étant  donnée,  quel  est  le  nombre  des  coniques 
Gj  qui  lui  correspondent? 


mn  SUR  lIi\E  FORMULE  BIEN  CONNUE 
DE  IK  GÉOMÉTRIE  IMAGINAIRE; 

Par  m.  B.  KAGAN. 


On  sait  bien  que  Taire  (A)  d'un  triangle  rectîligne 
dans  l'espace  hyperbolique  est  proportionnelle  à  la  dif- 
férence id  —  (A-f-B-f-C),  A,B,  C  étant  les  angles 
de  ce  triangle.  Si  Ton  prend  pour  unité  l'aire  (0)  du 
triangle,  dans  lequel  cette  différence  est  égale  à  Tunité 
angulaire  (ce  qui  est  toujours  possible,  pourvu  que 
celle-ci  soit  moindre  que  aé/),  on  tire  de  cette  relation 
l'équation  fondamentale 

(1)  A-2c^— A  — B  — C, 

qui  ne  dépend  pas  du  choix  de  Tunité  angulaire,  parce 
que  celle  de  surface  lui  est  proportionnelle.   Pour  un 
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triangle,  rectangle  en  C,  cette  formule  devient 

A  =  rf— A- B. 

Si  la  calliète  AC(=i)  reste  invariable,  tandis  que 
l'autre  cathèteAB(=  a)  augmente  infiniment,  <[B  tend 
vers  o  et  <^  C  vers  II  (i).  Donc 

Pour  passer  de  la  géométrie  imaginaire  à  celle  d*Eu- 
clide,  il  ne  faut  (juc  poser 

n(57)  =  constante  =  </. 

Donc  la  formule  (2)  nous  donne  pour  Tcspace  eucli- 
dien 

(•y  a)  lim  A  —  o. 

Or,  on  sait  bien  que  cette  limite  est  égale  (dans  ce 
cas-ci)  à  oc.  Il  est  clair  que  ce  n*est  qu'une  contradiction 
apparente.  Dans  Téquation  (1),  A  désigne  la  mesure  de 
Taire  du  triangle,  c'est-à-dire  son  rapport  à  l'aire  0. 
En  Texpriniant  explicitement,  on  reçoit 

(3)  ^=a^-A  — B-C. 

0 

Dans  l'espace  euclidien,  le  triangle,  dont  Paire  est 
prise  pour  unité  ci-dessus,  n'existe  pas;  pour  unité  de 
surface  y  est  adoptée  la  double  aire  (20')  d'un  triangle 
rectangle,  dont  les  calliètes  sont  égales  à  l'unité  de  lon- 
gueur. L'équation  (2  a)  n'exprime  que  la  proposition 
suivante  :  le  rapport  de  l'aire  d'un  triangle  rectangle, 
dont  une  des  cathètes  est  constante  et  l'autre  augmente 
infiniment,  à  celle  d'un  triangle  (o),  pour  lequel 
'2d — A  —  B  —  C  est  égal  à  l'unité  angulaire,  tend 
vers  o  avec  la  courbure  de  l'espace.  La  contradiction 
apparente  ci-dessus  interprétée  convenablement  conduit 
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à  la  conclusion,  que  le  rapport  (  —  )  augmente  îniini- 

ment,  quand  la  courbure  négative  de  Tespace  tend  vers 
zéro. 

Il  s*agit,  en  premier  lieu,  de  constater  analytique- 
ment  cette  affirmation.  En  second  lieu^  nous  allons  pré* 
senter  quelques  considérations  où  la  formule  (2)  trouve 
son  application. 

A,  B  et  C  étant  les  angles  d'un  triangle  rectiligne 
dans  l'espace  de  courbure  constante  négative,  a,  &  et  c 
les  côtés  opposés,  on  a 

(4)  sinn(a)(co8A  -+-  cosB  cosG)  =  sinBsinC. 

D'autre  part, 

!    •    „,  V  sinll(a7)s!nn(r) 

l  V     -f-^;       i-+-coslI(a')cosIl(^) 

En  conséquence, 

}  1 -r-  COS*IJ(a7) 

(6)  ■ 

i         «.      ^         2Cosn(.r) 

f  cosn(5ij-)=  ,„/    ; 

\  ^       i-+-cosMI(j?)' 


d'où  Ton  tire  sans  peine 


(7) 


) 


l            V-î/      V     n-sinll(: 
tanfi:n(ir)=4/ .    „    ^ 


où  le  radical  doit  être  compté  positif  pour  les  valeurs 
positives  de  Targument  x. 
Ann.de  Afathemat.,  3'séric,  t.  \1V.  (Juin  1890.)  18 
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En  combinant  les  formules  (4)  et  (7),  on  reçoit 


<^V' 


„ ,  ^  i  ,  sinB  sinC 

tangn|^-j=     /        A  +  B  +  C B  +  C-A' 

cos cos 


/a\_^        / sinB  sinC 

U/      4  /         A-4-C-B         C-f-B-A' 

1/    cos cos 

y  '1  a 


on  bien,  en  vertu  de  la  relation  (3), 


/a\  /  siiT'BsinG 


sm  II    -    = 


/a\  _        /  sinBsinC 

Ces  formules,  combinées  avec  celles  que  Ton  en  tire 
par  analogie,  nous  donnent 

Or,  ha  désignant  la  hauteur  AD  du  triangle  ABC, 
abaissée  du  sommet  A,  on  tire  du  triangle  rectangle  ADC, 

sinC  =  cotïl(/ia)  tangn(é>). 

Après  la  substitution  de  cette  expression,  la  formule 
précédente  devient 

sinn(-  ^  j=  sinn^^jcotn(-j  coin/|j  tangn(6)cotn(//a). 

Or,  une  simple  combinaison  des  formules  (7)  donue 

(8)  cotn(- j  tangn(6)  =  isinn(  -  j, 
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et  l'on  reçoit  finalement 

<9)       sin(l^)  =  iMnn(£)sinn(^)cotn(?)cotn(A„). 

Dans  le  cas  où  le  triangle  esl  rectangle  eu  C, 

SI  on  le  substitue  dans  réqualiou  (())  et  que  Ton  y  ap- 
plique de  nouveau  la  relation  (8),  on  reçoit 

.in(i|)  =  sinn(î)coin(j)oo,n(J). 

En  particulier, 

(lo)  s\x\{-  ^^  =  sinn/^^)coin(i^cotn/'f\ 

où  c'  désigne  Thypoténuse  du  triangle  rectangle  équi- 
latère,  dont  les  cathètes  sont  égales  à  l'unité  de  lon- 
gueur. 

Comme  il  en  a  été  déjà  fait  mention,  les  équations (i) 
et  (3)  ne  dépendent  que  du  choix  de  Tunité  angulaire. 
On  peut  donc  la  choisir  de  telle  manière  que  arf  =  it, 
ce  qui  revient  à  mesurer  l'angle  par  le  rapport  de  Tare 
correspondant  à  son  rayon  géodésique  sur  la  sphère 
limite.  Alors  il  est  permis  de  substituer  en  (9)  et  (10), 

au  lieu  de  sin(-  nçU  l'argument  (-  -j»  celui-ci  devenant 

infiniment  petit.  Si  la  courbure  —  7ï  ^*^  Tespace  tend 
vers  o,  les  côtés  a,  i,  c  du  triangle  restant  finis,  les 
rapports  f  j^  1  deviennent  infiniment  petits.  Comme 
il  est  permis,  dans  ce  cas,  de    substituer  au  lieu  de 
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siiill(a),  tai)gn(a),  .  .  .,  i  et  y  >  •  •  •»  en  négligeant  les 
infiniment  petits  des  ordres  supérieurs,  on  voit  (9),  (10) 
que  les  rapports  *  et  ^-  tendent  aussi  vers  o.  Donc  les 


équations 

(9) 

et 

(10)  deviennent 

(>■) 

A 

1    a  fia 

(12) 

8' 

1   I  1 
=  277' 

En  divisant  ces  équations  Tune  par  l'autre,  on  reçoit 
la  formule  euclidienne 


,.      A         i  a  ha         / ,         . 

hm-^  = ^  (/  =  oo). 

2  0         211  ^ 


En  outre,  l'équation  (iq)  prouve  que 

8' 

lim  ^    =0  (/  =  oo).  C.Q.F.D. 

Il  est  évident  que  le  sens  de  cette  proposition  est 
purement  analytique.  C^est  seulement  dans  le  cas  où 
on  l'applique  à  des  ensembles,  dans  lesquels  on  peut 
passer  de  Tun  à  l'autre  en  conservant  la  même  unité  de 
longueur,  qu'elle  admet  une  interprétation  réelle. 

La  circonférence  (C)  et  l'aire  (K)  du  cercle  s'expri- 
ment dans  la  géométrie  imaginaire  par  les  formules 
suivantes 

(i3)  C  =  27rcolII(r), 

(i4)  K  =  47Tcoiîri^-y 

Donc,  pour  la  surface  (a-)  d'un  secteur,  dont  l'arc  a  la 
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longueur  5,  on  a  l'expression  suivante  : 


,,  25  COt* 

__  sK  _ 


"(0 


G  /cotn(r) 

ou  bien,  en  la  transformant  au  moyen  de  la  formule  (8), 

En  désignant  par  2  A  Taire  du  triangle  qui  est  formé 
par  les  deux  rayons  extrêmes  et  la  corde  (2X)  du  sec- 
teur, et  par  t  celle  du  segment,  on  reçoit 


:  =  -j  cosII(  -  j  —  aA. 


Si  le  rayon  du  cercle  augmente  infiniment,  l'arc  (s) 
s'approche  de  l'arc  {s')  du  cercle  limite,  qui  correspond 
à  la  corde  (aX).  Or 


5'  =  a/cotn(X); 
donc 

lim  j  -  cosll  (  -  j    =  2cotII(X) 


(r  =  oc). 


D'autre  part,  selon  la  formule  (2), 

lim(2A)  =  7c  — 2lI(X)        (r  =  oo). 

La  démonstration  de  la  formule  (i4)  suppose,  essen- 
tiellement, que  les  arcs  du  cercle  sont  mesurés  par  leur 
rapport  à  leur  rayon  géodésique,  ce  qui  nous  oblige 
d'exprimer  2  d  par  it.  En  conséquence, 

x'  =  limx(r=«o)  =  a  cotII(X)-i-  2lI(X) —  it, 

t'  désignant  Taire  du  segment  d'un  cercle  limite,  dont 
la  corde  est  égale  à  2X. 
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Comme  la  mesure  de  cette  surface  est  toujours  posi- 
tive, on  a 

(i5)  2C0tn(X)-h27r(X)>Il        (X>o). 

Or 

X       _x 

g?  g    7  1  _  X 

cotn(X)  = ,  tang-n{X)  =  c    7. 

En  substituant  ces  expressions  dans  l'inégalité  (i5), 
on  reçoit 

(i6)  4arctange    '-4-6'  — e    '^>  II         (X>o) 

ou  bien 

X       X        _x 
(17)  4  arc  cote'-f-e'  — c    '  >  Il  (X>o). 

__X 
Si   Ton  pose  enfin   dans  (16)  e    ^=z  et  dans  (17) 
X 
e^  =  Zy  on  en  tire 

4arctang2-h- — 5  >  ic        (^  <  i), 

4  arc  cot>5    -h  z >  Il         (-z>i). 

Ces  inégalités  admettent  certainement  une  démon- 
stration analytique;  les  considérations  qui  précèdent 
leur  donnent  l'interprétation  géométrique. 


REMAKQVE  SUR  LA  VALEUR  DE  i'; 

Par  m.  Vladimir  VARIGAK, 

Professeur  à  Osijek  (Esseg),  en  Slavonie. 


La  vraie  valeur  de  cette  expression  a  été  déterminée 
déjà  par  Euler.  Prenant  pour  point  de  départ 


cosa  -f- 1  sina  =  ^'^, 
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équation  fondamentale  dans  la  théorie  des  imaginaires, 
on  trouve 


1=  e*    . 


Élevant  de  côté  et  d'autre  à  la  puissance  i,  on  obtient 


Jusqu'à  ce  moment  jVstimai  ce  résultat  incontes- 
table ;  maintenant  je  trouve  dans  la  Géométrie  de  po^ 
sition  de  Mouchot  (*),  à  la  page  i46,  le  raisonnement 
que  voici  : 

Conune  il  est  certain  que 
Euler  ne  fait  pas  difficulté  d'en  conclure 


ety  par  suite, 


ir 


—  t'  =  c*  , 


Vallès  conteste,    non  sans  raison,    l'exactitude    des 
deux  dernières  formules,  puisqu'il  en  résulterait 


_?        25 
e    *  H-  e*  :r=  o; 


d'où 

e«  —  —  I , 


conséquence  absurde,  et  qui  ne  saurait  provenir  que 
d'une  fausse  hypothèse. 


(•)  A.  Mouchot,  Z,e5  nom  elles  bases  de  la  Géométrie  supérieure. 
Paris,  1892. 
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Afin  de  donner  les  valeurs  exactes,  M.  Mouchot  évalue 
par  son  procédé  purement  géométrique  les  logarithmes 
de  i'  et  de   —  i*.  A  la  page  i4i  de  l'Ouvrage  cité,   il 
donne  les  égalités 

i*  =  dr  t         et         —  t'  =  qp  c; 

d'où  il  suit  que  i*  et  — i'  ont  pour  logarithmes,  l'un 
±  -  I,  l'autre  qz  -  i.  Il  en  résulte 

et,  si  Ton  applique  à  ces  nouvelles  formules  le  raison- 
nement de  Vallès,  on  trouve 


d'où 


e    »   -+-  e    *    =o; 


OU 


résultat  exact  (*). 

Tout  cela  m'étonnait  bien.  Je  lus  plusieurs  fois  ce 
passage;  cela  m'eût  coûté  beaucoup  d'admettre  que  la 
déduction  d'Euler  soit  erronée.  Celle  de  Mouchot- 
Vallès  me  semblait  l'être  du  moment  où  j'ai  lu  À  la 
page  i3g  de  l'Ouvrage  cité  «qu'élever  une  vectrice  à 
la  puissance  i,  c'est  la  convertir  en  une  autre  vectrice 
ayant  pour  logarithme  le  sien  changé  de  mode  »,  et 
pourtant  quand  l'auteur  opère  avec  les  angles,  dont  la 
tangente  excède  l'unité,  il  ne  suit  pas  cette  règle  (2). 
Sur  cette  déduction  douteuse  s'appuie  la  détermination 
des  logarithmes  de  i'  et  de  —  i'. 

Je  regrette  que  M.  Mouchot  n'ait  pas  dit  où  se  trouve 


(')  Ouvrage  cité,  p.  147. 

(')  Voiries  quatre  dernières  lignes  de  la  page  iSq. 
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la  remarque  de  Vallès  sur  riiiexactitude  de  la  formule 
d'Euler,  car   je  voudrais  bien  connairre  son  analyse  et 
savoir  d'où  il  a  tiré  Tégalité 


Elle  est  évidemment  fausse,  et  c'est  bien  difficile  de 
croire  qu'elle  se  trouve  dans  Euler.  Après  tout,  il  me 
semble  qu'elle  dérive  d'un  lapsus  calami. 

En  faisant 


et,  pour  a  =  - 


—  9 


cosa  —  i  sinoL  =  e- 


on  a,  élevant  à  la  puissance  i, 

Si  Ton  oublie  de  meltre  la  base  — i  entre  paren- 
thèses, on  a  la  seconde  équation  en  question.  Au  moins 
j'ai  en  vain  tenté  de  la  déduire  d'une  autre  manière. 
Mais  il  n'est  pas  permis  d'omettre  les  parenthèses; 
( —  iy  n'est  pas  égal  à  —  i*. 

D'ailleurs  on  a 

et  enfin 

i-i  =  €*, 

comme  la  seconde  équation.  Avec  elle  on  ne  peut  ti- 
rer aucune  conséquence  absurde,  mais  avec  celles  de 
M.  Mouchot  on  le  peut  de  la  manière  suivante   :  nous 
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avons  vu  qu'il  est  arrivé  à  régalîté 


prenons  les  logarithmes  népériens,  nous  aurons 


ili  =  ±:      i 


et,  quand  Ton  supprime  le  facteur  i,  il  vient 


1 


conséquence  absurde  et  qui  est  en  contradiction  avec 
l'expression  donnée  à  la  page  146, 

k  désignant  un  nombre  quelconque  ou  zéro. 


SUR  LA  COURBIIRE  DU  GOIVTOUR  APPARENT  D'UNE  SURFACE 
PROJETÉE  ORTHOGONALEMENT; 

Par  m.  m.  d'OCAGNE. 


Soient,  en  un  point  M  de  la  courbe  de  contact  C  de 
la  surface  S  et  du  cylindre  projetant  P,  MX  et  M  Y  les 
tangentes  aux  sections  principales  dont  les  rayons  de 
courbure  sont  Ro  et  R^,  Mm  la  génératrice  du  cylindre 
projetant,  m  étant  la  projection  de  M,  MT  la  tangente 
à  la  courbe  C,  MS  la  tangente  à  la  section  droite  du 
cylindre  P,  droite  perpendiculaire  à  M/;i  en  M. 
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Appelons,  en  outre,  Rj  et  R,„  les  rayons  de  courbure 
en  M  des  sections  normales  de  la  surface,  menées  par 
MT  et  M/?*,  /•  le  rayon  de  courbure  du  contour  appa- 
rent en  m,  égal  à  celui  de  la  section  droite  du  cylindre 
P  en  M,  0,  0-,  UL  les  angles  que  MT,  MS  et  Mm  font 
avec  MX,  a  T angle  TMm. 

La  relation  d'Euler  donne,  lorsqu'on  Tapplique  à  la 
surface  S, 


et  au  cylindre  P, 


I 
R».~ 

COS*}! 

R.    "^ 

Rt 

., 

cos' ( a  - 

-î) 

»t 

/• 

r  = 

=  Rt  sin*( 

X. 

(a) 

Puisque,  d'après  le  théorème  de  Dupin,  les  droites 
MT  et  Mm  sont  deux  diamètres  conjugués  de  Tindica- 
Irîce  au  point  M,  on  a,  par  application  des  théorèmes 
d'Apollonius 

(3)  RT-+-Rm  =  RoH-Ri, 

(4)  RtR„,  sin»a  =  RqRi. 

Des  formules  (2)  et  (3)  on  tire 

RoRi 

"m 

formule  qui  peut  se  traduire  par  ce  théorème  : 

Le  produit  de  la  courbure  en  M  de  la  section  nor- 
male faite  dans  la  surface  S  par  la  génératrice  Mm, 
par  la  courbure  en  m  du  contour  apparent ,  est  égal  à 
la  courbure  totale  de  la  surface  S  en  M. 
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Au  moyen  de  la  formule  (3  ),  la  formule  (5)  peui  être 
transformée  en 

formule  qui  lie  la  courbure  du  contour  apparent  h  la 
courbure  normale  de  la  courbe  de  contact  de  la  surface 
et  du  cylindre  projetant. 

Enfin  la  formule  (5),  transformée  au  moyen  de  (i), 
donne 

r  =  R|  cos'  [JL  -4-  Ro  sin'  \i 
ou 

(7)  /•  =  Ro  cos'ff-+- K|  sin'fj. 

Cette  dernière  formule  est  celle  que  M.  Manubeini 
obtient  dans  son  Cours  de  Géométrie  descriptive 
(2*^  édit.,  p.  321),  en  faisant  intervenir  la  considération 
de  la  normalie  à  la  surface  S  le  long  de  la  courbe  C. 


COXGOURS  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTEGHNIOIE  EN  1893. 


Composition  de  Mathématiques. 

On  donne,  d'une  part,  deux  droites  D  et  D'  ne  se  coupant 
pas;  d'autre  part,  deux  autres  droites,  A  et  A'  ne  se  coupant 
pas.  On  considère  une  droite  variable  OA  passant  par  l'origine 
O,  et  située  dans  le  plan  de  coordonnées  xOy. 

i*  Former  Téquation  de  la  surface  du  deuxième  degré  S  qui 
contient  D,  D'  et  OA. 

2°  La  surface  S,  cl  la  surface  analogue  il  qui  contient  A,  A' 
et  OA,  se  coupent,  en  dehors   de   OA,   suivant   une  certaine 
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courbe.  Trouver  la  surface  lieu  };éoinélrique  de  celle  courbe, 
lorsque  OA  décrit  le  plan  xOy. 

3*  Déterminer  les  droites  situées  sur  celle  surface. 

4®  Étudier  complètement  cette  surface  dans  le  cas  particulier 
où  les  quatre  droites  D,  D',  A  et  A'  sont  quatre  génératrices  d'un 
même  sjslème  d'un  hyperboloïde  tangent  en  O  au  plan  xOy; 
et  montrer  que,  dans  ce  cas,  le  lieu  comprend  un  plan  qui 
demeure  invariable  lorsque  les  quatre  droites  décrivent  res- 
pectivement des  plans  passant  par  le  point  O. 

N.  B.  On  conservera  les  notations  indiquées. 

Épure, 

Un  lore  à  axe  vertical  a  son  centre  :  i°à  140""  du  bord  droit 
de  la  feuille,  1^  à  180""  du  bord  inférieur  en  projection  hori- 
zontale, et  à  Sio""  du  même  bord  en  projection  verticale.  Le 
cercle  méridien  a  28"""  de  rayon,  et  son  centre  est  à  68*""  de 
distance  de  l'axe  du  tore. 

Une  sphère  de  24*"""  de  rayon  touche  l'axe  du  tore  à  40*™" 
au-dessus  du  centre  de  celui-ci.  En  projection  horizontale  le 
centre  de  cette  sphère  est  sur  la  bissectrice  de  l'angle  de  deux 
droites  issues  du  centre  du  tore,  l'une  de  front  dirigée  vers  la 
gauche,  l'autre  debout  dirigée  vers  le  haut  de  la  feuille.  A  cette 
sphère  est  circonscrit  un  cône  dont  le  sommet  est  sur  Taxe  du 
tore,  à  93""°  au-dessus  du  centre  de  celui-ci. 

On  demande  de  représenter  par  ses  projections  la  partie  du 
tore  supposé  plein  qui  est  intérieure  au  cône.  La  courbe 
d'intersection  des  deux  surfaces  sera  en  traits  noirs  pleins  pour 
les  parties  vues,  en  points  noirs  ronds  pour  les  parties  cachées. 
On  indiquera  en  traits  rouges  la  construction  :  i^  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  et  de  la  tangente  en  ce  point;  1"  d'un 
point  de  la  courbe,  choisi  sur  chacun  des  contours  apparents 
circulaires  du  tore;  3"  de  la  sphère,  ainsi  que  des  parties  du 
tore  et  du  cône  en  dehors  de  l'intersection. 


Calcul  trigonométrique. 

On   donne   clans  un  triangle    la  base  a  =  22579"', 83,  ^^  ^^^ 
deux  angles  B  =  7i«22'3i',5;  G  =  39"5r2o',r>. 
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Calculer  A,  b,  c,  la  surface  S,  et  la  hauteur  H  correspon- 
dant à  la  base  a. 

Composition  de  Physique  et  Chimie. 

Physique.  —  1.  Lunette  de  Galilée. 

II.  Détermination  du  poids  d'un  litre  d'air  à  o",  et  à  la  près- 
non  de  76*^'".  (On  supposera  connue  la  détermination  du  poids 
spécifique  «les  gaz.  ) 

Chimie,  —  Indiquer  :  !•  les  différences  qui  existent  entre  le 
chlore  et  l'azote,  et  entre  leurs  composés:  a°  les  rapproche- 
ments qu'on  peut  établir  entre  ces  corps. 

Composition  fran raise. 

Expliquer  et  justifier  cette  pensée  d'un  écrivain  étranger  : 
«  La  France  réserve  d'heureuses  surprises  à  ses  amis  et  à 
ses  ennemis  aux  plus  tristes  jours  de  son  histoire.  II  y  a  dans 
ce  peuple  étrange,  après  les  désastres  et  les  décadences,  une 
vigueur  de  renaissance,  une  vitalité  excitée  par  le  malheur, 
une  faculté  à  revivre  qui  doivent  mettre  en  garde  ses  ennemis 
les  plus  triomphants  contre  un  mépris  prématuré,  et  les  Fran- 
çais contre  le  découragement  et  le  désespoir,  contre  le  doute 
môme  à  l'égard  de  leur  immortelle  patrie.  » 


CORRESPONDANCE. 


MoiVSIEUR  LE  RÉDVCTEUR, 

Bien  qu'eu  dépit  d*uae  légende  assez  répandue,  le 
sujet  de  la  Composition  mathématique,  pour  Tadmission 
à  l'Ecole  Polytechnique,  n'ait  pas  été,  cette  année,  pro- 
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posé  par  moi,  j'ai  rencontré,  en  m^en  occupant,  une 
élégante  solution  géométrique  de  l'une  des  questions 
posées^  qui  intéressera  peut-être  quelques-uns  de  vos 
lecteurs.  Je  vous  demande  la  permission  de  l'exposer 
en  quelques  mots. 

Étant  donnés  deux  couples  de  droites  quelconques 
D,  D'  et  A>  A'»  un  plan  P  et  un  point  O  dans  ce  plan, 
il  s'agit  de  trouver  le  lieu  de  l'intersection  de  deux  sur- 
faces du  second  ordre  S  et  S,  contenant  toutes  deux 
une  même  droite  variable  OA  du  plan  P  et  passant, 
l'une  par  les  droites  D  et  \)\  Tautre  par  les  droites  A 
et  A'. 

Soient  a,  a',  a,  a'  les  traces  respectives  de  D,  D', 
A,  A' sur  le  plan  P,  b  et  b'  les  points  où  D  et  D'  sont 
rencontrées  par  une  même  droite  issue  du  point  O, 
^3  et  P'  les  points  où  A  et  A'  sont  rencontrées  par  une 
même  droite  issue  également  de  O.  Les  droites  aa' 
et  bb\  rencontrant  chacune  les  trois  droites  OA,  D 
et  D'  de  la  surface  S,  sont  situées  sur  cette  surface. 
Par  suite,  lorsque  OA  pivote  autour  du  point  O,  la 
surface  S  passe  constamment  parle  quadrilatère  gauche 
aa^b'b,  de  manière  à  engendrer  un  faisceau  ponctuel, 
en  restant  constamment  en  correspondance  homogra- 
phique  avec  OA.  De  même  la  surface  S  passe  constam- 
ment par  le  quadrilatère  gauche  aa'^'^  et  forme  un 
second  faisceau  ponctuel,  en  restant  également  en  cor- 
respondance homograpliique  avec  OA.  Par  suite,  les 
surfaces  S  et  S  des  deux  faisceaux  se  correspondent 
homograpliiquementet,  d'après  un  théorème  bien  connu, 
leur  intersection  complète  engendre  une  surface  du 
quatrième  ordre.  Mais  l'intersection  comprend  la  droite 
OA  qui  décrit  le  plan  P.  La  cubique  gauche,  complé- 
tant cette  intersection,  engendre  donc  une  surface  du 
troisième  ordre. 
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Cette  surface,  comme  on  le  vt>it  presque  immédiale- 
ment,  peut  encore  être  engendrée  de  la  manière  sui- 
vante. On  fait  pivoter  le  plan  P  autour  du  point  O. 
Dans  chacune  de  ses  positions,  on  joint  les  points  où 
il  rencontre  les  droites  D  el  D',  les  points  où  il  ren- 
contre les  droites  A  et  A'.  Le  point  d'inserseclîon  des 
droites  ainsi  obtenues  engendre  la  surface  .du  troi- 
sième ordre  en  question.  Ce  qu'il  y  a  de  particulière- 
ment remarquable,  c'est  que  toute  surface  du  troisième 
ordre  peut  être  décrite  par  le  mode  de  génération  quî 
vient  d'être  indiqué  et  même  d'un  certain  nombre  de 
manières.  Ce  nombre  est  égal  à  216000^  dans  le  cas  où 
les  27  droites  de  la  surface  sont  réelles.  Enfin  ce  mode 
de  génération  conduit  à  un  mode  de  représentation 
plane  d'une  surface  quelconque  du  troisième  ordre.  En 
eflet,  au  plan  P,  mobile  autour  du  point  O,  menons, 
dans  chacune  de  ses  positions,  une  perpendiculaire 
en  O.  La  trace  de  cette  droite  sur  un  plan  fixe  arbi- 
traire correspondra  k  un  point  unique  de  la  surface  et 
réci  proquement. 

Il  y  aurait  là  matière  h  de  plus  amples  développe- 
ments; mais  je  me  bornerai  à  ces  remarques  très  géné- 
rales, qui  m'ont  paru  présenter  un  certain  intérêt,  sans 
pouvoir  affirmer  d'ailleurs  qu'elles  sont  nouvelles. 

Veuillez,  Monsieur  le  Rédacteur,  agréer  l'expression 
de  mes  sentiments  distingués. 

G.  FOUÏIET. 

Paris,  le  5  juin  i8ç)5. 
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SUR  LES  EXPONENTIELLES  HIAGINAMIES; 

Par   m.  g.  TARRY. 


On  sait  que  les  nombres  qui  mesurent  les  angles  sont 
des  logarithmes  dont  la  base  est  e^""*  ou  e.  La  figure  géo- 
métrique formée  par  deux  droites  qui  se  coupent  repré- 
sente une  infinité  d'angles  égaux  au  point  de  vue  de 
leur  représentation  matérielle,  mais  non  identiques 
puisqu'ils  diffèrent  de  multiples  de  air.  Pareillement, 
la  figure  algébrique  a  +  A  y/ — i  représente  l'infinité 
des  nombres 

égaux  au  point  de  vue  de  la  représentation  matérielle 
algébrique,  mais  non  identiques,  puisque  les  exposants 
diilerent  de  multiples  de  21:. 

Ce  rapprochement  entre  les  angles  et  les  exponen> 
lielles  met  en  lumière  cette  vérité  d'apparence  para- 
doxale :  deux  nombres  égaux  élevés  à  des  puissances 
égales  peuvent  donner  deux  nombres  inégaux,  et  réci- 
proquement deux  nombres  inégaux  élevés  à  des  puis- 
sances égales  peuvent  donner  deux  nombres  égaux. 
Ainsi  les  nombres  égaux  s^^,  e*'^  élevés  à  la  puis- 
sance y/ —  I  donnent  les  nombres  inégaux  esuv^-*^  ^Ai^yf^^ 
et  réciproquement  les  nombres  inégaux  e^W-* .  ^^W^ 
élevés  à  la  puissance  — y^ —  1  donnent  les  nombres  égaux 
s'^,  e*^.  De  même,  si  Ton  élève  à  la  puissance  ^  les 
nombres  égaux  (-f- 1)*  et( —  i)^,  on  obtient  les  nombres 
inégaux  -f- 1  et  —  1 . 

Mais  deux  nombres  égaux  et  identiques,  élevés  à  des 
Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  XIV.  (Juillet  1895).  19 
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puissances    égales,    donnent    toujours    deux    nombres 
égaux  et  identiques,  puisqu*on  a  identiquement 

(ea-»-p^^H-îX7c)'"-^'»^=T=:  £(a-»-p^=T+-îXic)(/n-i-/ivQr), 

L*exposant  m  +  /ly/ —  i  représentant  une  inGnité  de 
nombres  égaux  et  non  identiques,  on  voit  qu'on  a 
admis  implicitement  le  postulalum  suivant  : 

Deux  nombres  identiques  élevés  â  des  puissances 
égales  et  non  identiques  donnent  deux  nombres  identi- 
ques. 

Deux  nombres  identiques,  soumis  à  des  opérations 
non  identiques,  ne  pouvant  donner  des  résultats  abso- 
lument identiques,  il  denieurc  sous-entendu  que  les 
nombres  obtenus  sont  considérés  comme  identiques  au 
point  de  vue  seulement  de  la  représentation  algébrique 
de  la  forme  e^+Pv^"^.  Ces  nombres  diffèrent  nécessaire- 
ment, mais  ils  se  confondent  dans  cette  représentation 
algébrique,  comme  deux  nombres  de  la  forme  £«+?/-* 
dont  les  exposants  diffèrent  de  2«  se  confondent  dans  la 
représentation  a  -4-  byj —  i,  ou  comme  deux  angles  qui 
diffèrent  de  21c  se  confondent  dans  la  représentation 
géométrique. 

En  résumé,  si  Ton  veut  éviter  l'introduction  en 
Algèbre  d'une  nouvelle  espèce  de  quantité  imaginaire, 
il  faut  admettre  que  les  nombres 

sont  égaux  au  point  de  vue  de  la  représentation  sous  la 

forme  e«+P»^"*. 

Cela  accepté,  aucune  difBculté  ne  peut  se  présenter 
dans  le  calcul  des  exponentielles.  Les  contradictions 
qu'on  a  cru  rencontrer  doivent  être  attribuées  à  des 
raisonnements  inexacts  ou  à  des  erreurs  de  calcul. 
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Il  convient  de  signaler  ici  une  faute  de  calcul  com- 
mise en  1876  par  M.  Vallès,  et  qui  ne  parait  pas  avoir 
été  signalée,  car  elle  a  été  répétée  en  1892  par  M.  Mou- 
chot  {Nouv^elles  bases  de  la  Géométrie  supérieure, 
p.  147). 

On  lit  dans  l'Ouvrage  de  M.  Vallès  Sur  les  formes 
imaginaires  en  Algèbre  (3^  partie,  p.  4^)  • 

«  Dans  la  formule  d'Euler 

gx/Tï  __  cosar  -+-/—  1  sinar, 

si  Ton  élève  les  deux  membres  à  la  puissance  y/ — i,  il 
viendra 

c-*  =  (cosa? -H^ — isina?)  ""*, 

égalité  qui,  en  faisant  x  =  ->  se  réduit  à 

»  Elevons  maintenant  les  deux  termes  de  la  formule 
d'Euler  à  la  puissance  — ^ —  i ,  il  viendra 

e'  =(cosa?  4-v^ — 1  sina?)        *  =  (cosar--/— isina?)  "*, 

égalité  qui,  si  Ton  suppose  que  x  devient  -9  donne 


»  Or,  cette  valeur  de  — ^ —  1  ^     ajoutée  avec  celle  de 
-hV^ —  r  ""*  donne 

e    *-hc*=o        ou        6^  =  —  I, 

ce  qu'aucun  géomètre  à  coup  sur  ne  sera  disposé  à  ad- 
mettre, » 
Le  résultat  auquel  arrive  M.  Vallès  est  dû  à  l'omission 
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(l^une  parenthèse.  Eu  cflet,  si  dans  Inégalité 

c«  =  (cosa? — y/  —  i  sinx)  "*, 

on  suppose  que  x  devienl-;-^  on  a 


2F 


et  cette  valeur  ajoutée  à  celle  de  -4-^ —  r  ~*  ne  donne 
plus  o. 

On  éviterait  bien  des  confusions  si  Ton  adoptait  une 
notation  spéciale  pour  distinguer  Tidentité  de  la  simple 
égalité.  Il  est  regrettable  que  le  même  signe  =  Ggure 
Tégalité  dans  les  relations 

et  l'identité  dans  les  relations 


PROBLEME  DU  CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1894; 

Par  m.  Raymond  SÉE, 
Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Janson  de  Sailly. 


On  donne  un  triangle  ABC  dont  les  côtés  ont  respec- 
tivement pour  équations 

i  X  =  o, 

(   Z  =  o, 

une  conique  S  touchant  en  A  et  B  les  côtés  CA  et  CB  de 
l'angle  ACB  et  dont  l'équation  est  XY  =  Z^ 

Sur  cette  conique  S,  on  prend  le  point  u  défini  par  les 
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équations  X  =  Y  =  Z,  et  un  point  variable  M  ;  enfin  on 
désigne  par  v  le  point  où  la  droite  Cpi  rencontre  Ja 
corde  de  contact  AB. 

Cela  posé,  on  joint  le  point  M  à  l'un  des  points  m 
de  AB  qui  ont  même  polaire  par  rapport  aux  angles  AMB 
et  [xMv  : 

I**  Démontrer  que,  M  décrivant  S,  la  droite  Mm  en- 
veloppe une  courbe  S  du  quatrième  ordre  et  de  la  troi- 
sième classe,  dont  Téquation  tangentielle  est 

m'-h  p* —  uvw  =  o. 


a^  Aux  points  où  une  droite  D  rencontre  la  courbe  S, 
on  mène  à  cette  courbe  les  quatre  tangentes  T^,  T2,  T3, 
T4, et  l'on  considère  laconique  Ci  inscrite  dans  le  pen- 
tagone formé  par  ces  quatre  tangentes  et  la  droite  AB. 
Démontrer  que,  si  Ton  assujettit  C|  à  passer  par  un 
point  P,  la  droite  D  enveloppe  une  conique  Ca  ; 

3°  Montrer  que  la  conique  C2  se  réduit  à  deux  points 
/>/'  quand  le  point  P  est  sur  une  certaine  conique  Cj. 
Trouver  dans  ce  cas  l'enveloppe  2?  de  la  droite  jQT'  et  le 
lieu  des  points/  eij^. 


S  \XY 

— 

Z*  = 

BC 

X 

=  0, 

CA 

Y 

=  0, 

AB 

Z 

=  0, 

,ji|X  =  Y  =  Z,      MjjL 


Y 
I 

I 
X 


M 


X  =  Y, 

Z  =0, 

X  =  XZ, 
Y-^ 


Z  =  0, 


-\ 


=  Y. 


Les  points  de  AB,  qui  ont  même  polaire  par  rapport 
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aux  deux  angles  AMB,  jjiMv,  ont  même  conjugué  har- 
monique par  rapport  aux  deux  segments  AB  et  pv  et, 
par  suite,  mt>me  polaire  par  rapport  aux  angles  ACB 
et  pCv. 

Z  =  o, 

Y  =  aX; 


Fig.  I. 


sa  polaire  par  rapport  à 

ACB,         aX-f-Y=o, 

pCv,         X[a(X  — i)-h2]H-Y(— 2aX-+-X  — i)=o, 

a(—  2aX-+-X  —  i)=a(X  —  i)-f-2, 

c'est-à-dire 

a^X  -f-  I  —  o. 

Donc  à  tout  point  M  correspondent  deux  points 

/  Z  =  o, 


K-:.l/:^x 


réels  si  A  -<  o. 
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X    =rkZ, 


W       Y  _  2 


I. 


Z  =  o,  . 

m  {    ,  avec         «'A  -l-i=  o, 

1  =  at  A , 


M^ 


X     Y     Z 


1      a    o 
J*ideiiLÎHe  avor 


=  _aX-^Y-i-Z 


(X.-J)... 


li  X  -h  V  Y  -+-  iv  Z  =  o, 


—  a  _^  I 


U 


u 

a  = * 

V 


la 


\  a*X  -f- 1  =  o, 
ou,  en  éliiniiiaiit  a  cl  A, 

[2     j  a»-f- 1*3=  Mt'iv, 

courbe  de  la  troisième  classe. 

Pour  avoir  l'équation  ponctuelle,  je  cherche  Tciive- 

loppe  de 

flïZ  —  a»X  -4-  aY    -  Z  =  o 

(obtenue  eu  remplaçant  X  dans  Mm),  c'est-à-dire  que 
j'élimine  a  entre 

(    -- a'X -i- 2aY  —  3Z  =  O, 

<!ourbe  du  quairièmc  ordre. 

11. 
Soît  une  droite  D  de  coordonnées  i/,,  Vot  "'o« 
S  =  /i'-i-  t''—  fK'tv  =  o. 


^z        dj:  ôz 

=  Mo(  3  M*  —  r«' }  -h  Co  (  3  «•*  ~  //«•  )  —  (Vo  '"'  —  o 


Digitized  by 


Google 


représente  une  conique  langente  aux  quatre  droites  T| , 
Ta,  T3,  T4.  Elle  est  de  plus  tangente  à  AB  (puisque  pas 
de  ternie  en  w^).  Il  n'y  a  qu'une  seule  conique  tangente 
à  cinq  droites.  L'équation  précédente  est  donc  celle  de 
la  conique  C<, 

Cl  =  3  Uq  W*  -^ZVqV^  —  U(iVW  —  Po  w*"  —  Wo  MP  =  o. 

Soit 

uxq  h-  vya  ■+■  wzq  =  o 

l'équation  d'un  point  P.  Pour  exprimer  qu'il  est  sur  la 
conique  Ci,  j'élimine  tv  et  j'exprime  que  l'équation  ho- 
mogène 

a  ses  racines  égales. 

En  supprimant  les  indices, 

C2  =  {uxo-h  vyQ-\-  wzqY—  4(3i/3o—  vxq){^vzq—  uy%)=  o, 

équation  de  la  conique  enveloppée  par  D. 

ra. 

Pour  que  la  conique  C2  se  réduise  à  deux  points,  il 
faut  que  le  premier  membre  de  son  équation  soit  une 
somme  de  deux  carrés  au  plus.  Il  faut  donc  que  les  trois 
demi-dérivées  partielles,  égalées  à  zéro,  aient  en  /i,  v,  iv 
un  système  commun  de  solutions,  qui  sont  précisément 
les  coordonnées  de  la  droite  J^. 

G2  est  de  la  forme  R2_  4PQ  —  o, 

P  =  ZuZq—  VXq, 

370  R  —  ajoP  —  GxîoQ  --  o, 
(1)  ^oR  —  6-^0  P  — 23-0  Q  —  o, 

^0  R  =  o. 
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J'élimine  P,  Q,  R  :  il  vient 

AB        Z  ==  o, 
C,=  XY-9Z*=o, 

conique  bltangente  à  S  aux  deux  points  A  et  B. 

Efn^eloppe  deff',  —  Posons 

Xo  =  3  aZq, 
3Zo 


Yo  = 


—  • 


Il  faut  éliminer  X  entre  les  deux  équations  auxquelles 
se  réduit  le  système  (i), 

|Y.P  +  3Z.Q  =  o,         j"'^^""^"' 

(R=0,  )3(MX-hr-\-|-W  =  0, 


S'=:  i/3-f-  p3_  1.  iiçi^  —  o. 


Lieu  des  points  f  et  f^.  —  Je  remplace,  dans  Cj,  X©, 
Yo,  Zo  en  fonction  de  X, 

(3aX -h  y -h  ^vV- ^(3m4- 3Xi^)*=  o. 

C]  se  décompose  alors  en  deux  fonctions  linéaires,  équa- 
tions des  points  dont  nous  cherchons  le  lieu. 
Soit 

Je  pose  y/y.  =  f , 

a(«*— 2/)+i^(i— 2/3)-+-w~-  =0. 

Je  résous  donc  les  deux  équations 

M(2f3 — 1) — 3<*t'H-    -    W  =  O, 

/     M(30-f-(''  — 2)r—  ^  (r  ^  o, 
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et 


7.t  -II*  2 (  /*-+-!)• 


i    IV  =  3  ' —  M, 


S'=  w'-h  t»* —  J  lit^iv  =  o. 


L'enveloppe  de  ff  ^  le  lieu  de  /*,  le  lieu  de  ^  sont 
donc  une  seule  et  même  courbe  :  cette  courbe  2'  est  du 
quatrième  ordre  et  de  la  troisième  classe,  coin  me  S. 

SOLUTIOM    G^:OMÉTRIQUE. 

Les  deux  points  m,  qui. ont  même  polaire  par  rapport 
aux   deux   angles  AMB,   piMv,  sont  les   poîiiLs   de    AB 


communs  aux  deux  involutions  définies  par  leurs  points 
doubles  A,  B,  p,  v. 

Cela  posé,  je  projette  la  figure  de  manière  que  la 
droite  AB  devienne  la  droite  de  Tinfini,  et  les  points 
AB  les  points  cycliques.  La  conique  S  devient  un  cercle 
de  centre  C  projection  de  C.  Le  point  jjl  devient  un  cer- 
tain  point  [jl'. 
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Le  faisceau  en  învolutîon  MA,  MB  se  projette  suivant 
un  nouveau  faisceau  en  involution.  Ce  dernier  traçant 
sur  la  droite  de  PinBni  une  involution  dont  les  points 

Fig.  3. 


doubles  sont  les  points  cycliques  est  engendré  par  un 
angle  droit  tournant  autour  de  M',  et  son  point  image 
est  C\  quel  que  soit  M^ 

Le  deuxième  faisceau  en  involution  a  pour  point 
image  le  point  V,  Par  suite,  les  droites  dont  nous  cher- 
chons Tenveloppe  sont  les  droites  M'I/,  M'L',. 

Cette  enveloppe  doit  être  une   hypocydoïde  h  trois 


rebrousse inents  :  car  elle  est  de  troisième  classe,  de 
quatrième  ordre,  et  bitangente  a  la  droite  de  Finfini  aux 
points  cyclicjues.  De  plus,  cette  hypocydoïde  doit  avoir 
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pour  centre  le  point  G  et  pour  cercle  de  roulement  un 
cercle  de  rayon  égal  au  triple  de  celui  de  S',  car  les 
deux  droites  M'L'  et  M'L'^  sont  rectangulaires,  et  Ton 
sait  que  le  lieu  des  points,  d'où  Ton  peut  mener  à  Thy- 
pocycloïde  à  trois  rebroussements  deux  tangentes  rectan- 
gulaires, est  le  cercle  inscrit  à  cette  hypocycloïde. 

Nous  allons  le  démontrer  directement. 

Considérons  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  égal 
au  triple  de  celui  de  S',  et  le  cercle  de  rayon  égal  à  celui 
de  S' tangent  à  S'  en  L'.  La  droite  M'L'  rencontre  le 
second  cercle  en  U.  Cherchons  le  lieu  de  D', 

(1)  =  27C  -+-  G'E'D'  =  2TU  H-  2M'L'L;, 
aM'L'L'i  =M'G>'-(7r~0), 
2(7r-0)  =  7r-M'G'[JL\ 
to-^-air-i-ir  — 2(11  — O)  — (tt  — 0)  =  3  0. 

o>=:30.  Donc  D'  décrit  une  hypocycloïde  à  trois 
rebroussements,  et  Ton  sait  que  la  tangente  à  cette 
hypocycloïde  en  D'  est  la  droite  L'IV.  Donc  M'L'  enve- 
loppe une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 

La  courbe  S  est  donc  la  perspective  d'une  hypocy- 
cloïde à  trois  rebroussements. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 
PROPOSÉE  AU  CONCOURS  DAGRÉGATION  EN  1894  (M; 

Par  m.  J.  LEMAIRE, 

Professeur  au  lycée  de  Douai. 


L'équation  générale  des  hyperboles  cquîlatères  qui 
déterminent  sur  Oy  des  segments  ayant  leur  milieu  au 

(»)   Voir  3«  série,  t.  XIII,  p.  5o3. 
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poiut  O  est 

^*  —  y^-h^Bxy  -^  iDx  -hF  =  o. 

Ecrivant  que  les  traces  de  ces  courbes  sur  Ox  parta- 
gent liarmoniquement  le  segment  AB,   nous  avons  la 

condition 

F-hab=  —  D(a-hb), 

de  sorte  que  Téquation  générale  des  hyperboles  H  est 
<H)    /ix,y)  =  ar*— ^*-h2Ba:^-4-2Da?  — a6  — D(a-i-6)  =  o. 

I.  Pour  établir  la  première  partie,  il  suffit  de  prouver 
qu'il  y  a  une  infinité  de  poiats  dont  les  polaires,  par 
rapport  aux  coniques  (H),  concourent. 

La  polaire  d'un  point  M(Xo,j^o)j  P^ï*  rapport  à  H,  a 
pour  équation 

Cette  droite  passera  par  un  point  fixe,  quels  que 
soient  B  et  D,  si  Ton  peut  trouver  x  et  j^  de  manière 

que 

XQX—y^y  —  ab  =  o, 

X  -^  Xq —  a  -^  b  =o. 

Pour  que  ces  trois  équations,  linéaires  en  x  et  j^ 
aient  une  solution,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 


Xq     — yo  —  ab 

yo       Xo  o 

I         o         Xq  —  a  —  b 


=  o, 


autrement  dit,  que  le  point  M  soit  sur  la  courbe 

(i)  (x  —  a  —  b)(x^-hy^)-\-  abx  =o. 

Cette  condition  étant  remplie,  les  polaires  de  M,  par 
rap|)ort  aux  hyperboles  H,  ont  un  point  commun  M', 
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dont  It's  coordonnées  Xi,  jr^  satisfont  aux  relations 

XQ-h  Xi  —  9  —  6  =  o. 

Ces  conditions  étant  symétriques  par  rapport  aux 
coordonnées  de  M  et  de  M',  il  y  a  réciprocité  entre  ces 
points;  les  polaires  de  M',  par  rapport  aux  coniques  (H), 
passent  en  M,  et  le  point  M'  appartient  aussi  à  la 
courbe  (i)  :  nous  dirons  que  les  points  M  et  M'  sont 
conjugués. 

Pour  qu'une  conique  H  se  réduise  à  deux  droites,  il 
faut  et  il  suffit  que  le  centre  de  cette  conique  soit  sur  la 
courbe,  c'est-à-dire  que  les  équations 

{/x  =  a?  -h  Bj^  -h  D  =  o, 

\/z  =027  — aô  — D(a-f-6)  =  o 

aient  une  solution  en  x,  y^  d'où  une  relation  condi- 
tionnelle entre  Bet  D;  nous  aurons  le  lieu  des  centres 
d(*s  coniques  (H)  ainsi  réduites  à  deux  droites  en  éli- 
minant B  et  D  entre  les  équations  ci-dessus;  nous  obte- 
nons ainsi 

jr  I  x 

X  o  -^y 

o    X  —  a  —  b     —  ab 

Nous  retrouvons  la  courbe  (i);  donc  les  points  M 
et  M'  sont  les  centres  d'IiyperboK^s  (  H)  réduites  à  deux 
droites. 

IL  La  deuxième  relation  (a)  —  =  —  —  exprime  que 

OM  et  OM'  sont  également  inclinées  sur  les  axes  de 
coordonnées  ;  donc,  les  coniques  de  foyers  M  et  M',  qui 
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passent  en  O,  sont  Tune  tangente,  l'autre  normale  à  Ox. 
Si  nous  éliminons  b  entre  les  deux  autres  relations 
(2),  nous  avons 

yoyi  =  (xo  — a)(x,  — a). 

Cette  relation  exige  que jko  etj^,  d'une  part,  (xq  —  a) 
et  (X| —  a)  d'autre  part,  soient  à  la  fois  de  même  signe 
ou  de  signes  contraires,  autrement  dit  que  M  et  M' 
soient  à  la  fois  du  même  côté  de  O  a:  et  de  la  droite 
X  —  a  =  o,  ou  de  part  et  d'autre  de  ces  deux  droites; 
elle  exprime  que  le  produit  des  distances  des  points  M 
et  M'  à  cette  dernière  droite  est  égal  au  produit  des  dis- 
tances de  ces  points  à  Ox'^  il  en  résulte  que  la  conique 
tangente  à  Ox  en  O,  et  ayant  pour  foyers  M  et  M',  est 
aussi  tangente  à  la  droite  x  —  a  =  o.  On  verrait  de 
même  qu'elle  est  tangente  à  la  droite  x  —  A  ==  o. 

Ili.  La  troisième  relation  (1)^  mise  sous  la  forme 

xo-\-  Xi       a  -h  b 

montre  que  le  lieu  des  milieux  des  segments  MM'  est  la 
parallèle  à  Oj"  menée  par  le  milieu  de  AB. 

Le  lieu  S  des  points  M  et  M' n'est  autre  que  la  courbe 
(i)  obtenue  plus  haut. 

C'est  une  cubique  circulaire  admettant  Ox  pour  axe 
de  symétrie,  pour  asymptote  d'inflexion  la  droite 

a?  —  a  —  6  =  o. 

On  la  construit  sans  difficulté  en  résolvant  son  équa-^ 
lion  par  rapport  à  y 


'*S/'^ 


X  —  a){x  —  h) 


a  -+■  b  —  X 
On  peut  supposer  &  ^  a  et  distinguer  quatre  cas, 
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selon  que  Ton  a 

1°  6>a>o, 

2°  6>o>a    et    6-+-a>o, 

3*»  6>o>a    et    6-4-a<o, 
4«»  o  >  A  >  a. 

On  a  les  quatre  formes  correspondantes  indiquées 
dans  les  fig.  i,  a,  3,  4« 

Nous  indiquerons,  plus  loin,  un  mode  de  construction 
de  cette  courbe  par  points  et  par  tangentes. 

IV.  Montrons  qu'elle  peut  se  reproduire  de  trois  ma- 
nières par  inversion. 

D'abord,  tout  pôle  d'inversion  répondant  à  la  ques- 
tion doit  évidemment  être  sur  la  courbe;  soit  {x^^y^) 
un  pareil  point  et  une  droite 

"l^^yZ^^.^        (aveca«-4-p«  =  ,), 

passant  par  ce  point.  L'équation  aux  p  des  points  com- 
muns à  la  courbe  et  à  cette  droite  est 

(iro-+-ap— «  — ^)[(^oH-ap)'-t-(j^o-+-  Pp)']  -i-«6(a;o-+-ap)  =  o, 

ou,  en  tenant  compte  de  ce  que  le  pôle  est  sur  la  courbe, 
et  supprimant  le  facteur  p, 

ap«H-[a?o—  a  —  6  -4-  ii{ax^  -h  ^y^)]  p  -f-  a(a?5  -h^g) 

H-a(jro— «  — ^)(aiPo-+-  P^o)-H«ôa  =  O. 

Le  produit  des  racines,  qui  a  pour  valeur 

sera  indépendant  de  a  et  p,  si  l'on  a 
(a7o— a  — 6)^0  =  0, 
et  seulement   à    cette   condition.    Le   premier    facteur 
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donne  le  point  de  la  courbe  situé  à  l'iiifiiii  sur  Tasym- 
plote  réelle,  qui  est  une  solution  singulière.  L'autre 
facteur  donne  les  trois  pôles  d'inversion  O,  A,  B;  on 

Fi p.  I.  Fi g.  2. 


Fig.  4. 


JA  B 


0       JC 


aurait  sans  peine  les  modules  d'inversion  correspon- 
dants. 

A  chacun  de  ces  pôles,  on  peut  faire  correspondre 
une  famille  de  cercles  qui  touchent  chacun  la  courbe  S 
en  deux  points,  et  dont  cette  courbe  est  Tenveloppe. 

D'abord,  au  pôle  situé  à  Tinfini  dans  la  direction  Oy^ 
correspondent  des  cercles  bitangents  à  S  et  ayant  leurs 
centres  sur  Oo:;  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Considérons  le  pôle  O,  qui  permet  de  reproduire  la 

Ann.  de  Mathémat.^  l*  série,  t.  XIV.  (Juillet  1896).  20 
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courbe  clle-niènic  par  inversion,   el  supposons,   pour 
fixer  les  idées,  A  ^  «  ]>  o  {/ig.  i). 

Soh{Jlg,  5)OAN'  une  sécante  (|ueIconque  passant 
par  O  :  on  sait  (jue  les  tangentes  en  N  el  W  à  S  forment 
avec  Ai\'  un  triangle  isoscèle  NTjN';  par  consé(picnt,  le 

Fi?:.  5. 


cercle  passant  par  N,  ]N',  et  tangent  en  N  à  la  courbe  S 
est  aussi  tangent  à  celte  courbe  en  ]N';  la  courbe  S  est 
l'enveloppe  de  ce  cercle,  quand  la  sécante  lourne  autour 
de  O;  les  autres  points  communs  à  ce  cercle  cl  à  S  sont 
les  points  cycliques. 

Cherchons  Téquation  de  ce  cercle  que  nous  appelle- 
rons r-,  soit 

y  —1t  =  o 

Téquation  de  la  droite  ONN',  l'équation 

(S)-A-Cx-X^)«=o, 

où  (S)  représente  le  premier  membre  de  rëquation  (i), 
est  Téquation  générale  des  cubiques  qui  passent  par  les 
points  communs  à  la  cubique  S  et  à  la  cubique 

z(jr  —  Xo;)*  =  o, 

c'esl-à-dire  des  cubiques  circulaires  tangentes  à  S  en  O, 
N  et  N',  et  passant  par  le  point  à  Tinlini  sur  Oj, 
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La  cubique  lorniée  de  Taxe  O^'  el  du  cercle  F  est  une 
de  ces  cubî(|ues;  nous   aurons  son  équation  en  déter- 
iiiînant  h  de  manière  que    x  soîl  en  facteur  dans  le 
premier  nieuibrede  Téquation  écrite  plus  liaut,  d'où 

—  A-  =  a  -h  ^. 
Cette  é(|uation  (lcvi(*nt  alors 

(3-  —  a  — ^)(.r«-hj«)H-  abx  -k-  {a  -f-  b){y-'\x)^  =  o, 

d'où, en  suppriinant.r dans  le  premier  membre,  Técpia- 
tion  du  cercle  F 

(F)     x^-h  y^-^  {l*  —  0(ft  -^  b)  .r  —  ?A{a  -hb)y  -^ab  =  o. 

Si  Fou  clierche  l'enveloppe  de  ce  cercle,  on  retrouve 
bien  la  courbe  S. 

Les  équations  du  centre  de  F  sont 

aar-|-(X2— i)(a-+-6)  =  o, 
y—  \(a-^b)T=o, 

Eliminant  ).  entre  ces  deux  éfjuations,  on  obtient 

x^-hyi=  [T  —  {a-^b)y, 

qui  représente  la  parabole  ayant  pour  foyer  le  point  O 
et  pour  directrice  Fasymptote  de  S  :  cette  conique  est  le 
lieu  des  centres  des  cercles  F. 

Transportant  Forigine  en  A,  on  verra  de  la  même 
façon  que  la  courbe  S  est  l'enveloppe  des  cercles  F'  qui 
la  touclient  cliacun  en  deux  points  en  ligne  droite  avec 
A,  et  dont  le  lieu  des  centres  est  la  parabole  ayant  pour 
foyer  le  point  O  et  pour  directrice  la  parallèle  à  Oy 
menée  par  le  point  B;  enfin,  cette  courbe  est  Fenve- 
loppe  des  cercles  F"  qui  la  louchent  cliacun  en  deux 
points  en  ligne  droite  avec  B,  et  dont  le  lieu  des  centres 
est  la  parabole  qui  a  pour  foyer  O  et  pour  directrice  la 
parallèle  h  Oy  menée  par  A. 
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V.   Soient  Met  M'  deux  points  conjugués (/ig'.  6)^  les 
(Iroîies  OM  et  OM'sont  symétriques  par  rapport  à  Ox; 
OM  coupe  la  courbe  S  en  un  troisième  point  M|  àymé- 
trique  de  M',  OM'  coupe  S  en  M\  symétrique  de  M. 

Fi  g.  6. 


D'après  un  théorème  connu,  les  tangentes  à  S  en  O, 
M  et  Ml  coupent  la  courbe  en  trois  points  situés  sur 
une  droite  A  ;  comme  la  tangente  en  O  coupe  S  en  un 
troisième  point  à  l'infini,  A  est  perpendiculaire  à  Ox. 
De  même,  les  tangentes  en  M'  et  M',  coupent  S  en  deux 
points  situés  sur  une  droite  A'  perpendiculaire  à  Ox. 
Mais  OMMi  et  OM'M',  étant  symétriques  par  rapport  à 
Ox,  A  et  A'  sont  également  symétriques  par  rapport  à 
Ox,  et  par  suite  se  confondent.  On  en  conclut  que  les 
tangentes  en  M  et  M'  concourent  sur  la  courbe  :  ainsi  le 
lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  à  la  courbe  S 
en  deux  points  conjugués  M,  M' est  la  courbe  elle-même. 

Remarques^  —  i°  L'équalion  générale  des  hyperboles 
(H)  contenant  deux  paramètres  B  et  D  au  premier  de- 
gré, ces  coniques  forment  un  réseau  Ifnéaire. 

Si  Ton  astreint  ces  coniques  à  passer  par  un  même 
point,  l'équation  ne  renferme  plus  qu'un  paramètre  au 
premier  degré  ^  on  conclut  de  là  que  les  hyperboles  H 


Digitized  by 


Google 


(  ^^9  ) 
qui  ont  un  ^^oint  commun  ont  trois  autres  points  com- 
muns. 

La  courbe  S  n'est  autre  chose  que  la  hessienne  du 
système  des  trois  coniques 

/       jjî — yt — ab  =  Of 

\  z{2x  —  a--6)  =  o, 

c'est-à-dire  le  lieu  des  points  dont  les  polaires,  par  rap- 
port à  ces  trois  coniques,  concourent,  et  aussi  le  lieu  du 
point  commun  à  ces  polaires. 

Si  Met  M'  sont  deux  points  conjugués,  OM  et  OM' 
forment  avec  Ox  et  Oy  (a®  conique)  un  faisceau  har- 
monique, et  sont  par  suite  également  inclinées  sur  les 
axes;  M  et  M' étant  conjugués  par  rapport  à  la  troisième 
conique,  qui  se  compose  de  la  droite  de  TinOni  du  plan 

et  de  la  droite 

2x  —  a  —  b  =  Oy 

le  milieu  de  MM'  est  sur  cette  dernière  droite;  c'est 

bien  ce  que  nous  avons  trouvé. 

2°  Il  est  facile  de  construire  S  par  points  et  tangentes  : 
Supposons,   par  exemple,  J>a}>o  et  soit  OMM| 

une  sécante  passant  par  O;  la  courbe  S  étant  anallag- 

mattque  par  rapport  au  point  O  pris  pour  pôle,  nous 

avons  (Jig.  y) 

OM  X  OMi  =  OA  X  OB, 

et  les  quatre  points  M,  Mi,  A,  B,  sont  sur  un  cercle. 
Nous  avons  vu  que  le  milieu  de  MM'  (M'  symétrique  de 
M|  par  rapport  à  O x)  est  sur  la  perpendiculaire  à  AB 
en  son  milieu;  le  milieu  I  de  MMf  est  aussi  sur  celte 
droite  ;  par  conséquent,  I  estle  centre  du  cercle  MM|  AB; 
d*où  la  construction  suivante  de  S  :  par  O,  ou  mène  une 
droite  quelconque  qui  coupe  en  I  la  perpendiculaire  D 
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à    ÂB   en   son    milieu-,     sur    ccUe    droite,    on    prend 
IM  =  I.M,  =  lA  ;  les  points  M  et  Mi  appartiennent  à  la 


Kig.  7. 


courhe  S;  on  retrouve  faeileinent  l'asymptote  à  l'aide  d<* 
cette  construction. 

OMM,  rencontre  l'asymptote  en  K;  la  parallèle  hOar 
menée  par  K  et  la  perpendiculaire  en  I  à  OIVIMf  se 
coupent  au  centre  F  du  cercle  considéré  plus  haut;  les 
perpendiculaires  à  FM  et  FM|  en  M  et  M<  sont  les  tan- 
gentes en  ces  points  à  la  courbe  S. 

3"  Remarquons  (jue  O  ayant  la  même  puissance  par 
rapport  aux  cercles  F,  ces  cercles  coupent  ortliogonale- 
ment  un  cercle  fixe  de  centre  O;  de  même  les  cercles  F' 
coupent  orthogonalement  un  cercle  ilxe  de  centre  A,  et 
les  cercles  F''  un  cercle  fixe  de  centre  B^  les  rayons  de 

ces  cercles  sont  respectivement  VOÀ  X  OB,  V  AB  X  AO, 

VBO  X  BA;  deux  sont  donc  réels  et  Fautre  imaginaire. 
Tout  cercle  coupe  la  courbe  S  aux  points  cycliques 
et  en  quatre  points  à  distance  finie;  on  démontre  sans 
peine  que,  par  ces  quatre  derniers  points,  on  peut  Taire 
passer  une  hyperbole  ayant  pour  asymptote  Fasymptote 
de  S;  en  particulier,  par  deux  points  de  S  en  ligne 
droite  avec  O,  A  ou  B,  on  peut  faire  passer  une  hyper- 
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bole  taiigciiLe   eu  ces    poiiils  à  S   cl  adiucllaut    pour 
asymptote  i 'asymptote  de  S. 

Si  l'on  cherche  le  lîeu  des  poiuls  de  reiicoulre  des 
tangentes  à  S  en  deux  points  eu  ligue  droite  avec  O,  on 
obtient  un  cercle  de  diamètre  OE,  le  point  E  étant  le 
conjugué  harmonique  de  O  par  rapport  à  A  et  B. 

Du  théorème  invoqué  dans  la  cinquième  partie,  il 
résulte  que,  si  OMlVIi  passe  par  un  des  points  d'iu- 
ilexion  M|  de  la  courbe,  la  tangente  en  M  passe  par 
Taulre. 


ETUDE  SUR  UN  FAISCEAU  DE  CONIQUES; 

Pau  m.  MEYEH, 

Professeur  au  lycée  de  Nancy. 

Nous  nous  proposons  de  montrer  lomnient  on  peut 
étendre  à  un  faisceau  de  quaire  coniques  ccTlaines  pro- 
priétés bien  connues  du  système  de  deux  conicpjes.  A 
cet  effet,  nous  démontrerons  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Etant  données  trois  coniques  d'un  faisceau  ponctuel 
(S,  S',  S),  la  droite  AB  qui  joint  un  point  quelconque 
A  de  la  conique  (S)  à  un  point  B  de  la  conique  (S')  con- 
jugué de  Â  par  ra|)port  à  (S)  est  tangente  àuneconique 
fixe,  et  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  »à  S 
et  à  S'  aux  points  A  et  B  est  une  conique  dn  faisceau 
considéré.  Soient  en  ell'et 

S  —  ax^-h  hy^ -^  r  z-  =  o, 

les  équations  des  coniques  (S,  S')  rapportées  à  leur  tri- 
angle autopolaîiHî  commun,  et  S — KS'r=  o  l'équation 

de  (S).  Si  (.r,,  1  ,.  3:1)  (.Ta,  )  .j,  z.,)  sont  les  coordouïiées 
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tics  points  A'  et  IV  où  AB  rencontre  S,  les  coordoiMiées 
des  points  A  et  B  sont  de  la  forme  (xt  +  Xjr2,  yt  4-  Aj'a, 

Z^  4-  À22)  Pt   (^l ^J^2ï  J^ ^J2)  -I X22)-Éc4'ivOllS 

que  Ces  points  appartiennent  n  S  et  à  S',  on  obtient 

a  ( J7i -+- Xx,)«-+- 6  (j/-! -f- X^,)* -+- c  (^i -h  X-s,)*  =  o, 

et  en  retranchant  de  la  première  équation  la  deunièmc 
multipliée  par  K 

axiXi-{-  byiyt-^  c^i^i-^  K(rt'j^iJ"jH-  b'yiyf+-  c' Zxz^)  =o, 

égalité  qui  montre  que  les  points  A' et  B'  sont  conjugués 
par  rapport  à  la  conique  2'=  S  -+-  KS'^=  o. 

Dès  tors,  la  droite  AB  est  coupée  liarmoniquement  par 
les  coniques  S  et  S',  et  par  suite  a  pour  enveloppe  une 
conique.  Cette  conique  a  pour  équation  langentielle 

(i)       6cM*-4-  ca\^^-\-abw^=  K«  (ô'c'u*-h  c'aV^  +  a'^'w»). 

De  même,  en  exprimant  que  les  tangentes  à  S,  S',  aux 
points  A  et  B,  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  conique 

M*      (^«      tv«       I  /  a*      p'      flp*  \ 
â-^T^T^Ky^-^b'^T)' 

on    obtiendra  Téquation  ponctuelle  du  deuxième  lieu 

(a)       ax^-\'by^-\'CZ^^:rrç-Tf7-,  (a'ar«-h  6y*-h  c'a«); 

c'est  une  conique  du  faisceau  (S,  S',  S).  Réciproquement 
si  G,  S,  S'  sont  trois  coniques  d*un  faisceau  ponctuel, 
et  que  d'un  point  M  de  Tune  d'elles  (G)  on  mène  des 
tangentes  MA,  MB  aux  deux  autres,  les  points  A  et  B 
sont  conjugues  par  rapport  à  Tune  ou  Tautrc  des  coniques 
2,  =  S  — KS'=o,  2:2--S  +  KS'  =  o. 

La  valeur  de  K  se  détermine  en  identifiant  lequation 
{i)  avec  l'équation  de  la  conique  G. 
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Nous  sommes  maintenant  en  mesure  d'établir  le  théo* 
rèmc  suivant  : 

5/  quatre  coniques  (S,  S',  S",  S)  dUin  faisceau  ponc- 
tuel sont  telles  qu*il  existe  un  triangle  conjugué  par 
rapport  à  Vune  d'elles  S,  et  dont  les  sommets  soient 
situés  respectivement  sur  tes  trois  autres,  il  en  existe 
une  inanité. 

Soient  en  eilet 

2  =  J7«  -f- J^ï  -+-  ^ï  =  o, 

s  =  aa?»-+-6y'-f-c-5'=  o, 

S'=  (a -+.  K) a?«-h  (6 -h  K)^«-H  (c -f- K)  a*  =  o, 
S' =  (a -+- K') a7*-4- ( ^>  H- K')j» -I- (c -4- K')  5»  =  o, 

(H  ABC  un  triangle  remplissant  les  conditions  de 
l'éaoucé.  Si  le  point  A  (X|,^tî  ^i)  s<5  trouve  sur  la  co- 
nique S,  on  a 

(3)  aa7Î-+-6;^J-hc^î=«  o, 
et  la  droite  BC  a  pour  équation 

xxi-hyyt-^  zzi=:  o. 

Mais,  d'après  ce  qui  précède,  elle  est  tangente  à  la 
conique  dont  Téquation  tangentielle  est 

[{b  -h  K)  (c  H-  K)  -  (ô  -h  K')  (c  -4-  K')]  tt«-t-  . . .  =  o, 
ou 

(6-+-C+  K-+-  K')w»-h  ...  =  0. 
On  a  donc 

(4)  (6  -*-  c  -h  K  -*-  K')  X?  -f-  . . .  =  G. 

En  ajoutant  les  équations  (3)  et  (4)?  il  vient 

(a-h  A  -H  c  -h  K  -h  K')  (a:*  -^y}  -h  5]  )  =  o 
OU 

(5)  aH-64-c-f-K-i-K'=o, 
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car  «^î-f-j^î-f-  «;  '^*^'-*>t  P^8  "w'i  puis(|ue  A  iiVsl  pas  un 
point  commun  aux  coniques  du  faisceau.  Celle  dernière 
relation  étant  indépendante  du  point  A  considéré,  le 
théorème  est  démontré.  11  y  a  plus,  les  sonnnets  du 
triangle  dont  les  côtés  touchent  respectivement  les 
coniques  S,  S',  S''  aux  points  A,  B,  C  apparliennent  h 
une  conique  (ixe  (E)  du  iiaisceau.  En  ellet,  les  points  de 
rencontre  des  tangentes  n  S  et  à  S'  aux  points  A  et  B 
a  pour  lieu  la  conique 

(aH-K)a7«-f-  ...  =  ^ ^— — ,—^- ^[ax^-h  ...1 

abc  *■  ^ 

OU 

(6)  a(a-+-K)(rt-hK')a:ï-+-  ...  =  0, 

en  tenant  compte  de  la  relation  (5).  11  est  clair  qu'on 
trouverait  le  même  lieu  pour  les  autres  sommets.  Plus 
généralement,  si  Téquation  de  (S)  est  de  la  forme 

(a  -H  /)rF'-4-  . . .  =  o, 

la  conique  (E)  est  représentée  par 

a(a^K)(a-\-K')    , 
{a^l)* 

Réciproquement,  soient  (S,  S',  2)  trois  coniques  d'uu 
faisceau  ponctuel,  si  deux  sommets  d'un  tiiangle  conju- 
gué par  rapport  à  S  décrivent  respectivement  les  ccmiques 
S,  S',  le  troisième  sommet  resté  libre  décrit  uneconiquo 
S"  du  faisceau  précédent. 

Ces  propriétés  nous  conduisent  presque  immédiate- 
ment à  la  proposition  suivante,  qui  est  due  à  Chasies  : 

Etant  données  trois  coniques  (S,  S',  K)  d^  un  faisceau 
ponctuel^  si  un  triangle  LMP  inscrit  dans  la  conique 
(E)  se  déforme  de  manière  que  deux  de  ses  côtés 
restent  respectivement  tangents  aux  coniques  S,  S',  le 
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troisième  côté  a   pour  enveloppe  deux  coniques  du 
faisceau. 

Soient 

E  =  a:» -t-^* -+--«'=  o, 

S  =  a  a?*  -4-  by^  -f-  cz^  =  o, 

S'  =  (a  -h  K)  ar»  -+-  (^^  -+-  K  )  j«-h  (c  -h  K)  3»  =  o 

les  éc|uations  des  trois  coni(|ues. 

Du  point  L,   pris  sur  la  première,  menons  les  Lan- 
génies  LA,  LB  aux  deux  autres.  Les  points  A  et  B  sont 


ronjiigués  par  rapport  à  l'une  des  eonicjues  X|,  Sa,  soit 
Z|  par  exemple.  Cela  étant,  désignons  par  C  le  pôle  de 
AB  par  rapport  à  eette  eonique.  Lorscpie  le  point  L  dé- 
crit la  eonitjue  (E)  le  point  C  sedéplaee  sur  une  eonique 
(S^)  du  faiseeaUy  car  le  triangle  ABC  e^t  conjugué  par 
rapport  à  D^;  de  plus  les  tangentes  en  A,  B,  C  aux 
coniques  S,  S',  S*  se  coupent  aux  points  L,  M,  P  situés 
sur  une  conique  du  faisceau. 

Comme  cette  conique  n*esl  autre  que  (E)  elle-même, 
le  théorème  est  démontré.  Kieu  de  plus  simple,  dès  lors, 
que  d'obtenir  les  équations  des  enveloppes  S^ ,  S* .  Ilepré- 
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soiiloiis  eu  efTclpar 

2,  =  (a-4- /)  arî-4- (6 -f- /)7» -4- (c -h  0 -5' =  o» 
Sï  =  (a -f.  K') ar>H- (6  H- K')^»-4- (c -i- K')  >5»  =  o, 

les  équations  des  coniques  (S|),  (S^). 

D'après  les  calculs  précédents,  l'équation  de  laconique 
(E)  est  de  la  foripe 

c(c-!-K)(c-+-K') 


d'où  les  relations 


«', 


a(a-f-K)(a-4-K^)  _  ^(6  +  K)(&  4- K^  __  c(c-hK){c-^K') 

Pour  éliminer  /  entre  ces  équations,  désignons  par  p  ta 
valeur  commune  de  ces  rapports. 

L  expression  — ^^ — - — -—-^ ^  —  p    s  annulant    pour 

les  valeurs  a,  £,  c  attribuées  à  x,  on  a  identiquement 

{x-hlY  ^~"  \x-^iy  ' 

ou 

a; (ar -+- K)  (ar -f- K')  -  p  (^ -f- /)*s  (ar  —  a)  (a?  —  6)  (iF  —  c); 

en  identifiant,  on  trouve 

K  4-  K'  -H  a  H-  6  -H  c  =  p, 
aôc  =  p  /* 
et 

[KK'—  (a6  -+-  6c  -t-  ca)]»  =  4a6c  (  K  -4-  K'  -h  a  -+-  6  -h  c), 

équation  qui  donne  deux  valeurs  pour  K',  comme    on 
devait  s'y  attendre. 

Dans    le    cas    particulier  où  K  =  K'=:o,  les  trois 
coniques  S,  S',  S"  se  confondent;  l'égalité  précédente 
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devient 

{ab  -i-bc  -h  ca)*  —  iabc{a  -h^  4-  c)  =  o. 

C'est  la  relation  connue 

e'«-4A'e  =  o, 

exprimant  qu'il  existe  un  triangle  inscrit  dans   (E)  et 
circonscrit  à  (S). 

SDR  LES  CDBIQIIES  UNIGGRSALES; 

Par  m.  André  GAZAMÏAN. 


Daus  une  Note  précédente  {Sur  les  points  d'une  co- 
nique situés  sur  un  m^me  cercle)^  nous  avons  montré 
que  plusieurs  des  théorèmes  donnés  par  M.  Balitrandet 
nous-mème  sur  la  stroplioïde  s'étendaient  k  toutes  les 
cubiques  circulaires  unicursales.  Nous  allons  compléter 
ces  résultats  en  montrant  que  tous  les  théorèmes  sur  la 
stroplioïde  s'appliquent,  à  un  degré  plus  général,  aux 
cubiques  unicursales  circulaires  (et  même  pour 
quelques-unes  non  altérées  par  la  projection,  aux  cu- 
biques unicursales  non  circulaires). 

Définitions,  —  (a)  Les  cubiques  circulaires  uni- 
cursales sont  les  inverses  des  coniques,  le  point  double 
étant  au  centre  d'inversion,  P,  placé  sur  la  conique, 
et  les  tangentes  au  point  double  étant  parallèles  aux 
asymptotes  de  la  conique.  Les  cubiques  acnodales  sont 
les  inverses  de  Tellipse;  les  cubiques  crunodales  sont 
les  inverses  de  l'hyperbole. 

{b)  Les  cordes  supplémentaires  d'une  conique  sont 
parallèles  aux  systèmes  de  diamètres  conjugués;  il  en 
résulte   que    ces   cordes,    issues   d'un   même  point  P, 
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formcMituii  faisei'au  liarmoiiKjue  avec  les  parallèles  aux 
asymptotes  menées  par  le  point  P.  Ainsi  : 

A  dçux  points  â iamétralainfint  opposés  d\ine  co- 
nique correspondent  sur  la  cuHr/ue  inverse  deux  points 
que  nous  appelltirons  points  conjugués  et  qui  sont  tels 
que  les  droites  les  joignant  au  point  double  forment  un 
faisceau  harnionique  avec  las  tangentes  en  ce  point. 

Plus  gënérafçmeiit  nous  appellerons  points  conju- 
gués sur  une  ciibi(|uc  unicursale  (|ueIcon(|ue  deux 
points  tels  que  les  droites  les  joignant  au  point  double 
ibrnienl  un  faiseeau  hwai-inonicjue  avee  les  lanij^entes  en 
ee  point. 

(c)  A  un  eerele  langent  en  P  à  la  conlcjue  corres- 
pond une  parallèle  à  Tasymptote  de  la  cubique  circu- 
laire uuicursale.  D'après  un  théorème  conuu,  les  di'oites 
PC,  PD  joignant  le  point  P  aux  points  d  intcrsecliou 
de  la  conique  avec  le  cercle  o)  sont  égalenieirt  inclinées 
sur  les  axes  et  par  suite  sur  les  asymptotes.  Donc  : 

Théorème.  —  Les  vecteurs  des  points  d'intersection 
d'une  cubique  circulaire  unicursale  av^ec  une  parallèle 
à  V asymptote  sont  également  inclinés  sur  les  tan- 
gentes au  point  double. 

Nous  appellerons  ces  points,  qui  n^exîstent  que  dans 
les  cubiques  unicursalcîs  circulaires,  points  correspon- 
dants (définition  donnée  pour  la  slrophoïde  par  M.  En- 
rique  Val  dès). 

Nous  allons  maint(.'nant  énoncer  un  certain  nombre 
de  théorèmes  en  les  divisant  en  deux  groupes  :  i**  ceux 
qui  ne  sont  pas  altérés  par  la  projeclion  et  s'appliquent 
à  toutes  les  cubiques  unicursales^  2**  les  théorèmes  par- 
ticuliers aux  cubiques  uuicursales  circulaires.  Ces  der- 
niers sont  obtenus  par  inversion  en  partant  de  théorèmes 
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contins  ou  évidents  sur  les  coniques,  ou  de  théorèmes 
nouveaux  obtenus  par  le  même  procédé  de  dénionstra- 
lion  dont  nous  nous  sommes  servi  dans  notre  Note  5ar 
les  points  concjcliqnes  d^ une  conique.  Nous  ne  revien- 
drons pas  sur  les  théorèmes  relatifs  aux  cubiques  uni- 
cursales  circulaires  déjà  énoncés  dans  cette  Note. 

I.    ThKORÈMES    s'apPLIQUAWT    a    toutes    les   CL'BIQUES 

TJNICUllSALES. 

1 .  Les  droites  joignant  le  point  double  à  tous  les 
points  conjugués  forment  un  faisceau  en  involution 
dont  les  rajons  doubles  sont  les  tangentes  au  point 
double. 

Corollaires.  —  i°  Dans  la  slrophoïde,  les  points 
rjc]i<}ues  sont  conjugués.  De  là  résultent  les  propriétés 
particulières  de  celte  cubique  de  la  famille. 

2"  En  projetant  une  cubique  unicursale  de  façon  que 
deux  points  conjugués  deviennent  les  points  cycliques, 
la  projection  est  une  slrophoïde.  Deux  points  conjugués 
restent  conjugués. 

2.  Les  droites  joignant  un  point  M  quelconque 
d'une  cubique  unicursale  li  tous  les  points  conjugués 
forment  un  faisceau  involutif  dont  l'un  des  rayons 
doubles  est  la  droite  joignant  le  point  M  au  point 
double. 

Corollaire.  —  Dans  la  slrophoïde,  les  droites  iso- 
tropes faisant  partie  du  faisceau,  le  rayou  double  MO 
bissecte  les  couples  de  rayons  homologues  du  faisceau. 

3.  *Si  trois  points  d'une  cubique  unicursale  sont  col- 
linéaires,  l'un  d'eux  et  les  conjugués  des  deux  autres 
sont  également  collinéaires. 
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4.  Deux  points  conjugués   ont  le  même  tangen- 

tiel{'). 

5.  Le  collinéaire  de  deux  points  conjugués  est  con- 
jugué de  leur  tangentieL 

Appelons  cordes  polaires  d'une  cubique  unicursale 
les  droites  joignant  les  couples  de  points  conjugués. 

6.  La  droite  joignant  le  collinéaire  de  deux  points 
conjugués  à  leur  tangentiel  est  une  droite  polaire, 

7.  Soient  (A,  B),  (A',  B')  deux  couples  quelconques 
de  points  conjugués  d'une  cubique  unicursale.  Les 
droites  AA',  BB'  se  coupent  en  I  sur  la  cubique;  les 
droites  AB'  et  A'B  se  coupent  en  V  sur  la  cubique;  les 
points  I  et  V  sont  conjugués. 

Corollaire.  —  Tout  quadrilatère  complet  inscrit 
dans  une  cubique  unicursale  est  un  quadrilatère  dont 
les  sommets  opposés  sont  conjugués. 

Dans  la  stroplioïde,  ce  quadrilatère  est  de  plus  cir- 
conscriptible  à  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point 
double. 

8.  L'enveloppe  des  cordes  polaires  d'une  cubique 
unicursale  est  une  conique  tangente  aux  tangentes  au 
point  double,  {^), 

9.  Une  corde  polaire  rencontrant  une  corde  polaire 
fixe  A  au  point  L,  le  lieu  du  conjugué  harmonique  de 
L  par  rapport  aux  deux  points  conjugués  de  la  cubique 


(•)  La  réciproque  est  vraie;  elle  résulte  d'ailleurs  d'un  théorème 
donné  par  M.  Astor  dans  les  Nouvelles  Annales  de  juillet  189a. 
(')  On  retrouve  un  ihéorcmo  de  M.  Astor  {loc.  cit,,  p.  a8o). 
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^^fiice  sur  la  corde  considérée  est  une  droite  passant 
P^  le  ooiiit  dnuhlfi 


"•   —  Théorèmes  particuliers  aux  cubiques 
lniccrsales  circulaires. 

^^-    t^es   cercles  circonscrits  aux    triangles  formés 
P^f  le   point  double  et  deux  points  conjugués  quel^ 


^^ue»s  /^rissent  par  un  point  fixe  qui  est  le  symétrique 
point  double  par  rapport  au  conjugué  du  point  réel 

•  -^^3  cercles  circonscrits  aux  triangles  formés 
pt^i  aet^,:^;^  points  conjugués  et  leur  tangentielle  passent 
^      ^  ^^^'^^jugué  du  point  réel  à  i infini. 

•  -^^^^^5  points  situés  sur  les  bissectrices  des  tan- 
o     ^^    ^r^Mi  point  double  sont  en  ligne  droite  auec  le 

j^gt^ ^  ^y  pQljil  f*^cl  à  l'infini  (  *  ).  En  ces  points  la 
S  ^t^^     çg^  parallèle  à    l'asymptote  (corollaîre  de 

13.    V-  .  ,     .  .  .  r 

"•-—  «*  langentiels  de  quatre  points  concycuques 

*^vj'cliques. 

14.        *^  ...  ,. 

"^—•«5  conjugues  de    quatre  points  concycliques 

^^  ^^^cy cliques. 

is.    ^^        ...  ...  .  . 

-^^es  conjugues  de  trois  points  coUineaires  sont 
.   I^^'£^ue5  ai^ec  le  point  de  section  de  l'asymptote 
^* 

*     •Si  quatre  points  sont  concy cliques,  deux  de  ces 

K^)  Ce  point   F  est  le   point  de  rencontre  de   la  cubique  avec   la 
ÀToile  conjuguée  harmonique  de    la  parallèle  à  l'asymptote  menée 
-jf  le  point  double  par  rapport  anx  taofçentes  au  point  double. 
àfiR.  de  Matfiémat.,  3«  série,  t,  XIV.  (Juillet  iBgS.)  21 


Digitized  by 


Google 


(  3o2  ) 
points  et  les  conjugués  des  deux  autres  sont  également 
concy  cliques. 


i®  Les  cercles  osculateurs 
à  une  conique  en  deux  points 
diamétralement  opposés  ren- 
contrent de  nouveau  la  co- 
nique en  deux  points  diamé- 
tralement opposés. 


17.  Les  cercles  osculateurs 
à  une  cubique  unicursale 
circulaire  en  deux  points 
conjugués  rencontrent  de 
nouveau  la  cubique  en  deux 
points  conjugués. 


a**  (Centre    d'inversion    en  18.    Le   cercle  osculaieur 

Tun    des    points    diamétrale-      au  conjugué  du  point  réel  à 
ment  opposés.)  Vinjini    rencontre     la    cu- 

bique au  conjugué  du  point 
de  section. 


I**  Par  deux  points  pris  sur 
une  conique  on  peut  mener 
deux  cercles  tangents  à  la 
conique;  les  points  de  contact 
sont  diamétralement  opposés. 


19.  Par  deux  points  pris 
sur  une  cubique  unicursale 
circulaire  on  peut  mener 
deux  cercles  tangents  à  la. 
cubique^  les  points  de  con^ 
tact  sont  conjugués. 


2°  (Centre    d'inversion     en  20.  Réciproque   du  théo- 

Tun  des  points).  rème  4. 

21.  La  corde  de  contact  d'un  cercle  bitangent  h 
une  cubique  unicursale  circulaire  passe  par  l'un  des 
points  oii  la  tangente  est  parallèle  à  V asymptote,  etc. 

La  majorité  des  théorèmes  énoncés  (p.  aSi  à  a58  du 
numéro  de  juillet)  par  M.  Valdès  sur  la  strophoïde  ne 
s'appliquent  pas  à  cette  seule  courbe,  mais  s'étendent  de 
même  à  toutes  les  cubiques  unicursales  circulaires  (en 
particulier  les  propriétés  des  points  correspondants). 

NOTES. 

A.  Les  théorèmes  que  nous  avons  énoncés  dans  le 
numéro    de     juillet    sur     les     cycliques    équilatères 


Digitized  by 


Google 


(  3o3  ) 

s'étendent  do  même  à  toutes  les  cjcliquiss  unicursales. 
Il  n'y  a  guère  que  le  théorème  énoncé  page  l'jQ  qui  soit 
particulier  à  cette  classe  de  cycliques.  Le  point  co,  pour 
les  cycliques  unicursales,  est  de  même  celui  qui  cor- 
respond, dans  l'inversion,  au  centre  de  la  conique. 

B.  Les  polaires  réciproques  des  cubiques  unicursales 
sont  des  quartiques  à  trois  rebroussements.  Appelons 
tangentes  conjuguées  à  ces  quartiques  deux  tangentes 
dont  les  points  de  rencontre  avec  la  tangente  double 
sont  conjugués  harmoniques  des  points  de  contact  de  la 
tangente  double  avec  la  quartique.  Nous  aurons  les 
théorèmes  suivants  : 

Les  points  de  rencontre  d 'une  tangente  quelconque 
à  une  quartique  tricuspidale  avec  tous  les  couples  de 
tangentes  conjuguées  forment  une  inv^olution  dont 
l*un  des  points  doubles  est  le  point  de  rencontre  de  la 
tangente  considérée  ai^ec  la  tangente  double. 

Corollaire.  —  Si  d'un  point  quelconque  pris  sur  le 
cercle  inscrit  dans  un  hypocycloïde  à  trois  rebrousse- 
ments on  mène  les  deux  tangentes  rectangulaires  à  la 
courbe,  les  segments  interceptés  sur  une  tangente  fixe 
quelconque  à  Thypocycloïde  ont  le  même  milieu. 

Le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  con- 
mguées  est  une  conique  passant  par  les  deux  points  de 
contact  de  la  tangente  double. 

Si  d'un  point  on  mène  les  trois  tangentes  à  une 
quartique  tricuspidale^  Vune  d'elles  et  les  conjuguées 
des  deux  autres  sont  concourantes. 

La  droite  joignant  les  points  de  contact  de  deux 
tangentes  conjuguées  est  tangente  à  la  quartique. 

Si  deux  tangentes  sont  conjuguées,  la  troisième 
tangente  que  l'on  peut  mener  à  la  quartique  par  leur 
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point  de  concours  est  conjuguée  de  la  droite  joignant 
les  points  de  contact  des  deux  premières. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  tangeiile  double  est  la 
droite  de  riniiiii  et  les  points  de  coiita(!t  les  points 
cycliques  (hypocycloïde  à  trois  rebroussemenls),  les 
théorèmes  précédents  permettent  de  retrouver  des  pro- 
positions connues. 

Enfin)  en  transformant  le  théorème  7,  on  obtient  la 
proposition  suivante  : 

Soient  (D,  ly),  (A,  A')  deux  couples  quelconques  de 
tangentes  conjuguées  à  une  quart ique  tricuspidale . 
La  droite  joignant  les  points  d'intersection  des  tan- 
gentes (J),  A),  (I)',  A')  est  tangente  à  la  quartiqne.  La 
droite  joignant  les  points  d'intersection  des  tangentes 
(D,  A')  et  (D',  A)  est  également  tangente  à  la  quar- 
tique.  De  plus  y  ces  deux  droites  sont  des  tangentes 
conjuguées. 
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Le  goût  naturel  et  Téducation  de  beaucoup  d'étudiants 
français  les  portent,  quelquefois  avec  excès,  vers  les  idées  gé- 
ralcs.  Pour  ne  parler  que   de  Mathématiques,  quel  professeur 
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n*a  rencontré  des  élèves  de  nos  écoles  et  de  nos  lycées  parfai- 
tement instruits  des  théories  générales  et  incapables  d'en  faire 
une  application  précise  cependant  très  facile;  possédant,  par 
exemple,  la  notion  d'intégrale  définie  dans  toute  sa  rigueur 
sans  savoir  effectuer  les  quadratures  les  plus  élémentaires. 

Il  est  utile  que  quelques  Ouvrages  viennent  réagir  contre 
ces  tendances  :  pour  cela,  on  ne  peut  trouver  mieux  que  les 
livres  anglais,  dans  la  plupart  desquels  les  idées  générales 
sont  amenées  peu  à  peu  par  l'étude  des  faits  mathématiques 
o«  des  questions  posées  par  les  Sciences  physiques.  C'est  à  ce 
titre  que  se  recommande  l'Ouvrage  de  M.  Greenhill,  dont  on 
ne  peut  mieux  caractériser  l'esprit  qu'en  reproduisant  la 
pensée  de  Fourier  qui  lui  sert  d'introduction  : 

«  L'étude  approfondie  de  la  nature  est  la  source  la  plus  fé- 
conde des  découvertes  mathématiques.  Non  seulement  cette 
étude,  en  offrant  aux  recherches  un  but  déterminé,  a  l'avan- 
tage d'exclure  les  questions  vagues  et  les  calculs  sans  issue; 
elle  est  encore  un  moyen  assuré  de  former  l'Analyse  elle- 
même  et  d'en  découvrir  les  éléments  qu'il  nous  importe  le 
plus  de  connaître,  et  que  cette  science  doit  toujours  con- 
server. Ces  éléments  fondamentaux  sont  ceux  qui  se  repro- 
duisent dans  tous  les  effets  naturels.  » 

M.  Greenhill  se  place  ainsi  à  un  tout  autre  point  de  vue 
que  les  auteurs  des  excellents  Traités  français  sur  les  fonctions 
elliptiques  :  Briot  et  Bouquet,  Halphen,  MM.  J.  Tannery  et 
Molk.  Il  renonce  aux  avantages  d'unité  et  d'enchaînement  lo- 
gique que  ces  auteurs  obtiennent  en  établissant  d'abord,  par 
des  considérations  générales  ordinairement  empruntées  à  la 
théorie  moderne  des  fonctions,  les  formules  et  les  théorèmes 
relatifs  aux  fonctions  elliptiques,  pour  les  appliquer  ensuite  à 
la  Mécanique,  à  la  Physique  mathématique,  à  la  Géométrie,  à 
TArithmétique;  mais  il  trouve,  en  revanche,  l'avantage  bien 
précieux  d'intéresser  immédiatement  le  lecteur  qui  n'est  pas 
un  pur  mathématicien,  en  lui  fournissant,  dès  les  premières 
pages,  de  belles  et  importantes  applications  des  fonctions 
elliptiques. 

L'Auteur  suit  en  cela  une  méthode  d'exposition  analogue  à 
celle  de  M.  Hermite,  qui,  dans  son  beau  Mémoire  Sur  quel- 
ques applications  des  fonctions  elliptiques^  commence  par 
montrer  comment  un  problème  sur  la  chaleur  conduit  aux 
fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce. 


Digitized  by 


Google 


(  'So6  ) 

M.  Greenhill,  en  traitant  d'abord  des  questions  entièrement 
élémentaires,  montre  de  même  que  les  fonctions  elliptiques 
s'imposent  à  l'Analyse  pour  la  résolution  de  problèmes  simples 
de  Mécanique,  Géométrie,  Physique  mathématique.  Il  com- 
mence par  les  anciennes  méthodes  de  Legendre,  Abel,  Ja- 
cobi,  en  partant  de  la  notion  de  l'intégrale  elliptique  et  de  la 
fonction  inverse;  il  ne  suppose  donc  chez  le  lecteur  aucune 
connaissance  sur  la  théorie  générale  des  fonctions,  ni  sur  la 
théorie  particulière  des  fonctions  elliptiques;  et  il  l'amène  peu  à 
peu,  par  l'étude  de  problèmes  élégamment  choisis,  sans  carac- 
tère artificiel,  à  posséder  tous  les  points  essentiels  du  sujet. 

La  traduction  de  M.  Griess  n'est  pas  entièrement  conforme 
à  l'édition  anglaise  :  M.  Greenhill  en  a  augmenté  l'intérêt  par 
des  remaniements  et  d'importantes  additions.  Voici  une  ana- 
lyse sommaire  de  l'Ouvrage. 

Le  livre  débute  par  l'étude  des  oscillations  du  pendule 
simple;  les  expressions  des  coordonnées  de  l'extrémité  du  pen- 
dule en  fonction  du  temps  conduisent  à  la  définition  analy- 
tique des  fonctions  elliptiques  d'une  variable  réelle  et  à  leurs 
représentations  géométriques  et  mécaniques.  La  périodicité 
du  mouvement  pendulaire  conduit  naturellement  à  la.  notion 
de  la  période  réelle  des  fonctions  elliptiques  sn,  en,  dn  et  aux 
formules  donnant  les  valeurs  de  ces  fonctions,  quand  on  ajoute 
a  l'argument  la  demi-période.  La  période  imaginaire  est  en- 
suite introduite  et  interprétée  mécaniquement,  comme  le  pro- 
duit de  i  par  la  période  de  l'oscillation  d'un  pendule  décrivant 
l'arc  supérieur  du  même  cercle,  sous  l'action  de  la  pesanteur 
changée  de  sens;  c'est  là  une  première  addition  a  l'édition 
anglaise. 

Après  une  courte  digression  sur  la  dégénérescence  des  fonc- 
tions elliptiques  en  fonctions  circulaires  ou  hyperboliques, 
l'auteur  revient  au  mouvement  pendulaire,  et  par  la  compa- 
raison des  mouvements  de  deux  pendules,  dont  l'un  fait  des 
révolutions  complètes,  tandis  que  Fautre  exécute  des  oscilla- 
tionS)  il  établit  les  formules  qui  correspondent  à  l'échange  de 
module  avec  son  inverse. 

Puis,  viennent  quelques  applications  élégantes,  surfaces  mi- 
nime, équation  d'Euler,  destinées  à  graver  les  premières  for- 
mules dans  l'esprit  du  lecteur. 

Dans  le  second  Chapitre,  l'auteur  considère  les  intégrales 
elliptiques  de  toutes  les  formes  possibles;  il  donne  leurs  valeurs 
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au  moyen  des  fonctions  elliptiques  inverses;  il  introduit  la  no~ 
talion  de  Weierstrass,  quand  le  polynôme  sous  le  radical  est 
da  troisième  degré. 

Ces  premières  notions,  dans  le  cas  de  la  variable  réelle,  suf- 
fisent pour  l'intelligence  des  applications  géométriques  et  mé- 
caniques auxquelles  est  consacré  le  Chapitre  III.  La  variété  des 
problèmes  choisis  en  rend  la  lecture  très  intéressante^  et  con- 
tribue à  familiariser  le  lecteur  avec  le  maniement  des  formules. 
Le  Chapitre  lY  traite  du  théorème  d'addition.  Ce  dernier 
est  encore  rattaché  au  mouvement  simultané  de  deux  pen- 
dules en  retard  l'un  sur  l'autre;  l'auteur  en  déduit  la  construc- 
tion de  Jacobi,  et  une  application  des  plus  intéressantes  à  la 
construction  des  polygones  de  Poncelet,  inscrits  à  un  cercle 
et  circonscrits  à  un  autre.  M.  Greenhill,  après  avoir  très  heu- 
reusement modifié  et  complété  la  partie  relative  aux  penta- 
gones, montre  comment  ces  résultats  peuvent  être  identifiés 
avec  ceux  qu'Halphen  a  trouvés  dans  le  deuxième  Volume  de 
son  Traité,  et  donne  quelques  théorèmes  nouveaux.  Une  der- 
nière application  se  rapporte  à  la  Trigonométrie  sphérique  et 
conduit  au  Tableau  des  trente-trois  formules  données  par 
Jacobi  dans  ses  Fundamenta. 

Le  Chapitre  V  envisage  le  théorème  d'addition  sous  forme 
algébrique;  sa  lecture  suppose  la  connaissance  d'un  certain 
nombre  de  théorèmes  d'Algèbre  supérieure  relatifs  à  la  théorie 
des  formes. 

Le  Chapitre  suivant  conduit  aux  intégrales  de  deuxième  et 
troisième  espèces  et  aux  fonctions  Z{u)  et  W{u,  a). 

Dans  le  Chapitre  VII  paraissent  les  fonctions  ^{u)  et  ts{u) 
de  Weierstrass.  Elles  servent  à  compléter  la  solution  de  pro- 
blèmes qui  n^avaient  pu  être  terminés  précédemment  (chaînette 
en  rotation,  élastique  gauche  algébrique,  pendule  sphérique, 
toupie).  Le  théorème  d'addition  pour  les  intégrales  elliptiques 
de  troisième  espèce  est  établi  par  une  extension  de  la  méthode 
d'Abel,  précédemment  employée  :  elle  conduit  tout  naturelle- 
ment à  la  considération  des  intégrales  pseudo- elliptiques. 
Toute  cette  partie  a  été  profondément  remaniée  par  M.  Green- 
hill;  les  calculs  ont  été  plus  développés  et  appliqués  à  la  dé- 
termination de  certaines  herpolhodies  algébriques  (déjà  faite 
par  Halphen),  ainsi  qu'à  l'élastique  gauche. 

La  double  périodicité  des  fonctions  elliptiques  est  mise  en 
évidence  par  la  considération  des  ovales  de  Descartes  (Cha- 
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pitre  VIII).  Puis  vient  un  Chapitre  très  original,  sur  les  déve- 
loppements des  fonctions  elliptiques  en  produits  de  facteurs  et 
en  séries;  ces  problèmes  sont  rattachés  à  des  questions  de 
Physique  mathématique,  et  en  particulier  aux  théories  élec- 
triques de  Maxv^ell. 

Le  dernier  Chapitre  se  rapporte  à  la  théorie  de  la  transfor- 
mation. Après  l'avoir  d'abord  rattachée  aux  considérations 
physiques  du  Chapitre  précédent,  l'auteur  reprend  la  théorie 
algébrique  générale,  en  suivant  la  méthode  indiquée  parJacobi 
dans  ses  Fundamenta,  Un  nombre  considérable  de  résultats 
sont  indiqués  dans  ce  Chapitre. 

En  résumé,  le  principal  caractère  du  livre  de  M.  Greenhill 
est  d'intéresser  le  lecteur  aux  fonctions  elliptiques,  en  mon- 
trant comment  leur  théorie  se  rattache  à  la  résolution  de 
toutes  sortes  de  problèmes  de  Géométrie,  de  Mécanique,  de 
Physique.  Cet  Ouvrage  rendra  de  grands  services  à  tous  ceux 
qui  désirent  étudier  cette  théorie:  aux  physiciens  et  aux  ingé- 
nieurs, il  fournira  un  instrument  de  calcul  puissant,  avec  des 
exemples  variés  sur  la  manière  de  l'appliquer;  aux  étudiants 
en  Mathématiques,  il  facilitera  l'intelligence  des  débuts  de  la 
théorie  et  inspirera  la  curiosité  de  lire  les  grands  Traités; 
même  pour  les  candidats  à  la  Licence  mathématique  et  phy- 
sique, la  lecture  des  cinq  premiers  Chapitres  sera  des  plus 
aisées;  elle  leur  apprendra  rapidement  le  maniement  des  fonc- 
tions elliptiques  avec  les  notations  de  Jacobi  et  [de  M.  Weier- 
strass. 

Terminons  en  signalant  la  façon  particulièrement  élégante 
dont  M.  Greenhill  a  donné  des  exemples  d'intégrales  pseudo- 
elliptiques, notamment  dans  le  mouvement  du  pendule  conique 
et  dans  celui  d'un  corps  pesant  autour  d'un  point  fixe  :  ces 
exemples  sont  tirés  d'un  Mémoire  étendu  sur  les  intégrales 
pseudo-elliptiques  que  M.  Greenhill  vient  de  publier  dans  les 
Proceedingi  of  the  London  mathematical  Society  et  qui  se 
rattache  directement  aux  paragraphes  correspondants  de  son 
livre.  Un  autre  point,  sur  lequel  M.  Greenhill  a  fait  des  recher- 
ches personnelles  d'un  grand  intérêt,  est  la  théorie  des  équa- 
tions modulaires;  le  Mémoire  original  de  l'auteur,  cité  avec 
éloge  par  Halphen,  vient  d'être  traduit  par  M.  Laugel,  dans 
\ts  Annales  de  V École  Normale  supérieure. 

P.  Appell. 
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De  cette  équation  on  déduit,  pour  la  somme  des  racines, 

Ri —  Rj-4-  Rj 

=  l[3(a*-H  6«-*-c*) —  2  6ccosX  — 2accos|i  —  aa6  cosv], 

ou,  comme 

ûp  =  6*-f-  c»—  a6c  cosX, 

««  =  c*-f-a* —  2ac  cos|Ji, 

y»  =  a*-f-6*  —  2a6  cosv, 

la  relation  précédente  devient,  en  remarquant  que  Ri  =  |  a', 

a»-h  p*-+-  Y*  =  ^  (o*H-  6* -H  c*-4-  rf»-t-  c»-*-/«). 
On  a,  pour  la  somme  des  produits  des  racines  deux  à  deux, 

Rf  Rj-+-  RfRs-t-  R|  Rs 

=  ù^  c*  sin*  X  -h  a»  c*  sin*  fi  -h  a*  6*  sin*  v 
-+-  6*c*  sin*X  -H  2a*6c(cos^cosv  —  cosX) 
-T-a*c*sin*[xH-  a6*ac(cosv  cosX  —  cosfi) 
-4-  a^b^  sin*v  -*-  2c'a6(cosXcos(jL  —  cosv). 

Or  on  a  (DosTOR,  Théorie  des  déterminants,  p.  258) 

4  D'  =  6'c»  sin*X  -f-  2a*6c(cos|icosv  —  cosX) 
-h  a^c*  sin*[JL  -+-  a ô*ac( cosv  cosX  —  cosfi) 
-h  a*6*  8in*v  -♦-  2C*a6(cosXcos[x—  cosv), 

et  la  relation  précédente  devient 

RiRj-H  RiRj-+-  Ri R3=  4(A*-h  B»-+-  C*h-  D»), 

c'est-à-dire 

aîp«-f-  p*Y«-+-  a»Y'  =  -,-?L  (  A«  ^-  B« -+-  C»-+-  D»). 
Le  produit  des  racines  est 

R,R,R,  =  aa«6«cïA«. 
Si  l'on  remarque  que 

a*6îc«  A»  =  36  V«, 
il  vient,  en  remplaçant, 

iVofe.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 

5* 
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Question  1351. 

Deux  circonférences  et  un  point  A  étant  donnés,  mener 
par  ce  point  une  sécante  telle  que  la  différence  des  cordes 
interceptées  soit  égale  à  d. 

Indiquer  les  cas  d* impossibilité  suivant  la  position  du 
point  K.  (Lez.) 

SOLUTION 
Par  M.  Moret-Blanc. 

Si,  du  point  A,  on  mène  les  tangentes  aux  deux  circonfé- 
rences, deux  de  ces  tangentes  formeront  Tangle  où  doivent  être 
situées  les  sécantes  issues  de  A  qui  rencontrent  à  la  fois  les 
deux  circonférences.  Si  les  angles  formés  par  les  tangentes 
menées  de  A  à  chaque  circonférence  sont  extérieurs  l'un  à 
l'autre;  en  d'autres  termes,  si  le  point  A  se  trouve  dans  Tun 
des  angles  formés  par  les  tangentes  intérieures  communes  ne 
renfermant  aucune  des  circonférences,  et  hors  de  l'angle  des 
tangentes  extérieures  communes,  il  «st  é\'ident  qu'aucune  sé- 
cante partant  de  A  ne  pourra  rencontrer  à  la  fois  les  deux  cir- 
conférences, et  que,  par  suite,  le  problème  n'a  pas  de  solu- 
tion. 

Ce  cas  écarté,  déterminons  l'angle  limite,  et  menons  dans 
cet  angle  une  sécante  ABGB'G',  qui  rencontre  la  première  cir- 
conférence aux  points  B  et  G,  et  la  seconde  aux  points  B'  et  G'; 
prenons  sur  cette  sécante  GD  =  GD'  =  <i,  et  à  partir  du  point 
B,  BM  =  B'G'. 

En  faisant  varier  la  sécante,  les  suites  des  points  D  et  D' for- 
meront deux  branches  de  courbes,  ou  une  conchoïde  du  cercle  ; 
la  suite  des  points  M  formera  une  autre  courbe  dont  les  inter- 
sections avec  les  branches  de  la  première  étant  jointes  au 
point  A  donneront  les  sécantes  satisfaisant  à  la  question. 

Ges  deux  courbes  se  construisent  rapidement  par  points  et 
font  connaître  le  nombre  des  solutions. 


Question  1372. 

On  donne  à  un  plan  P  un  mouvement  infiniment  petit  sur 
lui-même;  son  centre  instantané  de  rotation  O  et  son  cercle 
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des  centres  G  sont  déterminés.  Désignons  par  t  la  tangente 
enO  àC. 

Considérons  une  figure  F  dans  le  plan  P;  le  lieu  géomé- 
trique ^  des  centres  de  courbure  des  points  de  P',  ainsi  que 
les  figures  F'  et  ^\  symétriques  respectivement  y  par  rap- 
port à  t,  des  figures  F  et  ç. 

La  figure  F'  est  le  lieu  géométrique  des  centres  de  cour- 
bure des  points  de  la  figure  cp'.  (  Dkwulf .  ) 

SOLUTION 

Par  M.  Moret-Blanc. 

On  sait  que  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan 
peut  être  produit  par  le  roulement  d'une  courbe  liée  à  la  figure 
mobile  sur  une  courbe  du  plan  fixe,  et,  quand  le  mouvement 
est  infiniment  petit,  les  deux  courbes  peuvent  être  remplacées 
par  leurs  cercles  osculateurs  au  point  de  contact. 

Soient  R  et  R'  les  rayons  de  ces  deux  cercles,  qui  se  tou- 
chent en  O  et  y  ont  pour  tangente  commune  la  tangente  t  au 
cercle  des  centres. 

Soient 

A  un  point  quelconque  de  la  figure  F, 

a  le  centre  de  courbure  de  sa  trajectoire, 

a!  le  symétrique  de  a  par  rapport  à  /» 

et  A'  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  du  point  A'.  Les 

points  A,  O,  a  sont  en  ligne  droite,  ainsi  que  les  points  a'j 

O,  A'. 

Les  deux  droites  Ooc^  O  oc"  sont  égales  et  font  avec  la  tan- 
gente /  un  même  angle  oo. 
Gela  posé,  on  a^  par  le  théorème  de  Savary, 


I        JL  — /i        I  \    I 

OA  "*"  Oa  ""  VR  "*"  RVsinu)' 
Oa'"*"OA'  ""  \R"*"  R'/sinoj' 


d'où 

I  _i_  __     I  \ 

6k  "^  Oa  ~Ô7'^ÔA'' 

et,  puisque  Oa'  =  Oa,  il  en  reste  0A'=:  OA. 
Les  droites   OA',    OA   étant  égales  et  également  inclinées 
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sur  l,  le  point  A'  est  le  symétrique  du  point  A  par  rapport  à  t  ; 
et  comme  A  est  un  point  quelconque  de  la  figure  F,  le  théo- 
rème  est  démontré. 

Question  1382. 

On  donne  un  triangle  et  la  circonférence  qui  lui  est  cir- 
conscrite, Tangentie  lie  ment  en  m  à  cette  circonférence,  on 
décrit  une  conique  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle 
donné.  Soit  \t.  le  centre  de  courbure  de  cette  conique  cor- 
respondant au  point  m  :  on  demande  le  lieu  du  point  \m. 
lorsque  m  décrit  la  circonférence  donnée,        (Mànnhbim.) 

SOLUTION 

Par  M.  Moret-Blanc. 

Je  prends  le  centre  de  la  circonférence  pour  origine  des 
coordonnées  rectangulaires.  Soient  R  le  rayon  de  cette  circon- 
férence, 6  l'angle  de  Om  avec  Taxe  OX,  et 

a  =  arcosa-h^sina—  RcosA  =  o, 
p  =  07  cosp  -H  j^  sin  p  —  R  cosB  =  o, 
Y  =  arcosY-T-j^  sinY  —  RcosC  =  o 

les  équations  des  trois  côtés  BG,  CA,  AB  du  triangle;  S],  pi,  Yi 
les  résultats  de  la  substitution  des  coordonnées  du  point  m  à 
X  tly  dans  les  expressions  de  a,  p,  y>  ^^  sorte  que 

a,  =  R[cos(6  — -  a)  —  cosA], 
pi  =  R[co8(e  — P)-cosB], 
Yi  =  R[cos(B  —  YJ  ~  cosCJ. 

L'équation  générale  des  coniques  inscrites  au  triangle  ABC 
est 

(i)  //a -f- v//^P -H  v/^Y  ~  ^» 

avec  la  condition 

W  ^l  %i  -H  \/wpi  -f-  ^n^\  =  o, 

qui  exprime  que  la  conique  passe  par  le  point  m. 

Chaque  radical  doit  avoir  le  même  signe  dans  les  deux 
équations. 
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Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  m  est 
^  cos  OL       //ncosp        //icosy 


//sin 


(rfr), 


/a, 


v/m^in^        v/nsinY 

/Fi    "^    /ïT 


d'où 

(3)      r )^ h!^ -^ ^-h^ )= ^  =  o. 

Vai  V?i  VYi 

Éliminant  ^î,  /m,  /n  entre  ces  trois  équations,  on  a  celle 
de  la  conique  satisfaisant  aux  conditions  du  problème, 

v^  /P  /y 


sin(6~«) 
v/ai 


/Fi  /ïi 

sin(e  — p)      sin  (6 —  y) 

/^ 


/Pi 


=  o, 


ou,  en  développant  et  multipliant  par  /«iPiYi» 

l        /â^[Pisin(e  — Y)-Yisin(e-p)] 
(4)         j  -+-/Pip[Yisin(ô-a)'-aisin(6  — Y)] 

'  -+-/^[«i  sin(e— p)— p,sin(e-a)]  =  o. 
Je  suppose,  pour  fixer  les  idées^  que  Taxe  Ox  soit  dirigé  de 
telle  sorte  que  Ton  ait 

a— p=  180"— G, 
P_-Y=  i8o'— A, 
Y  — a  a=—  i8o'— B, 


d'où 


cos(a  —  P)  =  —  cosC, 
cos(p  —  y)  =  ~~  cosA, 
cos(y  —  *)  =  —  cosB. 


sin(a  —  p)  =  sin  G, 
sin(p  —  y)  =  sinA, 
sin(Y  —  a)  =  sinB, 
Posons,  pour  abréger, 

L  =  Pisin(e  — Y)-Tisin(e-p) 

=  R[sinA  —  cosBsin(e  — Y)-»-^osGsin(ô—  p  )], 

M=  Yi  s^"<®  ~  ^)  —  ai  sin (8  —  Y) 

=  R[sinB  —  cosC  sin  (6  —  a)  -h  ces  A  sin(0  —  y)]' 

N  =  «isin(e  — P)—  pi  sin(e  — a) 

—  R[sinC  — cosA  sin(|6  —  P)  h- cosB  9in(0  —  x)]. 
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L'équation  de  la  conique  sera 

L  /ai  /â  -H  M 

•P./P  +  N 

/yi/t 

=  o. 

On  en  < 

iéduit 

dy 

L /ai  cosa 

/yÎ<^osy 

dx 

L  v^sina 

.    Mv/p.sinS    .    N 

/YiSinY 

/y 

puis,  pour  le  point  m  en  ayant  égard  à  ce  que,  en  ce  point, 

dy  cos8  -  .  ,  ,. 

j    = ?— r^  a  =  «1   . . . ,   et  faisant  quelques  autres  reduc- 

dx  sinB  '  ^      ^ 

tions, 

là>y\  _       LMN(ai  sinA»t-Pt  sinB  h- Yi  siuC) 
Vûte*/!""  sinO  aipiYi(Lsins-HMsin^+  NsinY)*' 

Appelant  ^  et  t)  les  coordonnées  du  point  p.,  on  a 


'î  — 


—      ^iPtYiC^^'*^^"*"  Msinp-i-NsinY)* 
~  LMN  sin  9  (at  sin  A  H-  ^i  sin  B  -h  Yi  «in G )  * 

\    dx^     /  X 
__  «iPiYi  C086  (Lsina  -h  M  sinp-+-  N  sin  y)* 
"~  LMN  sin«6(aisinA-+- Pi  sinB-hYi  sin  G)  ' 

Remplaçant  1Q  par  psinO  ou  ^  par  pcos6,  l'une  quelconque 
des  deux  équations  représentera  le  lieu  en  coordonnées  po- 
laires, 

_R  ai  piYi(L  sina -f- M  sinf-f-N  sinY)* 

^~"      "*"  LMiNsin«6(aisinA-f.p,  sinBH-YisinG)' 

où  L,  M,  N,  ai,  Pi,  Yi  ^^^^  ^es  fonctions  de  6  définies  précé- 
demment. 

Lorsque  9  =  o,  on  a 

L  si  n  a  -f-  M  sin  p  s-  N  sin  Y  =  o  ; 

les  valeurs  de  ç^  t)  et  p  se  présentent  sous  une  forme  indéter- 
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niioée;  mais  on  peut  réduire  les  valeurs  de  ^,  \  et  p  précédem- 
ment trouvées,  et  alors  Tindétermination  disparaît. 
On  a 

L  sin  a  •+-  M  sin  p  +  N  sin  y 
=  R  (sin|A  cos  A  -t-  sin  B  cos  B  +  sin  G  cos  G  )  sin  0 
=  tiRsinA  sin  B  sin  G  sin  0, 

ttisin  A  -f-  Pi  sinB  -+-  yi  *î"^  =  —  a  R  sin  A  sin  B  sin  G, 

et  les  expressions  trouvées  se  réduisent  à 

T.  =  Rsin6~2RsinAsinB  sinGsinB  °^/f'T'> 

LMN 

Ç  =  R  cose  —  2  R  sin  A  sinB  sin  G  cosO  ^r^  » 
p  =R  —  aRsinAsinBsinG  °V  L'J^  ' 

Gette  dernière  équation  est  celle  de  la  courbe  en  coordon- 
nées polaires. 

Il  est  à  remarquer  que,  lorsque  Fun  des  facteurs  du  dénomi- 
nateur s'annule,  deux  facteurs  du  numérateur  s'annulent  aussi. 

Ainsi  L  s'annule  pour  6  —  -^  =  C  et6  —  p=  —  B,  valeurs  dont 
l'une  annule  yi  et  l'autre  pi,  et  qui  donnent  la  direction  OA. 
De  même  M  et  at,  Yi  s'annulent  pour  la  direction  OB;  N  et 
«1,  Pi  s'annulent  pour  la  direction  OG. 

Soient  A',  B',  G'  les  points  où  OA,  OB,  OG  rencontrent  les 
côtés  opposés.  Lorsque  le  point  m  coïncide  avec  A,  par 
exemple,  la  conique  est  l'ellipse  ou  l'hyperbole  infiniment 
aplatie  dont  les  sommets  sont  A  et  A';  en  A  le  rayon  de  cour- 
bure est  nul,  et  le  point  (jl  coïncide  avec  le  point  A.  De  même, 
lorsque  le  point  m  est  en  B  ou  en  G,  le  point  (i  coïncide  aussi 
avec  B  ou  G.  On  voit  d'ailleurs  que,  si  le  point  m  est  très  voi- 
sin de  l'un  des  sommets,  il  en  est  de  même  du  point  fx. 

La  courbe  lieu  des  points  (jl  passe  donc  par  les  trois  sommets 
du  triangle  ABG. 

Même  question. 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Mannueim. 

En  parcourant  l'utile  Recueil  de  problèmes  de  Géométrie 
analytique  de  M.  Laisant,  j'ai  vu  que  la  question  i38â  que 
j'ai  proposée  en  1882  dans  les  Nouvelles  Annales  n'avait  pas 
été  résolue.  J'en  apporte  alors  la  solution;  elle  est  basée  sur 
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l'emploi  de  deux  formules  que  j'ai  données  dans  les  Complet 
rendus  en  1875.  Ces  formules  conduisent  à  un  théorème  dont 
j'ai  voulu  provoquer  la  découverte  en  proposant  la  ques- 
tion 1382;  on  n'a  pas  trouvé  ce  théorème.  Il  était  devenu  facile 
à  obtenir  puisqu'il  suffit  pour  cela  d*appliquer  aux  coniques 
un  intéressant  théorème  que  M.  Jamet  a  fait  connaître  en  1887 
dans  les  Annales  de  V École  Normale  et  qui  concerne  les 
courbes  triangulaires.  M.  Fouret,  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  Mathématique  de  France  pour  1892,  a  également 
démontré  le  théorème  de  M.  Jamet. 

Voici  ma  solution,  déjà  ancienne  comme  on  voit  : 

Prenons  un  quadrilatère  convexe  a,  6,  c,  e.  Soient  s  le  point 
de  rencontre  des  côtés  ae^  bc  et  m  un  point  sur  ab.  Menons 
les  droites  mCy  me,  on  a  (*) 


1 


Tib       ap  \ï 


ma       mb       2p\lang6mc       tangame/ 

en  appelant  p  le  rayon  de  courbure  en  m  de  la  conique  qui 
passe  par  les  points  s,  c,  e  et  qui  est  tangente  en  m  à  ab. 
On  a  aussi  (<) 


rua       mb  ~~  -ip'Xtangfcmc 


ma       mb       -ip  \tang6mc        tanga/ne/ 

en  appelant  p'  le  rayon  de  courbure  en  m  de  la  conique  tan- 
gente aux  côtés  du  triangle  sce  et  qui  est  tangente  en  m  à  ab. 
Il  résulte  de  ces  deux  relations  que  p'=  4p,  les  coniques  étant 
en  m  tournées  de  la  même  manière;  on  peut  donc  dire  :  Deux 
coniques  sont  tangentes  en  leur  point  m  ;  l'une  peuse  par 
les  sommets  d'un  triangle  donné,  l'autre  touche  les  côtés 
de  ce  triangle  :  le  rayon  de  courbure  de  celle-ci  pour  le 
point  m  est  égal  à  quatre  fois  le  rayon  de  courbure  de 
l'autre  au  même  point  /»('). 

Ce  théorème  donne  lieu  à  des  cas  particuliers.  Par  exemple, 


(*  )  Voir  Principes  et  développements  de  Géométrie  cinématique, 
p.  342  et  578. 

(«)  /6irf.,  p.  342. 

(>)  Réciproquement  :  Si  en  un  point  deux  coniques  G,,  G,,  tan- 
gentes et  tournées  de  la  même  manière,  ont  leurs  rayons  de  cour- 
bure dans  le  rapport  de  un  à  quatre,  on  peut  inscrire  à  C,  des 
triangles  qui  soient  circonscrits  à  C,. 
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SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  CONIQUES; 

Par  m.  p.  SONDAT. 


1.  Comme  applications  d'une  Note  insérée  dans  les 
Nouvelles  Annales  (iSgS,  p.  36o),  je  me  propose  de 
démontrer  quelques  propriétés  des  coniques. 

Je  rappelle  d'abord  que  si  un  point  0(a,  ^,  y),  rap- 
porté, en  coordonnées  segmentaires,  à   un  triangle  de 

Fig.  I. 

(v 


référence  ABC,   appartient  à   une  droite  X(a,  [x,  v), 
Féquatiou 

-  +  il  =1 
a        fx 


(I) 


est  à  la  fois  celle  de  X  en  coordonnées  ponctuelles,  et 
celle  de  O  en  coordonnées  tangentielles. 
Si  le  point  O  cesse  d'appartenir  à  X,  Téqualion 


(») 


a         UL 
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(  3.0  ) 
représente  aussi,  eu  coordonnées  ponctuelles,  si  X  est 
fixe,   la  conique  Q  (yî^.   i)   tangente  en   A,  B,  C  aux 
droites  A.X,  B[jl,  Cv,  et,  en  coordonnées  tangentielles, 
si  O  est  fixe,  la  conique  Q\(Jîg»  ^)  inscrite  à  ABC  en 


Nous  dirons  que  la  conique  Q  est  circonscrite  a  ABC 
selon  la  droite  X,  et  que  la  conique  Q»  est  inscrite  selon 
le  point  O. 

2.  Le  lieu  du  point  O  pour  lequel  Qi  admet  la  tan- 
gente fixe  X  est  la  conique  Q  circonscrite  selon  cette 
droite,  et,  corrélativement,  l'enveloppe  de  X,  pour  la- 
quelle Q  passe  par  le  point  fixe  O,  est  la  conique  Qi 
inscrite  selon  ce  point.  Ainsi  le  lieu  du  point  O,  pour 
lequel  Qi  est  une  parabole,  est  Tellipse  circonscrite  à 
ABC  selon  la  droite  à  l'infini,  et  l'enveloppe  de  la 
droite  X,  pour  laquelle  Q  passe  par  le  centre  de  gra 
vile  de  ABC,  est  l'ellipse  inscrite  selon  ce  centre. 

3.  Soit  0(a,  p,  v)  un  point  lié  à  la  droite  X(X,  jjl,  v) 
par  Téquation 

(X-a)({JL-p)(v-Y)-+-i  =  o. 

Kn  vertu  des  égalités 

Xav  —  H-  I ,  aJJv  =  —  I  ' 
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cette  équalîoii  peut  s'écrire 

el  se  décompose  en  celles-ci 

Cl         [i  ^  P 

Donc  (i) 

1**  Avec  X  fixe,  O  appartient  à  X  ou  à  Q; 
2®  Avec  O  (ixe,  X  enveloppe  O  ou  Q|. 
Comme  les  triangles  aCA,  ^AB,  yBC,  coupés. par  les 
droites  BO^,  COy,  AO^,  donnent 

le  lieu  du  point  O  pour  lequel 

OA.OB.OCr^Oa.Op.OY 
aura  pour  équation 

/»-«)(i-P)(i-Y)-+-i  =  o, 

c'esl-à-dire  sera,  avec  la  droite  à  l'infini  (i  1 1),  l'ellipse 
circonscrite  à  ABC  selon  cette  droite. 

i.  Coupons  la  conique  Q  par  la  droite  X, (X| ,  (jL|,  v,  ) 
la  rencontrant  aux  points  0(a,  p,  y)  et  0«  (a,,  ^i,  v,). 
Comme  O  appartient  à  X|  el  à  Q,  on  a  (i) 

X,        S  «       ^ 

a         ijLi  X         [3 

et,  en  éliminant  ^, 

(4)  31»^  /x  -i-  X,  -  ^^  a  -+-  XX,  -  o. 

Or  les  racines  de  celte  équation  convenant  A  O  etO,, 
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(  3ia  ) 
Oïl  a 

(5)  aa,  =  XX,,        et  de  même       f  ^i  =  fxjii,        ni=^i- 

Si  X«  est  une  tangente,  O»  se  confond  avec  O,  et  l'on 
a,  pour  ce  point  de  contact, 

(6)  a«  =  XX„         P*  =  [A|ii,        1f*  =  vv,, 
L'équatîon  (a),  qui  devient  alors 

est  celle  de  Q  en  coordonnées  tangentielles,  et  exprime, 
sous  sa  forme  rationnelle 

(8)  ^X-+-Xi ^j  — 4XX,  =  o, 

que  les  racines  de  (4)  sont  égales. 

5.  Théorème.  —  Si  sur  la  conique  Q,  circonscrite  à 
ABC  selon  la  droite  X(X,  fx,  v),  on  prend  trois  points 
Ai(a,,  Pi,Yi),B,(aa,  ^2,  tO»  ^,(«3,  ^^,^^)y  le  triangle 
AfBtCt  sera  circonscrit  à  la  conique  Qi,  inscrite  cl 
ABC  selon  le  point  0(a,  %  y)î  ^Y^^^  P^"^  coordon- 
nées 

Soient,  en  effet,  ai(X,,  |x,,  v«),  64(>.2,  i^a,  Vj), 
c,  (Xs,  iJiauVa)  les  côtés  de  A,  B,  C, .  On  a  (4) 

iajttj  =  XXi,  01*3  =XXj,  aia2=XX3, 
P«  Pa  =  t^Ki,  Pi  Ps  =  f^t^î,  Pi  Pi  =  l^f^s. 
TîYs  =  wi,         Yi-f3  =  vvj,  Yiïî  =  ^^3- 

Or  le  point  A|  appartenant  à  Q,  on  a(i) 
ai         u 
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ce  qui  peut  s^écrire 


ou 


c'est-à-dire  (i)  que  a^  enveloppe  Q|. 

On  prouverait  de  môme  que  i|  et  C|  sont  des  tan- 
gentes à  Qi . 

Remarque.  —  Si  les  points  A|,  B|,  C|  sont  ceux  où 
les  droites  qui  joignent  un  point  ^{x^y,  ^)  de  X  aux 
sommets  A,  6,  C,  coupent  Q,  on  aura 

*■('■¥•?)•  ".(t'^'t)-  <=.(^'¥-)- 

Il  résulte  de  là  que 

ou  O  est  le  pôle  de  X(  tri  angle  ABC). 

De  plus,  on  a  les  trois  systèmes  homologiques 


A     B      G   I  I   A      B      G 

A,    Bi     G,  r  I  Gi     A|     B, 


A      B      G 
Bi     Gi    Al 


dont  les  centres  appartiennent  à  X,  et  dout  les  axes 
passent  par  O. 

6.  Menons  à  la  conique  Qi  les  tangentes  X(A,  *^y^) 
et  X4(X|,  }x,  V,),  partant  d'un  point  0,(ai,  ^\i^\)» 
Comme  X  enveloppe  0|  et  Q,,  on  a  (i) 

et,  en  éliminant  |x, 

(9)  X«-(a  +  a,-^)x4-aai  =  o, 


Digitized  by 


Google 


<3.4) 
et  comme  les  racines  de  cette  équation  convîeuuent  à 
X  et  X I , 

(10)  XXi  =  aai,         et  de  même,         fx|ii  =  ppi,        vv|  =  y*;i. 

Si  0|  se  porte  sur  Qi,  X|  se  superpose  à  X,  et  Ton 
a,  pour  cette  tangente, 

(11)  X»=aai,         fi»  =  pp,,        v»  =  YY,, 
L*équalion  (2),  qui  devient  alors 

est  celle  de  Qi  en  coordonnées  ponctuelles,  et  exprime, 
sous  sa  forme  rationnelle 

(i3)  (^ot  +  a,-^y^4aa,  =0, 

que  les  racines  de  (9)  sont  égales. 

7.  Théorème.  —  Si  à  la  conique  Qi  inscrite  à  ABC 
selon  le   point    0(a,  p,  y),  on  mène  trois  tangentes 

«l(>M,  1^1,  V,),  A|(X2,  fXa,V2),  C,  (>W3,  fX3,V3),^d?//-£7a^èr6? 

fl|i|C|  .çe/-a  inscrit  dans  (a  conique  Q  circonscrite  à 
ABC  5e/o/2  /a  droite  ^Çk^  V'^^)>  ^J  ^'*'  /^ow/*  coordon- 
nées 

.             X,X,X3                                  f^llAïf^n                               ViVjVs 
A  = >  UL  =    Q- >  V  =    ' —  • 

Soient,    en    e«el ,    A,  (a,,   p,,  y,),    B,  (a^,  p.^,  T2)» 
C|(a3,  ^3,  Y3)  les  sommets  de  a,i|C,.  On  a  (6) 

/  Xj  X3  =  a»!,         X1X3  rr  aaj,         X|Xj  =  aas, 

•      |AîI^3  =  PPl,  |llll3  =  ??S,  (AifX,  =  p|33, 

'  v,V3    =Vïi»         ''i^'a    =ÏVt»         ''i^'î    =  rra- 
Or  la  droite  a^  étant  tangente  à  Q,,  on  a  (1) 


x;-f 


=zl, 
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ce  qui  peut  s'écrire 

^-?^»    .    ^.^2^3  Kî  (^?  f^3   .    f^gf^a  _ 

a      •        a«       "^        3»        •       3      -' 
OU 

c'est-à-dire  (i)  que  A|  est  sur  Q. 

On  prouverait  de  même  que  B|  et  C,  apparti  eu  lient 
àQ. 

Remarque.  —  Si  ai.  A,,  c^  sont  les  tangentes  à  Q|. 
tuenées  par  les  points  où  une  droite  p(T,  ^,  z),  pas- 
sant par  O,  coupe  les  côtés  de  ABC,  on  a 

<"T'f>  '-ir-Ty  "(¥•¥•')• 

Il  en  résulte  que  A  =  —  a,  a  =  —  ?,  v  =  —  y,  ou  X 
est  la  polaire  de  O. 

De  plus,  on  a  les  trois  systèmes  lioniolot^iques 

ABC  I    A      B      C  ABC 

A,     B,     C,    '     le,     A,     B,     '        B,     Cl     Al 

et  il  est  facile  de  voir  que  les  irois  axes  passent  par  O  et 
que  les  trois  centres  se  trouvent  sur  X. 

8.  Théorème.  —  Hâtant  données  la  conique  Q  cir- 
vonscn'Ce  à  ABC  selon  la  droite  X(X,  jjl,v)  et  la  co- 
nique Qi  inscrite  selon  le  point  0(a,  |3,  v),  il  existe 
une  infinité  de  triangles  inscrits  dans  Q  et  circonscrits 

Soit  A|B|C|  un  triangle  inscrit  dans  Q;  il  sera  cir- 
conscrit à  Qi  si  Ton  a  (théorème  V), 

Or  les  deux  dernières  conditions  se  réduisent,  en  vertu 
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des  équations  de  Q,  à  la  suivante 

vp(X-aO(X-aO(X-aa)=:X*. 

On  peut  donc  se  donner  à  volonté  ai ,  c'est-à-dire  le 
point  Ao  et  si  Ton  détermine  as  et  as  par  Téquation 
précédente  et  0.^0,201.3  =  oîk^^  le  triangle  Â|B|Ci  sera 
circonscrit  à  Qi . 

9.  Théorème.  —  Si  une  droite  X<(X|,  [jL|  ,  v,)  est  tan- 
gente  à  la  conique  Q  circonscrite  à  ABC  selon  la  droite 
fixe  X(X,  t«-7v),  le  pôle  0|(a,,  Pm^i)  rfeX  par  rap- 
port  à  ABC  appartient  à  la  conique  Qi  inscrite  selon 
le  pôle  0(a,  p,  y)  de  Xi  ;  de  plus,  le  point  de  contact  (■> 
de  X|  est  le  pôle  de  la  tangente  p  e/z  0| . 

En  effet,  comme  X|  est  une  tangente  à  Q,  on  a  (4) 

et  puisque 

X=  — «1,         ji=:— p,,         X,  =  --a,,         {x,  =  — p,, 
il  vient,  en  remplaçant. 


(i4) 


Vl-v^=- 


OU  (6)  0|  est  sur  Q|. 

D^ailleurS)  si  p(j:,^,  z)  est  la  tangente  «i  Q,  en  0|, 
on  a(i) 

X  —  jxi  —X  y 
d'où 

X|  — y  —  X  a 

—  ar          [X,                       X  —  j^ 

Donc  (1),  le  point  ( —  x,  — j^,  —  s),  pôle  de  p,  se  trouve 
sur  X|  et  sur  Q  ou  se  confond  avec  le  point  de  con- 
tact o). 
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Remarque  I,  —  Comme  0|  est  fixe,  O  décril  la  quar- 
lique  (i4)« 

Remarque  II.  —  On  aura  le  théorème  corrélatif  en 
supposant  le  point  O  fixe  ainsi  que  Qi,  et  le  point  0| 
mobile  sur  Qi . 

10.  Conique  rapportée  à  l'un  de  ses  triangles  conju- 
gués. —  Son  équation  est 

car  cette  conique  {Jig>  3)  coupe  BC  et  CA  aux  points 
conjugués  harmoniques  ±  X,  dr  a.  De  plus,  les  droites 

Fig.  3. 


qui  joignent  A  et  B  à  ces  points  sont  dés  tangentes,  puis- 
que, pour  a  =  ziz  X,  les  deux  valeurs  de  ^  sont  nulles,  et 
pour  ^  =  ±:  [x  les  deux  valeurs  de  a  sont  infinies. 

Si,  comme  au  n"*  4,  on  écrit  qu'une  droite  X|()w, ,  [jL|  ,  V|) 
est  une  tangente,  on  aura  pour  les  coordonnées  du  point 
de  contact 

(i6)  aX,  =  X«        p|ii=ix«,        Vx  =  ^^^ 

et  l'équation  (i5),  qui  devient 
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nst   alors   celle  de  la  conique  en  coordonnées   lange» - 
tî  elles. 

Si  AB  passe  à  Tinfini,  C  devient  le  milieu  de  chacun 
des  segmenrs  (X,  — X),  (|jl,  —  jjl),  et  les  droîl<*s  AX,  Bjjl 
restent  tangentes.  Le  sommet  de  l'angle  C  est  alors  le 
centre  et  les  côtés  prennent  les  directions  de  deux  dia- 
mètres conjugués. 

Si  Ton  désigne  par  'la^'^b  les  longueurs  de  ces  dia- 
mètres, par  X  et  j  les  coordonnées  cartésiennes  d'un 
point  de  la  courbe,  on  aura 

00  b  ^  y 

a  '         00  X  ^        co 

et  ré(juation  (i  5)  prendra  la  forme  connue 

«*  "^  Ti*  "*■  *' 
L'équation  (ly)  devient  aussi 
^'        ^* 

J^i  ^t  ji  étant  les  longueurs  CX, ,  Cjai,  qui  seraient  les 
coordonnées  cartésiennes  de  la  tangente  mobile  X|. 

De  plus,  0(j:',j')  étant  le  point  de  contact,  Its  rela- 
tions (i6)  donnent 

1 1 .  Polaire  d'un  point  par  rapport  à  Q. 

Théorème.  —  Étant  donnés  la  conique  Q  circonscrilo 
à  ARC  selon  la  droite  X(X,  [jl,  v)  et  le  point  0{a^  p,  y), 
les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  points  (.  av) 
et  (.^v),  (X.v)  et  (a.v),  (X|3.)  et  (aa.)  forment  un 
triangle  A,B,(>|  honiologique  avec  ABC,  et  l'axer 
d'homologie  est  la  polaire  de  O  par  rapport  à  Q. 
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Les  droites  rii,  6|,  C|  coupent,  en  etlet,  les  côtés*BC, 
CA,  AB  aux  points 

(■9)  "=ir?-ôF^'     ^-^û^zzrv     ^=xï(?:^' 

et,  comme  x^3  =  +  i,  ces  U'ois  points  sont  situés  sur 
une  droite  p(œ,jr^  z). 

Or,  si  les  droites  Aa,  B^,  Cy  coupent  Q  en  A2,  Bj, 
C3,  on  a  (i),  pour  le  point  A 2* 

*(a— X) 


'     v(X-a)' 

ft  (i<),  pour  la  tangente  en  A 2, 

a«       __X v(X— a)« 

X'     v(X  — a)»'  ai 

Cette  tangente  coupe  AX  au  point 

.       jjL(X-4-a)       v(g  —  X) 
'  ^»      "TTZir'        X  +  a    ' 

De  même  les  tangentes  en  Ba  et  C2  coupent  Bjx  et  Cv 
aux  points 

Il       5 — )    li,    ^— > 

X(vh-y)       .'^(ï  — V)      ,^ 

IV  >       —     >       V. 

Il  résulte  de  ces  valeurs  que  les  points  I,  H,  K,  qui 
fixent  la  polaire  de  O,  appartiennent  à  la  droite  p. 

Remarque  1.  —  On  peut  donc  (avec  la  règle)  con- 
struire la  polaire  de  O,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  tra- 
cer la  conique  Q. 

Remarque  II.  —  Si  j:  =  y  =  2  =  1 ,   O  est  le  centre 
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(    320   ) 

de  Q,  et  les  formules  (19)  donnent,  pour  ce  centre, 

X(i^X-i-Xjx) 
■-    ,_X-Xi*   ' 

»  ^        I  —  |Ji  —  iJiv 

*  I  —  V  —  Av 

12.  Théorème.  —  Si  les  droites  qui  joignent  un 
point  0(a,  P,  y)  de  la  conù/ue  Q  circonscrite  à  ABC 
je/o/i  la  droite  X(X,  |jl,  v),  aux  points  \,  [jl,  v,  coupent 
la  conique  en  A|,  B^,  C|,  le  triangle  AiBtd  est  ho- 
mo logique  avec  ABC;  le  centre  (o  d'homologie  est  le 
point  ou  la  tangente  X  touche  la  conique  Qi  inscrite 
selon  le  point  O,  et  taxe  p,  qui  est  la  polaire  de  w 
par  rapport  à  Q,  tourne  autour  du  point  0|,  pôle 
de  X  par  rapport  à  ABC. 

En  effet,  d'après  (4),  Tune  des  coordonnées  de  A| 
est  X^:a,  et  on  aura  les  autres  par  l'équation  (2).  De 
même,  pour  B|  et  C| .  On  trouve  ainsi 


B, 
Cl 


Xî  j_  I 

7'  Xy'  xp' 

I  JJl*  I 

Kï  p  f^» 

I  I  V* 

vp  va  Y 


Les  droites  AAt,  BB|,  CC|  sont  donc  concourantes 
au  point 

/X«       UL>      V>\ 

et  ce  point,  qui  appartient  à  X  pour  vérifier  son  équa- 
tion (1),  est  de  plus  (6)  le  point  où  X  touche  Q|. 
Les  côtés  de  A|  B|C«  coupent  les  côtés  correspondants 
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(3a.   ) 
de  ABC  aux  points 

a:  =  -Œ,        7  =  — p,         z=  — Y, 

et  ces  points  sont  situés  sur  la  droite  p  ( —  a:,  — j^,  —  z), 
polaire  de  O  par  rapport  à  ABC. 
Comme  on  a 

cette  droite  p  passe  par  le  point  0( —  X,  —  [jl,  —  v),  pôle 
de  X  (triangle  ABC)  ;  elle  est  de  plus  polaire  de  co  (co- 
nique Q),  car  les  relations  (i),  qui  lient  le  point  à  sa  po- 
laire, se  trouvent  vérifiées. 

13.  Théorème.  —  Le  lieu  des  centres  (o(a:,j^,  z)  de 
la  conique  Q,  inscrite  à  ABC  selon  le  point  0(a,  p,  y), 
mobile  sur  la  droite  fixe  X(X,  [x,  v),  est  une  conique. 

Comme  O  appartient  à  X,  on  a  (i) 

X       p 

-  -4-  i-   =  I. 

Or  (formule  au), 

_H-a?  —  xy  i-^  X  -^  xy 

"  i-hx -{- xy'         ^  '^  —  i-h X -\- xy 

En  remplaçant,  il  vient 

((XjjL -4- {Jl  — 1)7«-+- 9.XfJtj^-f- (i -+- X[i  —  ix)]  a:« 

—  2({xjK  —  i)a?^-(i-f-  |ji  —  Xfx)  =  o. 

Cette  équation  est  celle  d'une  conique  Q^  qui  coupe 
les  côtés  BC,  CA,  AB  aux  points  qui  sont  les  racines 
des  équations 

(i-f-Xjx—  {JL)ir*4-  23:^-(i-f-  (x—  Xjx)  =  o, 
(X[ji -h  (1  — 1)7« -h  ^l[i.y -h  (i-h  Xfi  —  |i)  =  o, 

(H-  fX—  XfJl)5*  -h  2{X>5-f-  (XfJlH-  JJt  —  l)  —  o, 
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c'csl-à-Jire  en  leurs  milieux  et  aux  points 

Xut — a  —  1  u  —  I — ■  Xu  I  —  u  —  AjJL 


■^-       —  ,  jr  ^     :^^ -,  4*1     •     -       —  y - 

A|JL—  |JL-f-I  A|JL-|-JJl I  I  -h    JX  —  AjX 

Or,  si  Qa  est  la  conique  inscrite  ajant  pour  centre 
o),  (-  X"*,  —  (A""%  —  '^"0»  celte  conique  est  inscrite  à 
ABC  selon  le  point  0|  (Xi  ^ji ,  ^,). 

Remarque  I.  —  Si  X  passe  à  Tinfini,  on  a 

^i  =r»  =  ^i  =  — ^ 

et  Qa  devient  Tellipse  inscrite  selon  le  centre  de  gra- 
vité. 

Remarque  II.  —  SÎA=  — ,  |jl  =  — 5>v  =  t-j>ousîX 

eât  la  droite  isotoinique  de  celle  suivant  laquelle  le 
cercle  est  circonscrit  à  ABC,  C0|  devient  le  point  de 
Lemoine,  0|  est  rorthocentre  et  Qa  est  le  cercle  des 
neuf  points. 

14.  Pôle  d*une  droite  par  rapport  à  la  conique  Qi. 

Théorème.  —  Etant  données  la  conique  Qi  inscrite 
à  ABC  selon  le  point  O  (a,  p,  v)  et  la  droite  p  (X,  [jl,  v), 
51  Von  appelle  A,,  B,,  C|  les  points  (jjiv,  v^),  (Xy,  va), 
(Xp,  jjia),  les  droites  AA,,  BB,,  CC|  seront  concou- 
rantes  en  un  point  lo,  pôle  de  p  par  rapport  à  Q, . 

En  effet,  les  coordonnées  des  droites  A  Ai,  BB|,  CC| 
sont 

,     .  V  —  Y  X  —  a  !^  —  3 

^      ^  VY({X-?)  ^        Aa(v-Y)  Î^P(^-a) 

et  comme  :ryr  = —  i ,  ces  droites  sont  concourantes  en 
un  point  io(j:,  7%  z). 

Or,  si  Ton  mène  à  Q,  les  tangentes  XI,  uH,  vK,  on 
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) 

aura, 

pour  A| , 

X, 

p(X-«) 

I 

p(X- 

-a) 

et  (6) 

,  pour  le  pc 

lint  de  coiilacl  I, 

X« 
—  > 

2 

X>        ' 

- 

-  a 

P(X 

-«)« 

On 

en  déduit, 

pour  al, 

a. 

p{X-«) 

?(X- 

^a) 

On  aurait  de  même  pour  [îli  et  yK., 

a(v  —  y)        B(v  h-  v) 
V  -t-  Y  ^  -  ï 

Il  résulle  de  ces  valeurs  que  les  droites  al,  ^H,  yK, 
qui  fixent  le  pôle  de  p»  passent  par  co. 

Remarque  I,  —  On  pourra  donc  (avec  la  règle) 
irouver  le  pôle  d'une  droite  X,  et,  si  cette  droite  est  à 
Tinfinî,  on  aura  le  centre  de  Q,  en  joignant  A,  B,  C 
aux  milieux  des  segments  ^v,  av,  a^. 

Remarque  II,  —  Si  O  est  le  centre  de  Q,,  on  a 
I  —  V  1  —  a  '  —  P 

IS.  Théorème.  —  Si  par  le  point  où  une  tangente 
X(X,  a,  v)  rt  une  conique  Q,  inscrite  à  ABC  selon  le 
point  0(a,  p,  y),  coupe  les  rayons  Aa,  Bjî,  Cy,  on 
mène  les  secondes  tangentes  a,,  i|,  C|,  /<?  trilathre 
rt,  i|  C|  <?5^  honiologique  a\^ec  abc  ;  l'axe  p  d'homologie, 
qui  tourne  autour  de  O,  e.çf  tangent  à  la  conique  Q 
circonscrite  à  ABC  5r?/o/i  /a  droite  X,  e^  /<?  centre  co 
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a» 

va 

—  I 

fia 

vr 

X?' 

—  I 

—  I 

ï!. 

V 

(3^4  ) 

dliomologie,  qui  est  le  pôle  de  ^  par  rapport  «  Qi, 
décrit  la  droite  X«,  polaire  de  O  par  rapport  à  ABC. 

D'après  (4)»  «^  l5^  est  l'une  des  coordonnées  de  A,, 
et  Ton  aura  (i)  les  deux  autres  en  écrivant  que  a^  en- 
veloppe Q|.  En  procédant  de  même  pour  i|  et  C|,  on 
trouve 

I        .    «* 

On  voit  par  là  que  les  points  {na^)^  (*^i)^  (^^«  ) 
sont  situes  sur  la  droite  p  (  y  >  ~>  ~  )• 

Cette  droite,  qui  passe  par  O  pour  vérifier  son  équa- 
tion (i),  est  de  plus  (4)  tangente  à  Q. 

Les  droites  AA|,  BB|,  CC«,  qui  ont  pour  coor- 
données x=: — )x,  ^  =  — [X,  5  =  —  V,  sont  concou- 
rantes au  point  (o( —  A,  —  UL,  — v),pôle  de  X (tri.  ABC). 

Ce  point  appartient  d'ailleurs  à  la  droite 

X,(-a,  -P, -Y)» 
car 

—  a       —  IX 

et  il  est  le  pôle  de  p  (conique  Q)  parce  qu'il  vérifie  les 
relations  (21)  qui  lient  le  pôle  h  sa  polaire. 

16.  Génération  de  la  conique.  —  Coupons  le  triangle 
ABC  par  la  droite  X(X,  jji,v)  (Jig' ^)i  et  lirons  les 
droites  AX,  Ba,  Cv  formant  le  triangle  Ai  B|  C|  Iiomo- 
logique  de  ABC  selon  l'axe  X,  et  son  pôle 

0,(-X,-.|ji, -V) 
par  rapport  à  ces  triangles. 
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Proposons-nous  de  décrire  la  conique  Q  circonscrite 
à  ABC  selon  la  droite  X  et  inscrite  à  A|  B,  C|  selon  le 

Fig.  4. 


1                  y/^' 

. 

r     /^ 

M 

/ 

y% 

A 

4 

QW 

r                  ^B                    X 

^\ 

point  0|  qui  est  aussi  le  pèle  de  X  par  rapport  à  cette 
conique. 
Si  cofjr,  j-,  z)  est  un  point  de  X,  on  aura  (i) 


(23) 


X  JJL 


^-h-=I,  --hr-=I. 

y     ^  ^      X 


Les  droites  wA|,  wB,,  (od  coupent  BC,  CA,  AB  en 
a,  p,  Y,  et  comme 

Aif— X,  fx,  v),     B,(X,  —  fi,  v),     C,((X,  fx,  — v), 
on  aura,  en  utilisant  les  équations  (33)^ 


(2O 


aa:=X2,         p^  =  ji»,         •]r5  =  ' 


Il  en  résulte  que  les  droites  A  a,  B  p,  Gv  sont  concou- 
rantes au  point  0(a,  3,  y). 
Ann.de  Afathémat.,  3'série,  t.  XIV.  (Août  1895.)  23 
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(3a6) 
Or,  d'après  (a4)>  'es  équations  (23)  deviennent 


(25)       ^-^1=1, 


P  V 

-  H-  -  =1, 


-i.  -h  -  =1. 


Donc  (i)  le  point  O  appartient  à  Q.  Les  triangles 
A|B,G|  et  a^Y  sont  homologiques  (centre  w),  et  l'axe 
X|  (Xi ,  jjL| ,  V|  )  a  pour  coordonnées 

D'ailleurs,  les  équations  (28)  expriment  que  X|  passe 
parOi,  et  les  équations  (aS)  que  le  triangle  a^y  est 
circonscrit  à  A|  B|  C| . 

On  a  ainsi  le  système  homologique 

ABC 

Al     B|     G, 

a        p       Y 

dans  lequel  chacun  des  centres  ou  des  axes  est  celui  des 
deux  triangles  non  écrits  sur  la  ligne  où  il  se  trouve. 
Si  I,  H,  K.  sont  les  points  qui  fixent  l'axe  p,  on  a 

— X — ' 


o 
o, 


p 

X 


I 


X, 


H 


.  a(v  -hir)  « 

A.   .     y         — — y 

V  a(v  -h  y) 

d'où,  d'après  (24)  et  (25), 


T(f^H-p) 


(26) 


P':,r2' 


X3  jjlJ  v5 

a?*       j^*       ^> 

Ces  valeurs  montrent  que  la  droite  p  passe  par  O.  De 
plus,  elle  est  tangente  en  ce  point  à  Q,  car  (4)  les 
coordonnées  de  cette  tangente  sont 

a*        P»        Y> 
->->      — y       — > 
A  JX  V 

c'est-à-dire,  d'après  (24)?  celles  (26)  de  p. 
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Il  est  facile  d^  voir  que  le  triangle  apy  est  autopo- 
laire par  rapport  k  Q,  car  la  polaire  de  a  est  A|  I  ou  py. 
D  en  résulte  que  Xi  est  le  pôle  de  Ai  a,  et  comme  0< 
est  le  pôle  de  X,  la  droite  O^Xi  ou  X|  est  la  polaire 
de  Cl). 

En  résumé,  pour  toute  position  de  o)  sur  X,  on 
pourra  (avec  la  règle)  obtenir  un  point  Ode  Q,  la  tan- 
gente p  en  ce  point,  et  la  polaire  X|  de  o). 

17.  Théorème.  — Deux  triangles  ABC  et  A|B|C|, 
conjugués  par  rapport  à  une  conique,  sont  homolo- 
giques,  et  réciproquement. 

Soit  Q  une  conique  coupant  les  côtés  BG,  CA,  AB  du 
triangle  de  référence  aux  points  X  et  A| ,  [x  et  (X| ,  y  et 

Vi .  On  a 

r  =  XXi  fxfjii  vvi  =  -h  I . 

Appelons  I  et  I|,  H  et  H|,  K  et  K|  les  points 

(fxv,  ix,vi)  et  (|xvi,fxiv), 
(Xv,  X,v,)  et  (Xv,,  Xjv), 
(Xjx,  Xijx,)    et    (X[Xi^X,fi), 

et  Â|  B|  Cf  le  triangle  des  droites  II| ,  HH, ,  KK| ,  lequel 
est  conjugué  de  ABC  par  rapport  à  Q. 
On  a 

I   .  ^1—^  fXV—  fXiVi  VVj(ft—  [JLi) 

*    VVi(|X—  [Xi)'  V— -Vi         '  fiv  —  fX,Vi 

et,  en  permutant  v  et  v^, 

*   •  VV,(fX--fl,)'  Vi  — V        '  jxVi  —  jxiv' 

D^où,  pour  le  côté  ai, 
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(  328  ) 
On  trouverait  de  même,  pour  bi  et  C|, 

'2XX1  X  -h  Xi  V  -h  Vj 

A -4- Xi  '       XX,  (v-4-v,  )'  7. 

9.         '  p.  -H  |A|  '  fX,a,(X  -4-Xi) 

Les  points  aai,  &£|,  CC4  ont  donc  pour  coordonnées 


V  -4-  Vî 

A-+-A1 

ûc  -        ^  "*"  ^* 

~"  vv,(îi-+-îi,)/ 

•^          AX,(v-4-v,)' 

|JlfI,(X-HXi) 

D'où 

^r^=  ,-,  =-+-«» 

ou  les  triangles  ABC  et  Â|B|Ci  sonl  homologiques 
selon  l'axe  p  (jc,  y^  z). 

Réciproquement,  si  xyz  =  i ,  on  aura  r  =  1  et  les 
deux  triangles  ABC  et  A|  B|  C^  homologiques  seront 
conjugués  par  rapport  à  la  conique  Q  circonscrite  à 
riiexagone  XX^i  [X[jL|  vV|  . 

D'ailleurs,  si  Ton  connaît  les  coordonnées  des  côtés 
ai,  ^4,  c,,  on  pourra,  en  s'aidant  des  relations  obte- 
nues, trouver  les  points  où  cette  conique  Q  coupe  les 
côtés  de  ABC. 

18.  Théorème.  —  Si  deiix  triangles  ABC  et  A|  B|  Ci 
sont  homologiques,  le  triangle  A'B'C  des  points 
(BC|,B|C),  (ACm  A,C),  (AB|,A4B)  et  le  trilatère 
a\b\c\  des  droites  {bc^^  b^c)^  («C|,  a^c)^  {^^11  <'j  *) 
sont  aussi  homologiques. 

En  effet,  les  triangles  homologiques  ABC  et  AjEi  C, 
sont  conjugués  par  rapport  k  une  certaine  conique 
Q  (17).  Or,  comme  les  points  B  et  C|  ont  b^  et  c  pour 
polaires,  BCj  est  la  polaire  du  point  &|  c  ;  de  même  64  C 
est  la  polaire  du  point  icj.  Donc  le  point  (BC,,  B^C) 
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oU  A'  est  le  pôle  de  la  droite  (  A|  c,  bct)  ou  a\ .  De  même, 
B'  el  C  sont  les  pôles  de  b\ ,  c\ .  Les  triangles  A'  B'C  et 
A',  B\  C\  sont  ainsi  conjugués  par  rapport  à  Q,  et,  par 
suite  (17),  homologiques. 


SUR  LA  COMPOSITION  D'ADMISSION  A  LÎGOLE 
POLYTECHNIQUE; 

Par  m.   Lucien  LÉVY. 


On  lira  peut-être  avec  intérêt  la  solution  du  pro- 
blème que  j'ai  proposé,  cette  année,  pour  le  Concours 
d'admission  à  TEcole  Polytechnique. 

Première  Partie.  —  Former  l'équation  de  la  surface 
du  deuxième  degré  (S)  qui  contient  trois  droites 
données  D,  IK  ef  OA. 

Cette  première  Partie  est  traitée  dans  tous  les  cours, 
en  faisant  un  choix  particulier  d'axes  ;  la  méthode  est  la 
même  quand  les  axes  sont  quelconques.  Je  prendrai  les 
équations  des  droites  D  et  IK  sous  leur  forme  la  plus  ré- 
duite en  faisant  observer  que  les  formes  à  cinq  ou  six 
paramètres  apparents,  qui  sont  presque  exclusivement 
usitées  dans  l'enseignement  à  cause  de  la  symétrie  qui 
en  résulte  pour  les  formules,^ne  doivent  pas  faire  oublier 
les  formes  à  quatre  paramètres  effectifs,  bien  plus  ma- 
niables dans  les  applications. 

Soient 

\  Di  =  j^—  cz-'d  —  o, 

fD')  I 

(  D,  —  Y  —  c' z  —  d'  =:  o 
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(  33o  ) 
les  équations  des  droites  D  et  !>; 


(OA) 

{  jr=  mx 

celles  de  OA. 

La  méthode  classique  consiste  à  faire  passer  par  la 
première  droite  un  plan 

(i)  D  — XDi  =  o, 

par  la  seconde  droite  un  plan 

(a)  D'— X'D;  =  o, 

et  à  exprimer  que  la  droite  représentée  par  ces  deux 
équations  rencontre  OA,  ce  qui  s'exprime  en  faisant 
z  =  o  et  ^  =  mx  dans  ces  deux  équations,  et  en  écrivant 
que  les  deux  valeurs  de  x  ainsi  obtenues  sont  égales  : 

X  —  h  —  \{nix  —  d)  =0, 
X  —  6' —  \\mx  —  d)  =  o, 

d'où  la  condition 

I  —  \in  _   h  —  \d 
I  — Vm  ■"  b'—Vd' 
ou 

(3)  b'  ^  b  ^Xi.d-'  b'  m)  -^V^bm  —  d)  ->r\V  m{d  --  d)=z  o. 

L'équation  cherchée  s'obtient  en  éliminant  X  et  V  entre 
les  équations  (i),  (  2)  et  (3).  On  obtient  ainsi  Téquation 

de(S) 

(6'— 6)DiD;h-(6;-6'w)DD; 


(S) 

Cette  équation  contient  le  paramètre  m  au  premier 
degré,  comme  on  pouvait  le  prévoir/puisque  ces  surfaces 
(S)  ont,  au  fond,  huit  points  communs,  savoir  :  trois  en 
ligne  droite  sur  D,  trois  sur  IV,  un  en  O,  et  un  sur  la 
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(33.) 
droite  qui  joint  les  traces  sur  xOy  de  D  et  de  ly,  droite 
qui  appartient  à  (S)  puisque  xOy  est  un  plan  tangent. 

Deuxième  Partie.  —  La  surface  (S)  ei  la  surface  (S) 
analogue  qui  contient  les  droites  A,  A'  et  OA  5e 
coupent,  en  dehors  de  OA,  suivant  une  certaine 
courbe.  Trouver  la  surface  lieu  géométrique  de  cette 
courbe  lorsque  O A  décrit  le  plan  xOj. 

Ordonnons  Téqua lion  (S) par  rapport  au  paramètre  m 
qui  \a  varier 

[{cT  -  d)DD' -^  bD'D^--  b' DD\]m 


On  aura  de  même  Téquation  de  (S)  en  mettant  sim- 
plement des  lettres  grecques  au  lieu  de  lettres  françaises, 
savoir  pour  les  droites 

ÎA  =  iF  —  oiz  —  3  =o, 
Ai=^—  ys  —  o  =o, 

d'où 

[(o'— o)AA'-+-  PA'A,—  P'AA'Jm 


l         -h(p''-P)A,A;-f-8AA;  — 8'A'A,=  o. 

Le  lieu  cherché  s'obtiendra  donc  par  rélimination 
de  m  et  aura  pour  équation 

/  (d'—  d)bD'-hbD'Di-b'DD\ 

(3'-8)aa'+pa'a,-P'aa; 

^^^  j       _  {b''-'b)DiD\-^dDD\  —  d'D'Di 

{        -     (p'— P)AiA;  h-SAA'i  — cTA'^Ai 

Le  lieu  est  en  apparence  du  quatrième  degré,  mais  il 
est  évident  que  Téquation  précédente  se  décompose  en 
deux  dont  Tun  doit  être  z  =  o   (le  lieu   de  OA  qui, 
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(  33a  ) 
d'après  l'énoncé,  est  étranger).  Vérifions  ce  point  :  pour 
cela,  il  suffit  de  développer  Téquation  précédente  en 
supprimant  la  lettre  z. 

Le  premier  numérateur  devient  ainsi 

+  b(x  -  b'Hjr  -d)-  b'(x  -  b)(y  -  d'), 

ou 

(rf'—  d)x^-{-{b'd-'bd')x  H-  (6  —  b')xjr, 

ou,  enfin 

x[(d''-d)x-+-(b  —  b')y'^b'd^bd']. 

Un  calcul  aussi  court  donnerait  le  second  numéra- 
teur*, mais  on  peut  remarquer  qu'il  se  déduit  du  pre- 
mier par  l'échange  simultané  des  lettres  z  et  y,  b  et  rf, 
i'  et  d^.  Il  s'écrit  donc 

y[(b'-b)y  -+-  (d'-d')x  -h  d'b  -  db'], 

et  le  rapport  des  deux  numérateurs  a  pour  valeur • 

Le  rapport  des  deux  dénominateurs,  qui  n'en  diflere 
que  par  l'emploi  des  lettres  grecques,  a  donc  aussi  pour 

valeur >  et  les  termes  indépendants  de  z  dispa- 
raissent dans  l'équation  (4)  qui,  par  conséquent,  s'a- 
baisse au  troisième  degré.  Elle  ne  peut  d'ailleurs  s'a- 
baisser davantage;  car  l'équation  (4)  montre  que  les 
quatre  droites  font  partie  du  lieu  et,  comme  ces  droites 
sont  quelconques,  elles  ne  peuvent  être  sur  une  qua- 
drique. 

Le  lieu  est  donc  certainement  une  surface  de 
troisième  degré  S3,  dont  l'équation  sera 

-(LM'~.ML')  =  o, 
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siloD  écrit  l'équation  (4)  ainsi 


M 
M'* 


Il  n'y  a  évidemment  aucun  intérêt  à  développer  da- 
vantage pour  le  moment. 

Remarque.  —  On  peut  remarquer  qu'il  était  inutile 
d'astreindre  la  droite  OA  à  décrire  un  plan  Gxe;  cela 
résulte  immédiatement  de  la  manière  classique  de  con- 
struire, par  points,  la  cubique  gaucbe  intersection  des 
surfaces  (S)  et  (S). 

Par  le  point  O^  on  mène  un  plan  quelconque  :  soient 
«,  af  les  points  oà  il  coupe  D  e«  IK  ^  a,  a'  ses  points  d'in- 
tersection ai^ec  L  et  à!.  Le  point  M  oh  se  coupent  aa! 
et  aa'  décrit  la  surface S^.  Il  parait  que  ce  mode  de  gé- 
nération se  trouve  indiqué  dans  Schrœter;  je  n'ai  pas 
eu  le  temps  de  le  vérifier.  Il  a  été  aussi  trouvé  par  M.  F. 
Deruyts  (^Bulletin  de  l'académie  royale  de  Bruxelles, 
p.  35  ;  1891)  dans  un  intéressant  Mémoire  sur  les  droites 
des  surfaces  cubiques,  auquel  j'ai  fait  de  nombreux  em- 
prunts. 


Troisième  Partie.  —  Trouver  les  droites  de  la  surface. 

Le  calcul  faisait  immédiatement  découvrir  les  quatre 
droites  données  D,  D\  A  et  A'.  Quelques  candidats  ont 
écrit  ainsi  l'équation  (4) 

\y'{bD^^dD)  —  V)(b'\y\-'dï)') 

A'(  p  A,  —  oA  )  -  -  A(  fi' A',  —  0' A') 

A|(3'A';-o'A')-A;(PAi-eÂr' 
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et  trouvé  deux  nouvelles  droites 

(     6D,—  6/D=o,  (     ÔA,—  oA  =0, 

^     ^         )  b'D\-d'D'=o,  ^        (  P'a;-o'A'=o; 

ce  sont  celles  qui  passent  par  O  et  s'appuient  sur  un  des 
couples  D,  D'  ou  A,  A'. 

C'est  par  des  considérations  géométriques,  comme 
d'ailleurs  il  convenait,  que  toutes  les  droites  ont  été 
trouvées.  11  suffisait  pour  cela  de  recourir  à  deux  consi- 
dérations simples  :  i  "^  toute  droite  qui  a  quatre  points 
sur  une  surface  du  troisième  degré  en  fait  partie,  ce  qui 
donnait  les  sécantes  K  et  K'  communes  aux  quatre 
droites  données;  2**  tout  plan  qui  coupe  une  surfacecu- 
bique  suivant  deux  droites  la  coupe  suivant  une  autre 
droite.  Ces  deux  théorèmes  bien  connus,  et  qui  ne  sont 
pas  particuliers  aux  surfaces  du  troisième  ordre,  suffi- 
saient, avec  la  détermination  directe  des  six  premières 
droites  signalées  qui  se  faisait  sans  peine  et  que  je 
passe  sous  silence,  pour  abréger.  Les  lecteurs  des 
Nouvelles  Annales  trouveront  plus  loin  une  Note  de 
M.  d'Ocagne  sur  ce  même  sujet;  je  n'insisterai  donc  pas 
davantage. 

Je  ne  résiste  pas  cependant  au  plaisir  de  signaler  la 
très  élégante  classification  des  27  droites  que  m^a  signa- 
lée M.  E.  Blutel;  le  plan  GF  coupe  les  droites  K  ctK' 
suivant  une  droite  L  qui  est  évidemment  sur  la  surface 
(quatre  points  communs).  Considérons  maintenant  les 
cinq  droites  D,  D',  A,  A'  et  L  qui  coupent  K  el  K'  : 
chacune  d'elles  avec  K  ou  K'  détermine  un  plan  où  se 
trouve  une  nouvelle  droite,  soit  dix  eu  tout. 

Trois  quelconques  d'entre  elles  avec  K  el  K'  détermi- 
nant surabondamment  un  hyperboloïde  qui  coupe  S3 
suivant  une  nouvelle  droite,  soit  dix  hypcrboloïdes  ti 
dix  nouvelles  droites,  ce  qui  fait  le  compte.  Si  K  el  K' 
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sont  imaginaires,   les  dix  plans  donnent  dix  droites 
imaginaires,  et  les  dix  hyperboloïdes  dix  droites  réelles, 
en  tout  douze  droites  imaginaires  et  quinze  réelles. 

J'indiquerai  dans  une  Note  le  degré  de  généralité  du 
mode  de  génération  qui  faisait  l'objet  du  problème. 

Quatrième  Partie.  —  Etudier  complètement  la  sur^ 
face  S3  dans  le  cas  particulier  où  les  quatre  droites 
D,  D',  A  et  A'  sont  quatre  génératrices  d'un  même 
système  d'un  hjperboloïde  qui  passe  au  point  O  ;  et 
montrer  que,  dans  ce  cas,  le  lieu-comprend  un  plan 
qui  demeure  invariable  lorsque  les  quatre  droites 
décrivent  respectivement  des  plans  passant  par  le 
point  O  (et  que  le  plan  tangent  en  O  à  Thyperboloïde 
demeure  invariable). 

Pour  me  conformer  au  texte  que  les  candidats  ont 
eu  entre  les  mains,  je  laisserai  d'abord  de  côlé  le  der- 
nier membre  de  phrase. 

Voici  d'abord  le  calcul.  Les  quatre  droites  étant  sur 
un  hyperboloïde  H  et  faisant  partie  d'un  même  système 
sont  rencontrées  par  une  même  génératrice  G  de  l'autre 
système  passant  par  O^  proGtant  de  l'indétermination 
possible  du  plan  des  xy  que  j'ai  signalée  dans  la  re- 
marque qui  suit  la  seconde  Partie,  je  prendrai  G  pour 
axe  des  x  et  le  plan  tangent  à  Thyperboloïde  en  O  comme 
plan  des  xy.  L'équation  de  l 'hyperboloïde  sera  de  la 
forme 

avec 

P  =  Aa:  -i-  B^  -h  C^,         Q  ==  E:r  H-  F5  -h  G. 

La  droite  (D)  aura  pour  équations 

(5)  K='-' 

I  Pc-i-Q  =  o. 
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Demème(D'),  (A),  (A') 

(  y  =  c'-3, 
(A)  •  *^         ' 

^     ^  j  Py'-^Q  =  o. 

On  peut  utiliser  les  calculs  de  la  seconde  Partie,  et 
écrire  immédiatement  l'équation  du  lieu  (4)  en  y  faisant 


(6) 


pA'A,-p'AA;  -  (P'-P)a,a;  ' 


Si  Ton  fait  y=^cz  dans  la  seconde  équation  (5),  il 

vient 

Pc-hQ-hçB(c^— ^)=o, 
d'où 

Pch-Qh-cB(c3-^)  Pc'H-QH-c'B(c'i5-^) 

U  =   J3 7 >       i-f  =  n 7 — ; > 

L  -h  A  c  L  -h  A  c 

6  =  — ^—  »  6  =  —    ^ 


E-t-Ac  E-hAc' 

et  l'équation  devient 

.G[PY'-+-Q  +  Y'B(Y'i5-r)](r-ï-)-^G[P'Y+Q-hYB(Yc-j^j]V~v'^) 
_  {y  —  cz)  (y—c'z)  (c'—c)  A 

Ordonnons  le  premier  numérateur  par  rapport  aux 
lettres  c,  c\  après  l'avoir  divisé  par  G, 

Q5(c--c')-f-  P^(c  — c')-+-  B(c'  — c)(^--c5)(^  — c'z). 

Multiplions  les  deux  termes  du  deuxième  rapport  par 
r  et  ajoutons  au  premier  rapport  terme  à  terme, 
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nous  obtenons  la  nouvelle  proportion 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  le  lieu  se  décompose 

en  deux 

Q^  -f  P^  =  o 

qui  est  Thyperboloïde  donné,  et 

qui  se  compose  du  plan  2  =  o  et  du  plan 

(ce'  —  yy')2  -*-  (YH-Y'~  ^  ~"  ^')^  =  o. 

SOLUTION    GÉOMÉTRIQUE. 

Soit  A  le  point  où  OA  rencontre  (H).  Rappellerai 
toujours  premier  système  de  génératrices  celui  qui  con- 
tient deux  des  quatre  droites,  quel  que  soit  d'ailleurs 
rhjperboloïde  considéré.  Cela  posé,  par  A  il  passe  deux 
génératrices  de  (H),  l'une g^ du  premier  système,  l'autre 
^  du  deuxième  ;  g^  rencontre  D,  IK,  A,  A'  et  OA  ;  elle  est 
donc  commune  aux  deux  quadriques  S  et  S  qui  ont  dès 
lors  trois  génératrices  communes  G,  g'  du  deuxième 
système  et  OA  du  premier.  Ces  deux  quadriques  ont 
donc  une  quatrième  génératrice  commune  ^Mu  premier 
système.  Lorsque  OA  pivote  autour  de  O,^  décrit  l'hy- 
perboloïde  (H)  qui  fait  donc  partie  de  l'intersection  ;  g^\ 
qui  n'est  pas  sur  (H),  décrit  la  partie  restante  du  lieu, 
c'est-à-dire  un  plan.  Étant  du  premier  système,  g^' 
coupe  G,  le  plan  que  l'on  vient  de  trouver  passe  par  G. 

Reste  ce  qu'on  pouvait  dire  sur  le  second  membre  de 
phrase;  le  calcul  répondait  nettement.  Les  candidats 
qui  ont  déterminé  le  plan  ont  remarqué  qu'il  passait 
par  G;  ils  ne  pouvaient  pas  dire  autre  chose.  Ils  liront 
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dans  les  feuilles  de  M.  Croville-Morant,  qu'ils  ont  entre 
les  mains,  l'élégante  démonstration,  due,  je  crois,  k 
M.  Antomari,  et  prouvant  que  ce  plan  est  conjugué  du 
plan  tangent  enO  à  Thyperboloïde  dans  Tinvolution  dé- 
terminée par  les  deux  couples  de  plans  OD,  OD'  et  O  A, 
OA'.  Ce  point  se  vérifierait  sans  peine  sur  Téquation 
que  j'ai  donnée  plus  haut. 

Note.  —  Voici  quelques  détails  complémentaires  sur 
le  nombre  des  droites  et  sur  le  degré  de  généralité  de  la 
surface  qu'on  trouvait.  Le  nombre  des  conditions  (19)9 
qui  résultait  de  l'énoncé,  ne  prouvant  rien,  il  faut  rai- 
sonner autrement  et  recourir  à  la  théorie  des  surfaces 
du  troisième  degré. 

On  sait  depuis  longtemps  (voir  Quar  ter  Ij  Journal  y 
t.  II,  p.  114  et  suiv.  5  1857,  Schlâffli)  qu'il  y  a  deux 
cent  seize  manières  de  grouper  les  27  droites  d'une 
surface  en  couples  de  deux  droites  ne  se  rencontrant  pas. 

/En effet,  chacune  des  27  droites  est  rencontrée  par  lo 

autres;  donc  16  ne  la  rencontrent  pas,  et,  comme  chaque 
couple  est  obtenu  de  deux    manières,  on  a  en  tout 

î ÎZ  =  216  couples  j.  Prenons  pour  K  et  R'  les  deux 

droites  d'un  de  ces  couples;  K  et  K'  ont  cinq  sécantes 
communes,  qui  peuvent  être  associées  de  quinze  ma- 
nières en  deux  couples  D,  D'  et  A,  A'  de  droites  ne  se 
coupant  pas,  ce  qui  donne  déjà  216  x  i5  =  8240  grou- 
pements des  27  droites  en  paires  de  deux  droites  ne  se 
rencontrant  pas.  Prenons  une  de  ces  paires  de  deux 
droites  (nos  droites  D,D'  et  A,  A') 5  il  n'existe  qu'un 
point  O,  d'où  partent  une  droite  rencontrant  D  et  IV 
sans  rencontrer  A,  ni  A'  et  une  droite  rencontrant  A  et 
A'  sans  rencontrer  D  ni  D'  (ce  point  se  détermine  faci- 
lement à  Taide  des  notations  de  SchlâfHi  employées  par 
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M,  d'Ocagiie).  Donc  toute  surface  du  troisième  ordre  peut 
être  engendrée  de  324o  manières  par  le  procédé  de 
l'énoncé.  Mais,  dans  ce  que  je  viens  de  dire,  je  n'ai  pas 
distingué  le  réel  de  l'imaginaire;  en  se  plaçant  au  point 
de  vue  du  réel,  il  faut  exclure,  au  moins,  les  surfaces 
cubiques  qui  n'ont  que  trois  droites  réelles. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  COMPLÈTE  DE  LA  TROISIÈME  PARTIE 
DU  PROBLÈME  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE; 

Par  m.  m.  d'OGAGNE, 


Étant  donnés  un  point  O  et  quatre  droites  D,  D', 
A,  A'  ne  se  rencontrant  pas,  ou  mène  par  le  point  O  un 
plan  quelconque  qui  coupe  ces  quatre  droites  aux  points 
dy  d\  o,  5'.  Les  droites  dd\  8ô'  se  rencontrent  en  un 
point  M  dont  le  lieu  est  une  surface  de  troisième 
ordre  (M).  Il  s'agît  de  déterminer  les  vingt-sept  droites 
de  la  surface  (M).  Appelons  Do  la  droite  issue  de  O  qui 
rencontre  D  et  D',  Ao  la  droite  issue  de  O  qui  rencontre 
A  et  A'. 

Si  l'on  considère  toutes  les  droites  88'  qui  rencon- 
trent D,  on  voit  que  cette  dernière  droite  appartient  à 
la  surface;  de  même  pour  D',  A  et  A'. 

Si  l'on  considère  toutes  les  droites  38'  qui  rencon- 
trent Do,  on  voit  que  cette  dernière  droite  appartient  à 
la  surface;  de  même  pour  Aq. 

Nous  allons  voir  que  la  connaissance  des  six  droites 
D,  D',  A,  A',  Do,  Ao  entraine  immédiatement  celle  des 
vingt  et  une  autres.  J\ous  entendons  par  là  qu'à  l'aide 
de  ces  six  droites  on  peut  effectivement  construire  les 
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vingt  et  une  restantes,   et  non  pas  seulement  se  con- 
tenter dMndiquer  des  plans  liés  à  ces  droites  et  conte- 
nant de  nouvelles  droites  de  la  surface  sans  déterminer 
autrement  ces  dernières. 

Nous  emploierons,  pour  faire  cette  détermination 
complète,  la  notation  de  M.  Cremona,  qui  est  la  sui- 
vante : 

Les  vingt-sept  droites,  réelles  ou  imaginaires,  de 
toute  surface  du  troisième  ordre  peuvent  être  représen- 
tées par 


«1 

«1 

as 

«* 

«8 

«• 

^, 

à. 

b. 

b, 

bt 

b. 

Cli 

Cl  3 

cn 

CfS 

Cu 

Cïî 

Ctk 

CS6 

Cjc 

Clk 

Csi 

Cf6, 

les  relations  de  situation  entre  ces  vingt-sept  droites 
étant  indiquées  par  leurs  indices  ainsi  qu'il  résulte  de 
renoncé  que  voici  : 

Deux  des  vingt-sept  droites  se  rencontrent  lors- 
quelles  app  ai*  tiennent  à  l'un  des  groupes  suivants  : 

i^  Une  droite  a  et  une  droite  b  d^ indices  diffé- 
rents ; 

2**  Une  droite  a  ou  b  et  une  droite  c  ayant  un 
indice  commun  ; 

3°  Deux  droites  c  n' ayant  pas  d* indice  commun. 

Pour  tous  les  autres  groupements  deux  à  deux  des 
vingt-sept  droites  il  nj  a  pas  rencontre. 

On  vériGe  immédiatement,  en  prenant  Tune  quel- 
conque des  vingt-sept  droites  et  appliquant  l'énoncé 
précédent,  que  cette  droite  en  rencontre  dix  autres. 

Cela  posé,  nous  constituerons,  dans  le  cas  qui  nous 
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occupe,  les   groupes  numérotés    en    chifTres  romains 
dont  voici  Ténumération  : 

I.  Les  quatre  droites  D,  ly,  A,  A'  qui  appartiennent, 
comme  nous  venons  de  le  voir,  à  la  surface  (M)  et  ne 
se  rencontrent  pas  pourront  être  ainsi  désignées 
(Énoncé,  3**)  : 

D c„ 

D' 013 

A Ci4 

A' Cl, 

Total  :  4  droites. 

II.  La  droite  Do,  qui  rencontre  à  la  fois  c^^  et  C|3, 
ne  peut  être  que  a^ .  b^  (É,,  2°),  c^j,  c^e,  Cjo  (É.,  3°). 
Mais  elle  ne  doit  rencontrer  ni  A,  ni  A',  c'est-à-dire  ni 
C|4,  ni  C45.  Or  a^  et  b^  rencontrent  c^^  et  045,  c^^  ren- 
contre C|5,  et  C50  rencontre  c^.  La  droite  Dq  ne  peut 
donc  être  que  c.,5.  On  voit  de  même  que  Ao  ne  peut  être 
que  C33.  Ces  deux  droites  C4J  et  0^3  ont  bien  en  com- 
mun un  point  qui  est  le  point  O. 

On  voit  donc  que  Ton  doit  prendre  pour 

Ao Cj, 

Total  :  2  droites, 

IIL  Les  droites  c«3  et  c^s  déterminent  un  plan  (E.,  3"). 
Ce  plan  coupe  les  droites  c^  et  C|5  en  des  points  qui 
ne  sont  pas  sur  les  deux  précédentes,  car  C14  et  C45,  qui 
ne  se  rencontrent  pas,  ne  rencontrent  pas  non  plus  C13 
etC45.  La  droite  qui  joint  ces  deux  points  d'intersec- 
tion coupe  donc  les  quatre  droites  ^43,  C45,  044  et  C|5  en 
quatre  points  distincts.  Elle  appartient  donc  tout  entière 
à  la  surface.  Ce  ne  peut  être  ni  une  a,  ni  une  i,  car  il 
faudrait  que  son  indice  appartint  à  la  fois  aux  quatre 

Ann.  de  Afathemat.,  3-  série,  l.  XIV.  (  Aoùl  iScjS.)  2^ 
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précédentes  (É  ,  2^)  qui  n'ont  pas  toutes  ensemble  un 
indice  commun.   C'est  donc  une  c,   et  comme  elle  ne 
peut  avoir  aucun  des  indices  i,  3,  4f  ^i  c*est  Cse- 
Ainsi  donc  : 

La  droite  joignant  les  points  d'intersection  de 

Civ  et  Cit  avec  le  plan  (013045)  est  Cf^, 

De  môme  : 

La  droite  joignant  les  points  d'intersection  de 

Ou  et   Ou  avec  le  plan  (011O45)  est  Oje 
0,1    »    Ois  »  (oisOjj)    0    o^e 

Olî     M     C„  »  (Cii^Cti)     »     0,6 

Total  :  4  droites. 

IV.  Les  droites  Ci,  et  Cse  d'une  part,  C15  et  Cse  de 
Taulr*?  déterminent  deux  plans  dont  la  droite  d'inter- 
section, qui  coupe  ces  quatre  droites  en  quatre  points 
distincts,  est  tout  entière  sur  la  surface  (M).  En  repre- 
nant le  même  raisonnement  qu'au  n®  III,  on  voit  que 
cette  droite  ne  peut  élre  que  C24.  On  trouve  ainsi  que 

les  plans (cj^Ose)  et  (CiiCi^)  se  coupent  suivant  Cu 

»  (('izCki)     »     {Ci,,C3^)  »  Oj5 

M         (OiîCfie)    »    (cisOjfi)  »  0,4 

»         (Ci2046)    »    (cnCta)  »  O35 

»  (  08-4  035)     »      (CJ5C34)  »  O16 

Total  :  5  droites. 

Remarque,  —  Les  onze  droites  déduites  des  quatre 
qui  étaient  données  et  du  point  O,  se  construisant  toutes 
linéairement,  sont  nécessairement  réelles. 

Donc,  les  quinze  droites  c  de  la  surface  (M)  sont 
toutes  réelles. 

V.  Il    existe   deux   droites,    réelles   ou  imaginaires. 
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rencontrant  les  quatre  droites  D,  D',  A,  A',  c'est-à-dire 
^12)  Ci8î  C|4,  C|5.  Ces  deux  droites  seront  ai  eti|  (E,  2®). 

Total  :  deux  droites, 

VI.  En  reprenant  le  même  raisonnement  qu'au  n**  III, 
et  s'appuyant  sur  les  deux  premières  parties  de  l'énoncé 
au  lieu  des  deux  dernières,  on  voit  que  : 

La  droite  joignant  les  points  d'intersection  de  : 
C23  et  Cs6  avec  le  plan  (61  cn)  est  a^y 

C,3    »    Cas  »  (^iCij)     »     «8, 


Ckl    »    Cv6 

» 

(^iCu)    »   a*, 

C45    »    C,8 

» 

(^iCrt)    »   as, 

Cs6    9    Cjs 

» 

(^iCie)    »   «6, 

Cl,    »    Cm 

» 

(aic„)    »    bty 

t*l3    »    ^36 

» 

(a,C,j)     »     63, 

C45    »    C46 

0 

(aiCiO    »    fev, 

C45    »    Cb6 

» 

(aicis)    »    ^6, 

^16    »    C8« 

» 

(ajCie)    »    *6. 

Tota 

l: 

rf£>  droites. 

Remarque.  —  Ces  dix  dernières  droites  se  déduisant 
linéairement  de  a»  et  ft|  sont  réelles  lorsque  ces  deux 
dernières  le  sont. 

D'autre  part,  nous  aurions  pu,  au  lieu  de  partir  du 
couple  («1,61),  partir  de  tout  autre  couple  («a?  ^2)? 
(as,  £3),  . . .,  et  nous  aurions  de  même  obtenu  les  dix 
droites  restantes  par  des  constructions  linéaires.  Il  en 
résulte  que,  si  l'un  quelconque  des  six  couples  [a,  i)  est 
imaginaire,  les  cinq  autres  le  sont  aussi.  Donc, /e5£fo£/ze 
droites  a  et  b  sont  toutes  à  la  fois  réelles  ou  imagi- 
naires. 

En  résumé,  nous  avons  successivement  dét;erminé 
4-l-2-h4  +  5-i-2-|-io=:27  droites  de  la  surface 
(M),  et,  grâce  à  l'emploi  de  la  notation  de  M.  Cremona, 
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nous  sommes  surs  que  ces  vingt-sept  droites  sont  dis- 
tinctes. Nous  avons  donc  toutes  les  droites  de  la  surface. 
Nous  voyons,  en  outre,  que,  suivant  que  les  deux 
droites  qui  rencontrent  D,  D',  A,  A'  sont  réelles  ou  ima- 
ginaires, la  surface  a  vingt-sept  ou  quinze  droites  réelles 
et  nous  avons  le  moyeu  de  déduire  de  ces  six  droites 
les  vingt  et  une  autres  par  des  constructions  linéaires, 
c'est-à-dire  susceptibles  de  se  traduire  par  une  épure. 


SUR  LA  SURFACE  DE  FRESNEL; 

Paw  m.  le  D-^  VAHLEN. 


Nous  cherchons  l'équation  de  la  surface  de  Fresnel 
pour  n  dimensions. 

La  variété  ellipsoïdale  éf,  définie  par  Téquation 

i 

est  coupée  par  une  variété  plane  C  àan  —  i  dimensions, 
passant  par  le  centre  de  ê.  Nous  élevons  des  perpendi- 
culaires sur  C  au  centre,  égales  aux  demi-axes  princi- 
paux de  la  variété  ellipsoïdale  <&,  commune  à  ^  et  C 
En  variant  C,  les  points  extrêmes  de  ces  perpendiculaires 
décrivent  la  variété  de  Fresnel,  dont  nous  voulons  éta- 
blir l'équation. 

Nous  transformons  Téquation  de  rf  par  la  substitution 
orthogonale 

Xi=  ^^xik\k,  (ï,^-  =  1, ...,  /i). 

k 

Soit  \x  =  o  Téquation  de  la  variété  plane  C,  Téqua- 
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lion  de  ^  sera 

i,k  h 

Eu  désignant  par  a  le  carré  inverse  d'un  demi-axe 
principal  de  4>,  les  n  —  i  valeurs  de  a  sont  les  racines 
de  Téquation  de  Laplace,  ici  de  l'équation 


y^a/tZ/ti 


^hk  —  ô/^a 


'    A  =  i,...,n        \ 
i,k  =1,  ...,n  — I  y 

.  8/A  =  o,  lu  =  i        / 


Ordonnée  suivant  les  puissances  de  a,  cette  équation 
s'écrira 


auXhiXhk 


Uk^n 


-»2  2 


if,  =  l 


ahXhiXhk 


ijky£  n,«| 


-2  2 


ahXhiXhk 


—  ...(—  i)«-»a'»-»  =  o. 


Nous  appliquons  le  théorème  de  Cauchy,  concernant 
la  somme  des  carrés  des  déterminants  d'un  système 
oblong  et  nous  obtenons 


/q/i3r/n|*  — a^l/ô^aTA/l 


i^n 


i:^n,ni 


Au  moyen  d'un  théorème  connu  sur  les  subdé termi- 
nants de  systèmes  orthogonaux  ('  ),  l'équation  se  trans- 

(»)  Si  (a^fc),  (i,A:  =  i,  .,,,ft)  est  un  système  ortho^^onal,  le  carré 
d'une  matrice  du  système  est  égal  au  carré  de  la  matrice  adjointe; 
par  exemple, 

i-''a=;';;:'»)=i-''a:;t::,;-'")- 
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formera  dans  la  suivante  : 


-ï 


2-L 


A,.A,.A,  =  | 

Posons 

les  variables  Ç|  sont  les  coordonnées  du  point  extrême 

du  demi-axe    principal  -— ,  normal  à  6  au  centre;  et 

/a 

Téquation  de  la  variété  de  Fresnel  devient 

yli-aViktil. 

^..  y  lLjJ4±i^ _...(_, )»-.,«-. î =  0. 

M 

Dans  cette  équation,  —  est  multiplié  par 


.^vjL  +  y^i^! (-o«-i  y "^ , 

c'csl-à-dîre  par 

n(-i) 

— (e  =  i,  ...,/i). 
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C'est  par  cette  remarque  que  Téquation  se  réduira  à 
celle-ci  : 

h 
A  l'aide  de  Tidentîté 

y«='.  ou  y(^*fL_^)çi-=,   (A=.,. ..,«). 

«  h 

réquation  prendra  la  forme  finale 

a       an 
En  supposant  l'équation  de  S  donnée  dans  la  forme 

réquation  de  la  variété  de  Fresuel  sera 

y  —^ — =1    (/i,t=i,...,^). 


FORMULE  DE  CARDAN  MODIFIÉE  PAR  GAYLEY; 

Par    m.    h.    WEBER, 

Professeur  à  Gôttingen. 

Tradoit  par  m.  L.  LAUGEL. 


Celte  démonstration  est  extraite  du  premier  Volume  du 
Traité  d'Algèbre  de  M.  II.  Weber (Leipzig,  Teubner,  189 0» 
Ouvrage  appelé  sans  aucun  doute  à  jouer  de  nos  jours  le  rôle 
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de  V Algèbre  de  Serret  autrefois,  en  nous  initiant  aux  décou- 
vertes faites,  depuis  la  publication  de  ce  dernier  livre,  par 
réminent  auteur  et  les  savants  de  l'Allemagne  et  par  nos  com- 
patriotes MM.  Hermite,  Laguerre,  Jordan,  etc. 

Considérons   dans  la  formule  de  Cardan    les   deux 
grandeurs  u  et  v  définies  par  les  expressions 


(0 


On  sait  que  toute  racine  cubique  a  trois  valeurs 
distinctes  que  Ton  obtient  en  multipliant  Tune  d'elles 
par  I ,  e,  e^  (e^-f-  e  -f- 1  =  o). 

Par  conséquent  les  grandeurs  u,  u  définies  par  (i) 
ont  trois  valeurs  et  leur  somme  u-f-t'=J^,  J^,  représen- 
tant les  racines  de  l'équation  du  troisième  degré 

7«-h/?X-hgr  =  o, 

possède,  lorsqu'on  n'a  égard  qu'aux  expressions  (i),  neuf 
Dateurs  distinctes.  Ces  valeurs  donnent  du  reste  les 
trois  solutions  de  Téquation  du  troisième  degré  lorsqu'on 
les  distingue  par  la  condition  connue 

(2)  3mp=— /?. 

La  formule  de  Cardan  présente  donc  une  lacune,  en 
ce  sens  que  seule  elle  ne  suffit  pas  à  déterminer  sans 
discussion  les  racines.  Voici  comment  l'illustre  et 
regretté  Cayley  a  remédié  à  ce  défaut  [Cayley,  Philo- 
sophical  Magaz.,  vol.  XXI,  1861;  CoUected  niath. 
PaperSy  vol.  V,  p.  3 10)]. 

Définissons  deux  nouvelles  grandeurs  \j  r^  par 

(3)  t*  =  $»r,,  i>  =  $r,'. 

Multiplions  ces  deux  grandeurs  en  tenant  compte  de  (2)  ; 
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il  vient 

(4)  5n  =  (/^- 

Portons  celte  valeur  en  (3)  et  remplaçons  u  ci  v^  par 
leurs  expressions  tirées  de  (i),  nous  obtenons 


(5) 


Si  l'on  écrit  alors  l'inconnue^  de  l'équation  du  troi- 
sième degré  sous  la  forme 

(6)  ^  =  U(?  +  1), 

on  obtient  une  expression  qni,  lorsque  l'on  remplace 
indépendamment  l'un  de  l'autre  Ç  par  Ç,  eÇ,  t^\  et  t)  par 
T,,  ft\,  e*7j  ne  prendra  plus  neuf  valeurs,  mais  seule- 
ment les  trois  valeurs  suivantes 

racines  de  l'équation. 

CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Mannhbiii. 

Soient  une  surface  (S),  une  de  ses  tangentes  en  son 
point  a,  et  la  trace  a  de  celte  droite  sur  un  plan  de  pro- 
jection (P). 

Si  Ton  prend  des  projetantes  parallèles  à  aa  ou  par- 
tant d"uu  point  de  cette  droite,  on  sait  qne  : 

Des  courbes,  tracées  sur  (S)  à  partir  de  a,  se  pro- 
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jetlent  sur  (P)  suivant  des  courbes  tangentes  en  cl  à 
la  courhe  de  contour  apparent  de  [S)  sur  (P). 

Supposons  (jiie  les  courbes,  tracées  à  partir  de  a, 
passent  en  outre  par  un  po^nt  b  de  (S).  Leurs  projeclions 
passeront  alors  par  le  point  p  projection  de  b  ;  ces  pro- 
jections étant  toujours  tangentes  tjntre  elles  en  a. 
Lorsque  b  est  infiniment  voisin  de  «,  le  point  ^  est 
alors  infiniment  voisin  de  a,  et  Ton  voit  ainsi  que  : 

Si  des  courbes  tracées  sur  (S)  ont  entre  elles  au 
point  a  un  contact  du  premier  ordre^  leurs  projections 
sur{P)ont  au  pointcuun  contact  du  deuxième  ordre  (*). 

Il  est  clair  que  la  tangente  commune  en  a,  aux  courbes 
tracées  sur  (S),  ne  doit  pas  être  la  projetante  a  a. 

Nous  pouvons  opérer,  en  partant  de  ce  dernier  théo- 
rème, comme  nous  l'avons  fait  pour  le  premier  et  ainsi 
de  suite  successivement.  On  arrive  ainsi  à  cette  propo- 
sition : 

Si  des  courbes  tracées  sur  (S)  ont  entre  elles  au 
point  a  un  contact  du  ji^^"^^  ordre,  leurs  projections 
sur  (P)  ont  au  point  a  un  contact  du  (n -\-  ly^^^  ordre. 


CONCOURS  D  ADMISSION  A  L  ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE. 
EN  1893. 


Mathéma  tiques. 

Un   cercle  (C)  et  une  parabole  (P)  sont  représentés,   en 
coordonnées  rectangulaires,  par  les  deux  équations 

(C)    x^-hy^—  ia^  =  o,        (P)    j2_2aa:  — 4a*  =  o; 


(«)  Voir  page  i3S. 
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d'un  point  A,  pris  sur  l'axe  Oy,  on  mène  les  tangentes  au  cercle, 
dont  les  points  de  contact  sont  IVl  et  M',  et  les  tangentes  à  la 
parabole,  dont  les  points  de  contact  sont  N  et  N'. 

1®  Démontrer  que  chacune  des  droites  MN,  MN',  M'N,  M'N' 
passe  par  un  point  fixe  lorsque  le  point  A  décrit  l'axe  Oy. 

a®  Par  les  quatre  points  M,  M',  N,  N'  on  peut  faire  passer 
une  conique  admettant  Taxe  des  j^  pour  axe  de  symétrie;  for- 
mer l'équation  de  cette  conique  (E). 

3"  Trouver  le  nombre  et  la  nature  des  coniques  (E)  qui 
passent  par  un  point  donné  du  plan,  d'après  la  position  de  ce 
point  dans  le  plan. 

5"  Construire  la  courbe  décrite  par  les  points  de  contact  des 
coniques  (E)  avec  les  tangentes  parallèles  à  la  droite  qui  a  pour 
équation  y  =  x.  Distinguer  les  portions  du  lieu  qui  conviennent 
à  des  ellipses  de  celles  qui  conviennent  à  des  hyperboles. 

Physique. 

Une  lentille  de  verre  est  limitée  d'un  côté  par  une  surface 
«phérique  convexe  de  rayon  R;  la  seconde  surface,  de  rayon  S, 


passe  par  le  centre  de  la  première;  l'épaisseur  delà  lentille  est 
donc  égale  à  R. 

a.  On  déterminera  la  position  de  l'image  d'un  objet  quel- 
conque et  son  grossissement. 

b.  La  lentille  étant  employée  comme  loupe,  on  examinera 
s'il  est  possible  de  trouver  une  position  de  l'œil  telle  que  l'image 
paraisse  achromatique. 

c.  On  déterminera  les  positions  et  grandeurs  de  toutes  les 
images  d'un  même  objet  dues  aux  réfractions  et  réflexions 
simples  ou  multiples  dans  cette  lentille. 

Un  calorimètre  à  glace  contient  de  l'alcool  dont  on  provoque 
Tévaporation  par  le  passage  d'un  courant  d'air  pris  à  o".  On 
demande  quelle  quantité  d'air  il  faut  faire  passera  travers  l'al- 
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cool  pour  en  évaporer  i**";  et  quel  poids  dtfglace  est  formé  par 
cette  évaporatîon. 

Chaleur  de  fusion  de  la  glace 80^' 

Chaleur  de  vaporisation  de  l'alcool  à  o". . .   236^'' 

Tension  de  vapeur  de  Talcool  à  0° i2'""',7  de  mercure. 

Densité  de  vapeur  de  l'alcool 1,59 

Qu'arriverait-il  si  le  courant  d'air  était  chaud? 


PUBLiCATIOXS  RÉGENTES. 


Théorir  des  fonctions  aloébriques  et  de  leurs  intégrales. 
Étude  des  fonctions  analytiques  sur  une  surface  de  Hiemann; 
par  M.  Paul  Appelle  Membre  de  l'Institut,  Professeur  à  la  Faculté 
des  Sciences,  et  Edouard  Goursat,  Maître  de  conférences  à  l'École 
Normale  supérieure,  avec  une  Préface  de  M.  Hermite.  Paris,  Gau- 
thier-Villars  et  fils;  1895.  Gr.  in-8«  de  xviii-53o  pages,  avec  91  ligures 
dans  le  texte.  Prix  :  16^'. 

Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
de  la  Mécanique  et  applications,  professées  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Paris;  par  P.  Painlevéf  Maître  de  Conférences  à  la  Sorbonnc. 
Paris,  A.  Hermann,  1896;  in-4*'  lith.  de  290  pages.  Prix  :  i4''* 

Abrégé  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  à  l'usage  des 
candidats  à  la  licence  es  Sciences  mathématiques,  par  Charles 
Henry,  Maître  de  Conférences  à  l'École  pratique  des  Hautes  Études, 
Bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  Membre  de  la  Société  mathématique 
de  France.  Paris,  Nony  et  C'*,  1895  ;  1  vol.  in-S*  de  126  pages. 
Prix  :  3''. 

Leçons  sur  les  coordonnées  tanqentiblles,  par  G.  PapelUr^ 
Ancien  Élève  de  l'Ecole  Normale,  Professeur  de  Mathématiques 
spéciales  au  lycée  d'Orléans.  Seconde  Partie  :  Géométrie  dans  l'es- 
pace. Paris,  Nony  et  C'*,  1896;  in-S"  de  358  pages.  Prix  :  5''. 

Exercices  de  Calcul  différentiel,  par  L.  Collette^  Ancien  élève 
de  rÉcole  normale  des  Sciences  de  Gand,  Professeur  agrégé  de  TEn- 
seigncment  moyen  du  degré  supérieur.  Liège,  A.  Mio  et  Jansar; 
•Sgl;  gr.  in-8«  de  a4^  pages.  Prix  ;  3''. 

CoNic  sections  treated  geometrically,  by  W.-H.  Besant^  Se.  D. 
F.R.S.  fellow  of  Saint-John's  Collège  Cambridge.  Ninth  édition  re- 
viscd  and  enlargcd.  London,  George  Bell  and  sons,  1896  ;  in-S**  de 
viii-286  pages  avec  figures  dans  le  texte.  Prix  :  4  sh.  6d. 
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si  l'on  suppose  quç  l'une  des  coniques  soit  le  cercle  circonscrit 
au  triangle  donné,  ses  rayons  de  courbure  sont  égaux  ;  donc 
les  rayons  de  courbure  des  conî(|ues  tangentes  an>x  côtés  de  ce 
triangle  et  à  ce  cercle,  pour  leurs  points  de.eontact  avec  ce 
cercle,  sont  aussi  égaux;  par  suite  on  conclut  que  : 

Le  lieu  demandé  est  un  cercle  concentrique  au  cercle 
circonscrit  au  triangle  donné. 

On  peut  ajouter,  d'après  ce  qui  précède,  que  le  rayon  de  ce 
cercle  est  égal  à  trois  fois  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 


Question  1563. 

En  chacun  deF  points  d'un  ellipsoïde,  on  mène  le  plan 
tangent.  On  projette  sur  ce  plan  le  diamètre  issu  du  point 
de  contact.  Démontrer  que  ces  projections;  déjà  tangentes 
à,  Vellipsoïde,  sont  tangentes^  en  outre,  à  une  autre  sur- 
face, (  Mannubim.) 


SOLUTION  KT  GENERAtlSATION 
Par  M.  J.  Franel. 

Nous  Youlons  montrer  que  cette  propriété,  loin  d'être  par- 
ticulière à  Tellipsoïde,  est  vraie  pour  une  surface  quelconque. 
Soit  O  un  point  fixe  arbitraire;  en  chaque  point  P  de  la  sur- 
face considérée  on  mène  le  plan  tangent  et  Ton  projette  le 
rayon  vecteur  OP  sur  ce  plan.  Je  dis  que  ces  projections,  déjà 
tangentes  à  la  surface  donnée,  sont  tangentes,  en  outre,  à  une 
autre  surface.  Prenons  le  point  fixe  O  pour  origine  des  coor- 
données et  soit,  par  rapport  à  un  système  d'axes  rectangu- 
laires,/(ar,^,  s)=  o,  l'équation  de  la  surface  proposée. 

Si  l'on  désigne  par  x^y^  z  les  coordonnées  du  point  P,  la 
projection  /'  du  rayon  vecteur  OP  sur  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face au  point  P  sera  représentée  par  les  équations 

(i)  LX-i-MY-H  ^Z  =.o  =  U, 

6* 
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OÙ  l'on  fait,  pour  abréger, 

^  dz        Oy    '  ùx  Oz  ôy       -^  ôx 

Un  plan  quelconque  passant  par  la  droite  /'  aura  une  équa- 
tion de  la  forme 

(3)  a4-XT  =  o. 

Si  l'on  prend  pour  X  une  fonction  déterminée  de  a:,  y,  z,  ce 
plan,  quand  le  point  P  se  déplace  sur  la  surface  donnée,  aura 
une  certaine  enveloppe.  Proposons-nous  de  déterminer  X  de 
telle  sorte  que  le  point  P',  où  ce  plan  touche  son  enveloppe, 
soit  situé  sur  la  droite  /'. 

Il  est  évident  que  le  lieu  du  point  P'  sera  une  surface  jouis- 
sant de  la  propriété  indiquée  dans  notre  énoncé. 

Or  les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  P'  s'obtiennent,  comme 
on  sait,  en  résolvant  le  système  d'équations 

M4-XT  =  o, 

du       .^       —T-     ^ 
dx  âx       ôx  ^  dx' 

du  ^ÔT  àX             df^ 

ày  ày  dy      ^  ^  dy' 

du  .dT  d\^         df 

dz  dz  dz           ^  dz 

où  p  désigne  une  inconnue  auxiliaire.  Mais  ces  coordonnées 
doivent,  par  hypothèse,  satisfaire  aux  deux  équations 

w  =  o,         T  =  o. 

On  aura  donc  à  déterminer  X,  de  telle  sorte  que  les  cinq  équa- 
tions 

/  ^  du       .  dT  df 

P  =  «  T  =  ^'         Tx^^Tx-^Ji^ 

^'^^  \  du       .dT         df  du       ,  dT  df 

I ^-X— =pf-,         ---HX-r-=p-^ 

\    y  ày       ^  dy  dz  dz       ^  dz 


admettent  une  solution  commune  en  X,  Y,  Z  et  p.  L'élimina- 
tion de  ces  quatre  quantités  nous  donne  la  condition  cherchée 
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(  3a*  ) 
après  les  avoir  multipliés   respeclivemenl  par  a?,  y^  s,   A,    il 


viendra 


dx            dx^ 

dM        ,    d^f 

dx           dx  dy 

dx           dx  dz 

dy          dx  dy 

dM       .    d^f 

1 H  X  -^ 

dy            dy* 

dy          dy  dz 

dL  _^  ^  d^f 
dz           dx  dz 

dM        .    d^f 
dz           dy  dz 

dN        .    d^f 
dz-^^   dz^ 

L 

M 

N 

àf 

àf 

àf 

dx 

ày 

dz 

M 


^   I 
^   I 


équation  du  premier  degré  par  rapport  à  X.  X  étant  ainsi  dé- 
terminé, les  cinq  équations  précédentes  seront  compatibles  :  on 
pourra  de  quatre  d*entre  elles  tirer  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  et  p. 
En  particulier,  si  la  surface  donnée  est  algébrique,  on  voit  que 
les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  P'  seront  des  fonctioas  ra- 
tionnelles des  coordonnées  du  point  P. 
Si  Ton  introduit  les  deux  quantités 

il  viendra 

dy  dx  dz 

dz  dy  dx 

dx  dz  dy       -^     ' 

et  si  l'on  fail,  pour  abréger, 

*       1    à        .,  d        ^  d  ^  d  d  f) 

dx  dy  dz  dx      "^  dy  âz 

,  ,       ^       dtû  d'h        do  d'^f        d9  Sd; 

on  pourra  finalement  mettre  Téquation  en  X  sous  la  forme 
R^— ~AS+SAR^ 

-H  X  I  ^  (/,  S)-  RS  [i  as  4-(/,  R)l  -f-  S2  8R  I  =  o. 
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LES  PROPRIÉTÉS  FOCALES  DES  GONIOUES  ORTENUES 
AU  MOYEN  DE  LA  MÉTHODE  DES  POLAIRES  RÉGI- 
PROOIIES  ('); 

Par  m.  Maurice  d'OCAGNE, 
Répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 


1.  Étant  donnés  une  conique  K,  dont  Téqualion  est 
K  =  o,  et  un  point  P(a,  P),  l'équation  générale  des 
coniques  qui  passent  par  les  points  d'intersection  de  la 
conique  K  et  du  cercle  P  de  rayon  nul,  qui  a  le  point 
(a,  p)  pour  centre,  est 

(I)  K  +  X[(a:-a)«4-(j.-p)^]=o. 

Comme  les  quatre  points  d'intersection  du  cercle  P 
et  de  la  conique  K  sont  imaginaires,  le  système  (i) 
comprend  un  seul  couple  de  droites  réelles  A  et  A'.  Ces 
droites  seront  dîtes,  par  analogie  avec  une  expression 
proposée  par  Chasles  (*  ),  les  conjointes  du  point  P  et 
de  la  conique  K. 

Parmi  les  couples  de  cordes  imaginaires  communes  au 
cercle  P  et  à  la  conique  K  se  trouvent  les  droites  iso- 
tropes passant  au  point  P 

(a:-— a)H-z(7  — fi)  =  o, 
(ar^a)  — t(7  — P)  =  o, 

c'est-à-dire,  les  droites  qui  unissent   le    point   P   aux 

(»)  Communication  faite  le  8  avril  1887  à  la  Société  mathématique 
d'Edimbourg. 
(•)  Journal  de  Liouville,  t.  III,  p.  38.'). 

Ann.  de  .Ifaihe'mat.,  !^  série,  l.  XIV.  (Scplerubre  1895.)      25 
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ombilics  I  et  J  du  plan,  points  imaginaires  situés  sur  la 
droite  de  Tinfini  et  par  où  passent  tous  les  cercles  du 
plan. 

Une  première  conséquence  de  cette  remarque  est  que 
le  point  P  a  même  polaire  relative em,ent  à  la  conique  K 
et  aux  conjointes  A  et  A'.  Les  conjointes  passent  ea 
eflet,  d'après  ce  qui  précède,  par  les  points  communs  à 
la  conique  K  et  aux  droites  PI  et  PJ. 

Par  conséquent,  le  point  de  rencontre  des  conjointes 
A  et  A'  se  trouve  sur  la  polaire  du  point  P,  relative- 
ment à  la  conique  K.  On  peut  observer  aussi  qu'en 
vertu  d'une  propriété  générale  des  coniques  passant  par 
Tintersection  d'une  conique  et  d'un  cercle,  les  con- 
jointes A  et  A'  sont  également  inclinées  sur  les  axes 
delà  conique  K. 

Une  deuxième  conséquence  de  la  remarque  faite  plus 
haut  est  que,  parmi  les  conjointes  d'un  point  et  d'un 
cercle,  se  trouve  toujours  la  droite  à  Tinfini  du  plan. 
L'autre  conjointe,  située  à  distance  finie,  est  Vaxe  ra- 
dical du  point  et  du  cercle,  dont  les  propriétés  sont 
bien  connues. 

On  voit  tout  de  suite  que  les  conjointes  du  centre 
d'une  ellipse 

-r  +  4r  =  I 
a'        6* 

et  de  cette  courbe  sont  données  par 


,ab 


et  celles  du  centre  d'une  hyperbole 


oî  ""  6*" 
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Dans  le  cas  de  Tellipse,  les  tangentes  méfiées  des 
eactréntités  du  grand  axe  au  cercle  qui  a  pour  diamètre 
le  petit  axe,  coupent  ce.  petit  axe  aux  points  par  ou 
passent  les  conjointes  du  centre  qui  sont,  d  ^ ailleurs^ 
parallèles  au  grand  axe.  C'est  la  traduction  de  la  for- 
mule 

.ab 

2.  L'importance  de  la  considération  des  conjointes 
réside  dans  le  théorème  suivant  : 

Dans  la  transformation  par  polaires  réciproques 
relatii^ement  à  un  cercle,  les  éléments  corrélatifs  des 
fayers  d^une  conique  sont  les  conjointes  du  centre  du 
cercle  directeur  [centre  de  la  transformation)  et  de 
la  conique  corrélative. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  des  plus  simples. 
Les  ombilics  I  et  J  étant  situés  sur  la  droite  de  l'infini, 
et  les  directions  isotropes  01  et  OJ  (O  est  le  centre  de 
la  transformation)  étant  perpendiculaires  à  elles-mêmes^ 
les  ombilics  1  et  J  ont  respectivement  pour  éléments 
corrélatifs  les  droites  OI  et  OJ.  Or,  les  foyers  d'une 
conique  K  sont  les  points  de  rencontre  réels  des  couples 
de  tangentes  menées  à  K  par  les  ombilics  I  et  J.  Les 
éléments  corrélatifs  de  ces  foyers  seront  donc  les  cordes 
communes  à  la  conique  corrélative  de  K  et  au  couple  de 
droites  01  et  OJ,  c'est-à-dire  les  conjointes  du  centre  O 
de  la  transformation,  et  de  la  conique  corrélative  de  K. 

A  titre  de  corollaire  immédiat  de  ce  théorème,  on  peut 
remarquer  que,  si  l'un  des  foyers  de  la  conique  K  coïn- 
cide avec  le  centre  O  de  la  transformation,   l'une  des 
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conjointes  du  point  O  et  de  la  conique  corrélative  étant 
rejetée  à  l'infini,  cette  conique  corrélative  est  un  cercle, 
résultat  bien  connu  dont  on  pénètre  ainsi  la  raison  in- 
time. 

Le  théorème  précédent  permettra  de  transformer  les 
propriétés  des  foyers  des  coniques  en  propriétés  de 
conjointes,  et  vice  versa.  En  particulier,  on  pourra 
considérer  les  systèmes  de  coniques  ayant  les  mêmes 
cordes  réelles  communes  avec  un  point  donné,  coniques 
qui  pourront  être  dites  homoconjonctwes  par  rapport 
à  ce  point,  et  toutes  leurs  propriétés  se  déduiront  cor- 
rélativement des  propriétés  bien  connues  des  systèmes 
de  coniques  homofocales. 

Mais,  ici,  nous  nous  attacherons  surtout,  c'est  là  le 
principal  objet  de  cette  Note,  à  faire  voir  comment  le 
théorème  précédent  peut  être  utilisé  pour  déduire  les 
propriétés  focales  des  coniques  des  propriétés  tout  élé- 
mentaires de  Taxe  radical  d'un  cercle  et  d'un  point. 

3.  Soient  C  un  cercle,  O  un  point, /Taxe  radical  de 
ce  cercle  et  de  ce  point  (droite  équidistante  du  point  O 
et  de  la  polaire  de  ce  point  relativement  au  cercle  C). 
Une  transformation  par  polaires  réciproques  de  centre 
O  donne,  comme  courbe  corrélative  du  cercle  C,  une 
conique  K,  qui  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une 
parabole,  selon  que  le  point  O  est  à  Tintérieur,  à  l'ex- 
térieur ou  sur  la  circonférence  du  cercle  C.  Mais,  dans 
tous  les  cas,  cette  conique  K  a  pour  foyers  le  point  O 
et  le  point  F  corrélatif  de  la  droite/. 

4.  Joignons  le  point  O  à  un  point  M  pris  sur  le  cer- 
cle C;  la  tangente  en  M  au  cercle  C  coupe  la  droite  / 
au  point  N  ;  tirons  ON  et  menons  Ojx  parallèlement  à 

MN. 
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D'après  une  propriété  fondamentale  de  Taxe  radical^ 
du  point  O  et  du  cercle  C,  on  a 

NO=NM; 
donc 

'N0M  =  NM0        et        rÎ0M  =  M0jx(i). 

L'élément  corrélatif  du  point  M  pris  sur  le  cercle  C 
est  une  tangente  m  à  la  conique  K;  celui  de  la  droite  f 
est  le  fojer  F  de  la  conique  K,  l'autre  foyer  étant  au 
point  O  ;  celui  de  la  tangente  MN  au  cercle  C  est  le 
point  de  contact  P  de  la  tangente  m  sur  la  conique  K^ 
ceux  des  points  N  et  jx  (ce  dernier  situé  à  Tinfini  dans 
la  direction  MN)  sont  les  rayons  vecteurs  PF  et  PO. 
La  transformation  de  la  propriété  précédente  montre 
donc  que  l'angle  de  PF  avec  la  tangente  m  est  égal  à 
l'angle  de  m  avec  PO.  On  obtient  ainsi  cette  propriété 
classique  : 

La  tangente  en  un  point  d^une  conique  est  bissectrice 
de  r angle  des  rayons  vecteurs  qui  unissent  le  point  de 
contact  aux  foyers  de  la  conique. 

5.  Les  polaires  d'un  point  M,  pris  sur  Taxe  radical 
de  deux  cercles,  relativement  à  ces  deux  cercles,  se 
coupent  sur  leur  axe  radical,  car  elles  sont  elles-mêmes 
les  axes  radicaux  du  cercle  de  centre  M  orthogonal  aux 
cercles  donnés  et  de  ces  cercles.  Lorsque  l'un  des  cer- 
cles donnés  se  réduit  à  un  point  O,  cette  propriété 
devient  :  si  la  polaire,  relativement  à  un  cercle  C,  d'un 


(*)  Une  transformation  homographique  permet  de  dédaire  de  là 
le  théorème  suivant  : 

Les  segments  d*une  tangente  à  une  conique,  compris  entre  le 
point  de  contact  de  cette  tangente  et  ses  intersections  avec  les 
conjointes  cTun  point  par  rapport  à  la  conique,  sont  vus  de  ce 
point  sous  des  angles  égaux. 
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point  M  pris  sur  l*axe  radical  d*un  point  O  et  de  ce 
cercle  C  coupe  cet  axe  radical  au  point  M',  Tangle  MOM' 
est  droit.  Transformant  par  polaires  réciproques,  on  a 
ce  théorème  bien  connu  : 

Le  pôle  d'une  droite  passant  par  le  foyer  F  d^une 
conique,  relativement  à  cette  conique,  est  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  en  F  à  cette  droite; 

Ou  bien  : 

La  perpendiculaire  menée  par  un  fojer  F  d'une 
conique  au  rayon  ^^ecteur  d'un  point  M  de  cette  conique 
coupe  la  tangente  en  M  sur  la  directrice  relatii^e  au 
foyerF('). 

6.  Tout  cercle  dont  le  centre  M  est  sur  la  droite^ et 
qui  passe  par  le  point  O  coupe  orthogonalement  le 
cercle  C,  c'est-à-dire  qu'il  passe  par  les  points  de  con- 
tact des  tangentes  menées  de  M  au  cercle  C.  La  trans- 
formation par  polaires  réciproques  de  cette  propriété 
montre  que  si  F  et  F'  sont  les  foyers  d'une  conique  K 
et  que  MxW  soit  une  corde  de  la  conique  passant  par  le 
foyer  F,  la  parabole  qui  a  F'  pour  foyer  et  MM'  pour 
directrice,  est  tangente  aux  tangentes  menées  à  la  co- 
nique K  par  les  points  M  et  M'. 

En  outre,  si  ^  et  [jl'  sont  les  points  de  contact  de  ces 
tangentes  et  de  la  parabole,  les  angles  MF'a  et  M'Pjjl' 


(')  On  peut  aussi  remarquer,  en  observant  que  l'éiément  corré- 
laiif  du  centre  d'un  cercle  C  est  la  directrice  de  là  conique  corréla- 
tive K,  qui  correspond  au  foyer  confondu  avec  le  centre  O  de  la 
transformation,  que  cette  propriété  est  également  corrélative  de 
celle-ci  : 

Toutes  les  normales  à  un   cercle  passent  par  le  centre  de  ce 

cercle. 


Digitized  by 


Google 


(  359) 
sont  droits.  Donc,  d'après  le  théorème  qui  termine  le 
n**  5,  les  points  [jl  et  [Jt'  appartiennent  à  la  directrice  de 
la  conique  K  relative  au  foyer  F'.  On  est  ainsi  conduit 
à  ce  théorème  qui  ne  nous  semble  pas  avoir  été  déjà 
remarqué  : 

Une  parabole  qui  a  pour  foyer  un  foyer  F'  d'une 
conique  K  et  pour  directrice  une  droite  quelconque 
passant  par  l'autre  foyer  F  de  la  conique  K  et  coupant 
cette  conique  aux  points  M  et  M'  est  tangente  aux 
tangentes  à  la  conique  K  menées  par  les  points  M  et 
M',  la  corde  de  contact  étant  la  directrice  de  la  co~ 
nique  K  relative  au  foyer  F'. 

7.  Soient  y  et/i  les  axes  radicaux  d'un  point  O  et  res- 
pectivement de  deux  cercles  G  et  C| .  La  perpendiculaire 
abaissée  du  point  de  rencontre  de  f  et  f  sur  la  ligne 
des  centres  C  et  d  est  l'axe  radical  de  ces  deux  cercles. 
La  transformation  par  polaires  réciproques,  le  point  O 
étant  toujours  pris  pour  centre  de  la  transformation, 
donne  ce  théorème  qui  nous  semble  également  nou- 
veau : 

Si  deux  coniques  ont  en  commun  un  foyer  O,  leurs 
tangentes  communes  se  coupent  au  point  de  rencontre 
de  la  droite  qui  joint  les  autres  foyers  F  et  F^  et  de  la 
perpendiculaire  élevée  en  O  à  la  droite  qui  joint  ce 
foyer  au  point  de  rencontre  des  directrices  qui  lui 
correspondent  dans  les  deux  coniques, 

8.  Si  t  et  t'  sont  les  tangentes  menées  d'un  point  M 
à  un  cercle  C,  et  que  D  soit  un  point  pris  sur  la  polaire 
du  point  M  relativement  au  cercle  C,  la  polaire  d  du 
point  D  passe  par  le  point  M,  et  les  droites  d  et  MD  sont 
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conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  t  et  tf. 

Supposons  alors  que  le  point  M  se  trouve  sur  Taxe 
radical  f  du  point  O  et  du  cercle  G,  et  que  nous  pre- 
nions pour  point  D  le  point  de  la  polaire  de  M  qui  se 
trouve  sur  la  polaire  de  O;  la  droite  d  se  confond  alors 
avec  MO.  Soient  T  et  T'  les  points  de  contact  avec  G 
des  tangentes  issues  de  M;  puisque  MT  =  MT'r^  MO, 
si  par  le  point  O  nous  élevons  à  OT  et  à  Of  les  per- 
pendiculaires ON  et  ON'  qui  coupent  MT  et  MT'  res- 
pectivement en  Net  N',  nous  avons  TN  =  2TM, 
T'N'=  aT'M^  par  suite,  la  droite  NN'  est  symétrique 
de  TT'  par  rapport  à  M,  et  si  cette  droite  coupe  MD 
en  E,  OE  est  parallèle  kf. 

Gela  posé,  opérons  une  transformation  par  polaires 
réciproques  de  centre  O.  Au  point  M  situé  sur  f  cor- 
respond une  droite  passant  par  le  foyer  F  de  la.  co- 
nique K  et  coupant  cette  conique  en  deux  points  A  et  A'. 
Aux  points  N  et  N'  correspondent  les  normales  à  la 
conique  K  en  A  et  A',  normales  qui  se  coupent  en  B. 
Au  point  E  correspond  la  parallèle  à  Taxe  focal  de  la 
conique  K,  menée  par  le  point  B;  si  cette  parallèle 
coupe  AA'  au  point  G,  le  point  G  est  dès  lors  corrélatif 
de  la  droite  ME;  mais  nous  venons  de  voir  que  la 
droite  MD  est  conjuguée  harmonique  de  MO  par  rapport 
aux  tangentes  MT  et  MT^;  donc  le  point  G  est  conjugué 
harmonique  du  point  situé  à  l'infini  sur  AA'  par  rap- 
port aux  points  A  et  A',  c'est-à-dire  que  le  point  M  est 
le  milieu  de  AA',  et  nous  obtenons  ce  théorème  connu  : 

Si  par  le  point  de  rencontre  des  normales  à  une  co^ 
ni(/ue  menées  par  les  extrémités  d'une  corde  focale, 
on  mène  une  parallèle  à  l\ixe  focal  de  cette  conique, 
cette  droite  passe  par  le  milieu  de  la  corde  focale 
considérée. 
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9.  Supposant  toujours  le  point  M  situé  sur  Taxe  ra- 
dical/*  du  point  O  et  du  cercle  C,  plaçons  maintenant  le 
point  D  à  la  rencontre  de  la  polaire  du  point  M  rela- 
tivement au  cercle  C  et  de  la  droite  qui  joint  le  centre 
de  ce  cercle  au  point  O,  c'est-à-dire  au  pôle  de  la 
droite  f.  La  droite  d  coïncide  alors  avec  la  droite  f^  et 
nous  voyons  que  MD  est  conjuguée  harmonique  de  / 
par  rapport  aux  tangentes  au  cercle  C  issues  de  M,  ou, 
si  ces  tangentes  coupent  en  H  et  en  H'  la  parallèle  à  f 
menée  par  D,  que  D  est  le  milieu  de  HH',  et,  par  suite, 
que  les  angles  HOD  et  DOH'  sont  égaux. 

Transformons  toujours  par  polaires  réciproques  : 
Au  pôle  D  de  la  droite /"  correspond  la  directrice  de 

la  conique  K  relative  au  foyer  F.  On  a  donc  ce  théorème 

connu  : 

Si  la  corde  A  A'  d'une  conique  passe  par  le  foyer  F 
de  celte  conique,  les  droites,  qui  joignent  les  extrémi^ 
tés  A  et  A'  de  cette  corde  au  point  de  rencontre  de  la 
directrice  relatii^e  au  foyer  F  et  de  Vaxe  focal,  sont 
également  inclinées  sur  cet  axe. 

10.  Considérons  un  cercle  C  de  centre  û,  un  point  O 
et  une  droite  d  quelconque  perpendiculaire  à  Où.  Joi- 
gnons le  point  O  à  un  point  P  mobile  sur  le  cercle  C; 
menons  perpendiculairement  à  OP  la  droite  OQ  qui 
coupe  d  en  Q,  puis  QR  parallèle  à  la  tangente  Pl^  me- 
née en  P  en  cercle  C,  c'est-à-dire  perpendiculaire  à  Pu. 
Nous  avons 

OQR  =  OPû  =  e,        OQH  =  POii  =  ©. 
Donc,  si  nous  abaissons  du  point  O  sur  QR  la  perpen- 
diculaire OR,  nous  avons 

OR  =  0Q  sine  =  011^  =0H^, 
sincp  ril 
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et  comme  OH,  OÛ  et  PQ  sont  constants,  OR  est  aussi 
constant^  par  suite,  la  droite  QR  enveloppe  un  cercle 
de  centre  O. 

Transformons  par  polaires  réciproques.  Nous  avons 
une  conique  K  ayant  un  foyer  au  point  O.  Au  point  P 
correspond  une  tangente  t  à  cette  conique  ;  à  la  droite  d^ 
un  point  A  de  Taxe  focal  ;  au  point  Q,  la  perpendicu- 
laire p  abaissée  de  A  sur  £;  à  la  droite  QR  qui  joint  le 
point  Q  au  point  situé  à  Tinfini  sur  la  tangente  PT  au 
cercle  C,  le  point  de  rencontre  de  la  droite  p  et  du  vec- 
teur qui  joint  le  foyer  O  au  point  de  contact  de  la  tan- 
gente t  et  de  la  conique  K.  D'ailleurs  le  cercle  de 
centre  O  enveloppé  par  QR  a  pour  corrélatif  également 
un  cercle  de  centre  O.  On  a  donc  ce  théorème  connu  : 

Le  lieu  du  point  de  rencontre  du  rayon  vecteur  qui 
unit  un  point  M  mobile  sur  une  conique  à  l'un  des 
foyers  de  cette  conique  et  de  la  perpendiculaire  abaissée 
d'un  point  A  de  l' axe  focal  sur  la  tangente  au  point  M 
est  un  cercle  ayant  pour  centre  le  foyer  O. 

Si  Ton  prend  pour  point  A  le  second  foyer  F  de  la 
conique,  on  voit,  en  considérant  le  point  M  dans  une 
position  infiniment  voisine  de  Tun  des  sommets  de  Taxe 
focal,  que  le  rayon  du  cercle  correspondant  (cercle  di- 
recteur) est  égal  à  la  longueur  de  cet  axe.  Rapprochant 
ce  résultat  du  théorème  obtenu  au  n""  4)  on  en  déduit 
la  propriété  des  rayons  vecteurs  dans  les  coniques. 

11.  Nous  donnerons  encore  un  exemple  remarquable 
de  la  méthode  que  nous  indiquons  ici. 

Supposons  que  le  cercle  C  soit  variable,  mais  ait 
constamment  avec  le  point  O  même  axe  radical  y.  Con- 
sidérons en  outre  un  point  fixe  quelconque  D.  L'axe 
radical  des  points  I)  et  O  considérés  comme  cercles  de 
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rayon  nul  est  la  perpendiculaire  élevée  à  DO  en  son 
milieu.  Cette  droite  coupe  /  en  un  point  K,  et  Taxe 
radical  du  point  D  et  du  cercle  C  passe  constamment 
par  le  point  K.  Il  en  résulte  que  la  polaire  du  point  D 
relativement  au  cercle  C  passe  constamment  par  le 
point  D^  symétrique  du  point  D  par  rapport  au  point  K, 
point  situé  à  la  rencontre  de  DK  et  de  la  perpendiculaire 
élevée  en  O  à  OD. 

Passons  à  la  figure  corrélative.  Aux  différents  cercles  C 
correspondent  des  coniques  ayant  toutes  un  foyer  au 
point  O  et  un  foyer  au  point  F,  c'est-à-dire  des  coniques 
hemofocales ,  et,  si  éiest  la  droite  corrélative  du  point  D, 
nous  voyons  que  les  pôles  de  cette  droite  par  rapport 
aux  coniques  du  système  sont  situés  sur  une  droite  d'y 
la  corrélative  du  point  D'.  Le  point  K  a  pour  élément 
corrélatif  la  droite  qui  joint  le  point  F  au  symétrique 
du  point  O  par  rapporta  la  droite  ^Z.  Cette  droite  coupe 
la  droite  d  en  un  point  M,  et  puisque  Tangle  DOiy  est 
droit,  la  droite  d'  est  la  perpendiculaire  élevée  en  M  à 
la  droite  d.  De  là  ce  théorème  connu  : 

Les  pôles  d'une  droite  d  relativ^ement  à  un  système 
de  coniques  homojocales  sont  situés  sur  la  perpendi- 
culaire  menée  à  cette  droite  par  le  point  où  elle  est 
coupée  par  la  droite  qui  Joint  l'un  des  foyers  au  symé^ 
trique  de  P autre  par  rapport  à  d. 

Remarquant  que  la  droite  d  est  (angcnte  au  point  M 
à  une  conique  ayant  pour  foyers  F  et  O,  on  peut 
énoncer  encore  ce  théorème  de  la  manière  que  voici  : 

Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  d,  relatis^ement  à  un 
système  de  coniques  homofocales,  est  la  normale  à  celle 
de  ces  coniques  qui  touche  la  droite  d  menée  par  le 
point  de  contact  de  cette  conique  et  de  cette  droite. 
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12.  Nous  nous  bornerons  aux  exemples  qui  précèdent 
pour  mettre  en  relief  la  fécondité  de  la  méthode  qui 
consiste  à  déduire  les  propriétés  focales  des  coniques 
de  la  théorie  des  axes  radicaux. 

Pour  terminer,  nous  ferons  observer  que  récipro- 
quement toute  propriété  des  foyers  conduit  corréla- 
tivement à  une  propriété  des  conjointes  d'un  point  et 
d'une  conique,  et,  plus  particulièrement,  de  Taxe  radical 
d'un  point  et  d'un  cercle. 

Exemple.  —  Prenons  cette  propriété  connue  :  Soit 
MFlVr  une  corde  focale  de  Tellipse  dont  le  grand  axe 
est  AA';  si  l'on  prolonge  MA  et  M'A  jusqu'à  leurs  points 
de  rencontre  Q  et  Q'  avec  la  directrice  qui  correspond 
au  foyer  F,  l'angle  QFQ'  est  droit  (*  ). 

Appelons  O  le  second  foyer  de  la  conique,  et  trans- 
formons par  polaires  réciproques  en  prenant  le  point  O 
pour  centre  de  la  transformation.  Nous  obtenons  ainsi 
ce  théorème  : 

Soient  f  l'axe  radical  d'un  point  O  et  d'un  cercle  C, 
et  P  le  pôle  de  cet  axe  relativement  au  cercle  C.  Si 
les  tangentes  menées  d'un  point  quelconque  de  f  au 
cercle  C  coupent  l'une  des  tangentes  à  ce  cercle,  pa^ 
rallèles  à  J\  aux  points  I  et  F,  et  que  les  droites  PI 
et  Pr  coupent  la  droite  f  aux  points  H  et  H',  V angle 
HOH'  est  droit. 


(•)  RoucHÉ  et  DE  CoMBEROUSSE,  Traité  de  Géométrie,  t.  II,  5'  édi- 
tion, p.  529,  ^^*  916. 
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SDR  LE  RAYON  DE  COURBURE  DES  CONIQUES; 

Pab  m.  André  GAZAMIAN. 


Le  théorème  énoncé  dans  le  numéro  d'août  1894 
(p.  338)  des  Nouvelles  Annales  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier de  la  proposition  suivante  : 

(A)  Les  coniques  harmoniquement  circonscrites  à  une 
conique  et  la  touchant  en  un  même  point  M  ont^  en  ce 
point,  le  même  rayon  de  courbure,  égal  à  la  moitié  de 
celui  de  la  conique. 

Prenons  comme  axes  de  coordonnées  la  tangente  et  la 
normale  en  M.  La  conique  S  a  pour  équation 

(1)  x^-^ibxy -h  cy^ -h^àey  ^  Oj 

et  le  rayon  de  courbure  au  point  M  est  égal  au  coeffi- 
cient e. 

La  conique  (i)  a  pour  équation  tangentielle 

(2)  €«tt* — aôei* -+-20C-4- 6» — c  =  o. 

D'autre  part,  l'équation  générale  des  coniques  tan- 
gentes à  la  conique  S  au  point  M  s'écrit  : 

(3)  a7«H- a6ar;^-i-cx*H-2e7-f-^(/na?-h  71^-4-/?)  =  o. 

Pour  exprimer  que  la  conique  représentée  par  l'équa- 
tion (3)  est  harmoniquement  circonscrite  à  la  conique  S, 
on  sait  qu'il  suffit  d'annuler  la  somme  des  produits  des 
coefficients  des  termes  correspondants  dans  les  équations 
(a)  et  (3).  On  a  ainsi  la  relation 


(p-^ie) 
2 
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ou 

/>  =—  3e. 

Or  le  rayon  de  courbure  p  des  coniques  (3)  est  égal 
à  ^ .  Remplaçons /?  par — 3e,  il  vienl 


e 

p  =  -  -, 


ce  qui  démontre  le  théorème. 

Dans  le  système  des  coniques  harmoniquement  cir- 
conscrites à  laconique  S  et  la  louchant  au  point  M  se 
trouvent  un  cercle  et  une  hyperbole  équilatère.  Le  cercle, 
comme  nous  l'avons  démontré  ailleurs,  est  celui  qui 
coupe  orthogonalement  le  cercle  orthoptique  de  la  co- 
nique. La  construction  de  son  centre  fournit  immédiate- 
ment le  centre  de  courbure  de  la  conique  au  point  M. 

D'autre  part,  O  étant  le  centre  de  la  conique,  le 
triangle  ayant  pour  sommets  le  point  O  et  les  points  à 
rinfini  dans  les  directions  des  axes  de  la  conique  lui 
est  conjugué. 

Toute  conique  circonscrite  à  ce  iriangle  est  une  hy- 
perbole équilatère.  On  peut  alors  énoncer  le  théorème 
suivant,  corollaire  du  précédent  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  M  d'une  conique 
est  égal  au  double  de  celui  de  l* hyperbole  équilatère 
ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  la  conique, 
la  touchant  au  point  M  et  passant  par  son  centre. 

On  peut  donc  ramener  la  construction  du  centre  de 
courbure  au  point  M  à  la  conique  S  à  celui  de  l'hyper- 
bole équilatère  H  au  même  point.  Il  suffit  pour  cela  de 
déterminer  le  centre  de  la  conique  H.  Ce  centre  est 
d'abord  situé  sur  la  droite  PIV,  joignant  les  projections 
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du  point  M  sur  les  deux  axes  (').  D'autre  part,  dans 
une  hyperbole,  la  tangente  MI,  une  parallèle  OI  à  une 
asymptote  et  le  diamètre  aboutissant  au  point  M  for- 

Fig.i. 


ment  un  triangle  isoscèle;  si  donc  on  décrit  du  point  M 
la  circonférence  de  rayon  MI,  rencontrant  01  au  point 
K,  la  droite  MK  est  un  diamètre  de  l'hyperbole  H.  Son 
centre  est  donc  au  point  d'intersection  de  MK  avec  PN. 
De  là  résuite  la  construction  suivante.  Elle  n'exige 
pas  la  connaissance  des  sommets  ni  des  foyers  de  S,  et 
est  peut-être  la  plus  simple  solution  du  problème  sui- 
vant : 

Construire  le  centre  de  courbure  en  un  point  M 
d'une  conique  non  tracée,  connaissant  les  axes  en  po- 
sition seulement  et  la  tangente  au  point  M. 

On  prendra  Tintersection  w  de  la  droite  NP,  joignant 


(*)  D'après  ce  théorème  :  Si  l'on  mène  par  deux  points  d'une 
hyperbole  les  parallèles  aux  asymptotes,  la  seconde  diagonale  du 
parallélogramme  formé  passe  par  le  centre. 
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les  projections  du  point  M  sur  les  axes  avec  la  droite 
MK,  telle  que  MK  =  MI.  La  perpendiculaire  (oR  à  Mto 
rencontrant  la  normale  au  point  R,  on  portera 
Rû  =  RM.  Le  point  û  sera  le  centre  de  courbure  cher- 
ché. 

Fig.  2. 
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Remarque.  —  Le  théorème  démontré  au  début  peut 
être  déduit  d'une  proposition  bien  plus  générale,  donnée 
par  M.  Jamet  dans  sa  thèse  Sur  les  courbes  et  les  sur- 
faces tétraédrales .  M.  Jamet  démontre  que  les  courbes, 
représentées  par  l'équation 


(r-œ"*(0"- 


ont,  en  un  point  M,  un   rayon  de  courbure  égal  a  la 

fraction de  celui  de   la  conique  circonscrite  au 

I  —  m  ^ 

triangle  de  référence  et  touchant  la  courbe  au  point  M. 

Si  Ton  fait  m  =  2,  la  courbe  est  une  conique  conjuguée 
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au  triangle  de  référence  et  Ton  voit  que  son  rayon  de 
courbure  en  M  est  égal  au  double  de  celui  de  la  conique 
la  touchant  au  point  M  et  circonscrite  au  triangle  de 
référence.  On  voit  facilement  qu'on  déduit  de  ce  résul- 
tat le  théorème  (A). 

On  démontrerait  de  même,  directement,  le  théorème 
suivant,  qui  est  également  une  conséquence  du  théorème 
de  M.  Jamet  : 

Les  coniifues  circonscrites  aux  triangles  circonscrits 
à  une  conique  S  et  la  touchant  en  un  point  M  ont,  en 
ce  point,  le  même  rayon  de  courbure,  égal  au  quart 
de  celui  de  la  conique  S. 

En  appelant  F  le  foyer  d'une  parabole,  I  et  J  les 
points  cycliques,  le  triangle  FIJ  est  circonscrit  à  la  pa- 
rabole. Donc  (résultat  connu)  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  M  d' une  parabole 
est  égal  à  quatre  fois  le  rayon  du  cercle  tangent  à  la 
parabole  au  point  M  et  passant  par  son  foyer. 


NOTE  SDR  LES  ÉQUATIONS  EN  X  DE  LA  GÉOMÉTRIE; 

Par  m.  L.  SAUVAGE, 
Professeur  à  la  Faculté  de  Marseille. 


i.  On  sait  discuter  les  équations  en  X  des  second, 
troisième  et  quatrième  degrés ,  qui  se  rencontrent  en 
Géométrie  analytique^  par  exemple  dans  l'étude  des 
couples  de  faisceaux  de  deux  droites  concourantes,  dans 
celle  des  couples  de  coniques,  dans  celles  des  couples 
de  surface  du  second  ordre.  J' admettrai  les  résultats 
connus,  qui  s'obtiennent  par  divers  procédés.  Je  signa- 
Ann.  de  Mathémat.yZ*  sérient.  XIV.  (Septembre  iSyS.)      26 
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Jcrai  cepcndanl  que  c'est  Pain  vin  qui  a  traité  complète- 
ment  la  question  de  Téquation  en  X  du  quatrième  degré 
dans  les  Nouvelles  Annales  de  Matliéniatiq ues  (iSôy- 
i868). 

Mais  il  est  un  point  qui  n*a  pas  été  encore,  à  ma 
connaissance,  signalé  dans  les  Ov rages  élémentaires,  et 
qu'il  ne  me  paraît  plus  possible  de  laisser  aujourd'hui 
dans  l'ombre  après  les  beaux  travaux  de  M.  Weierstrass 
(Monatsberichte,  1868),  de  M.  Darboux  et  de  M.  Jor- 
dan dans  le  Journal  de  Liouville  (1874).  Je  veux  par- 
ler de  la  notion  de  diviseur  élémentaire,  et  c'est  elle 
que  je  désire  mettre  en  lumière  dans  cette  Note. 

2.  Soient  d'abord  deux  formes  quadratiques  binaires, 
c^est-à-dire  à  deux  variables  indépendantes 

(i)  /=  Ai,a:ÎH- Aî2a7|-h  iXttXtXi, 

(2)  /i  =  Bii.rî-hB„T|-f.  aHij^r,  j-,. 


Soient  X,  et  X^  les  Jeux  racines  de  Téquation 

(3)  A(X)  = 


Aii-hXBii     A,j-i-XBi, 

Ais-hXBi2        Ai22-+-XB22 


On  sait  que  l'on  peut,  en  général,  ramener  les  deux- 
formes  f  elfi  aux  formes 

(4)  cp  =  X,X?-+-Xî\|, 

(5;  ^,.-:.^Xî-Xl, 

où  X|  et  Xa  représentent  des  formes  linéaires  indépen- 
dantes de  Xi  et  de  aro. 

Discussion.  Premier  cas.  —  X,  et  Xj  sont  des  racines 
distinctes,  c'est  le  cas  des  formules  (4)  et  (5). 

Deuxième  cas,  —   X,  et  Xj   sont  des  racines  égales 
entre  elles,  mais  annulent  à  la  fois  tous  les  termes  du 
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déterminant  A(X)  ;  on  est  ramené  aux  formes 

ç'.  =  -Xî-Xî, 
qai  ne  dîiTèrent  pas  essentiellement  des  formes  (4)  et  (5). 

Troisième  cas.  —  A|  est  une  racine  double  de  l'équa- 
tion A(X)  ==  o,  et  n'annule  pas  tous  les  éléments  de  A  (X)  ; 
on  pose  alors 

(6)  9  =  2X,X,X,^-X|, 

(7)  cp,  =— îX,  Xj. 

Il  n'y  a  pas  d'autre  cas,  si  le  déterminant  BJ^ —  Bi  \  B22 
n'est  pas  nul. 

Reprenons  la  discussion,  et,  au  lieu  des  racines  de 
l'équation  en  X,  introduisons  les  diviseurs  X<  —  X  ou,  si 
Ton  veut,  X  —  Xf  du  déterminant  A(X)  supposé  dé- 
veloppé et  ordonné  par  rapport  k  X,  Nous  aurons  les  cas 
suivants  : 

Premier  cas,  —  A(X)  admet  deux  diviseurs  X  —  X| 
et  X  —  X2,  et,  si  l'on  a  X|==  X2,  les  mineurs  du  premier 
ordre  de  A(X),  c'est-à-dire  les  éléments  du  déterminant 
A(X),  admettent  aussi  tous  ensemble  ce  diviseur.  On 

pose  alors 

o  =  Xi  Xf-h  Xj  X|, 
o,=  -XÎ-Xî, 

et  Ton  peut  avoir  X<=  Xj. 

Deuxième  cas,  —  A(X)  admet  un  diviseur  double 
X — ^1  qui  n'annule  pas  tous  les  mineurs  de  A(X);  on 

pose 

0  =  2X1X1  X,+  X|, 

<pi=  — aXi  Xj. 
Dans  le  premier  cas,  on  dira  que  le  déterminant  A(X) 
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admet  deux  diviseurs  élémentaires  simples,   dislincls 
ou  non.  Dans  le  second  cas,  on  dira  que  le  déterminant 
A(X)  admet  un  div^iseur  élémentaire  double. 

3.  Soient  maintenant  deux  formes  quadratiques  ter- 
naires 

(8)     I    ^^^^x^*"^^^"^»  "*"^"^3 

/,  =  Bji  x\  4-  Bjj  x\  -h  B33  x\ 

-+-  2Bit  xi  a^jH-  2Bj3a?jiC3-4-  îAst  373X1,* 


(9) 


et  Xi,  X2,  X,  les  trois  racines  de  l'équation  en  (X) 

A(X) 


AiiH-XBii  A,,-H  XBiî  Ai3-t-XBi3 
Aîi-hXBji  Aji-hXBjj  AjsH-XBjs 
Asi-t-XBsi     Ajj-hXBsî     A83-f-XB33 


=  0, 


où  Ton  suppose  A/y^  Ay/  et  B<7=  By,. 
En  outre,  le  déterminant 

Bii  Bit  B|3 
Bsi  Bti  Bjs 
B31     Bsj     Bsj 

est  supposé  différent  de  zéro. 

Appelons  alors  X|,  X2,  Xs  trois  formes  linéaires  in- 
dépendantes de  X| ,  x^^  x^\  nous  pouvons  choisir  ces 
formes  de  manière  que  les  formes  quadratiques  y  et  y^ 
soient  simplifiées  diaprés  les  règles  suivantes  : 

Premier  cas,  —  X| ,  Xa,  X3  sont  trois  racines  distinctes. 
On  peut,  au  moyen  d'une  substitution  convenable  (eu 
Géométrie,  on  fait  un  changement  de  coordonnées),  ra- 
mener les  formes/ et /i  aux  formes 


(10) 
(»0 


'^  =  XiXj4-X2\î-t.X3X5, 
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Deuxième  cas. —  Les  deux  racines  \s  el  ).2  sont  égales 
et  dillêrent  de  \^.  Maïs  la  racine  X,  satisfait  à  toutes  les 
équations  obtenues  en  égalant  à  zéro  les  mineurs  du 
premier  ordre  du  déterminant  A(X). 

On  posera 

ç  =  X,Xî-+-X,  Xî-+-X,X|, 

^,  =  -Xî-Xi-X}. 

Troisième  cas.  —  Les  trois  racines  X|,  X2,  Xj  sont 
égales,  et  \\  satisfait  non  seulement  aux  équations  pré- 
cédentes, mais  encore  aux  équations  obtenues  en  égalant 
h  zéro  les  mineurs  du  second  ordre  de  A(X),  c'est-à-dire 
les  éléments  eux-mêmes  de  ce  déterminant. 

On  posera 

o  =  X,XÎ-4-X,X5-hXiXÎ, 

?i  =  -Xî-Xî-Xî. 

Ces  trois  cas  ne  dilIerent  pas  essentiellement  par  les 
formes  f  qui  leur  correspondent. 

Quatrième  cas, —  Les  deux  racines  X<  et  Xj  son  t  égaleç 
et  diffèrent  de  X3.  Mais  les  conditions  du  second  cas  ne 
sont  pas  satisfaites. 

On  posera 

(iti)  cp  =  2X,X,X,-hX}-+-X3Xî, 

(i3)  ç,  =  -.^X,X.-X|. 

Cinquième  cas.  —  Les  trois  racines  X|,  X2,  X3  sont 
égales,  mais  les  conditions  du  second  cas  sont  satisfaites, 
et  celles  du  troisième  cas  ne  le  sont  pas. 

On  posera 

cp  =  -2X,XiX,-^X?H.X,X|, 

<p,=-2X»X2~X«. 

Ce  cas  ne  diffère  pas  essentiellement  du  précédent. 

Sixième  cas,  —  La  racine  triple  A|  ne  satisfait  pas 
aux  conditions  du  second  cas. 
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On  posera 

(l4)  0  =  X,(2X3X,^X|)-+.2X,X,, 

(i5)  ?,  =  -(2X3X,-+-Xî). 

4.  Reprenons  la  discussion  précédente  en  employant 
les  diviseurs  de  A(X)  considéré  comme  un  polynôme 
du  troisième  degré  en  X.  En  outre,  les  mineurs  du  pre- 
mier ordre  seront  considérés  comme  des  polynômes  du 
second  degré  en  X,  et  les  mineurs  du  second  ordre,  ou 
les  éléments  eux-mêmes  du  déterminant  A(X),  seront 
des  polynômes  du  premier  degré  en  X.  Nons  distingue- 
rons alors  les  cas  suivants  : 

Premier  cas,  —  ^0^)  admet  trois  diviseurs  distincts 
À  —  À| ,  Â  —  Aa ,  >v  —  A3  5 

Ou  bien,  s'ils  ne  sont  pas  distincts,  le  diviseur  double 
).  —  X|  est  aussi  diviseur  de  tous  les  mineurs  du  pre- 
mier ordre  de  A(X); 

Ou  même,  s'ils  sont  égaux,  le  diviseur  triple  X  —  X, 
est  diviseur  de  tous  les  mineurs  du  second  ordre  de  ^Ç^- 

On  posera 

o  =  X,Xî-t-X,X|-hX3Xî, 

?i=-Xî-X|-Xî. 

Deuxième  cas.  —  A  (X)  admet  deux  diviseurs  distincts 
X  —  X,  et  X  —  X,,  et  le  diviseur  double  X  —  X<  n'est  pas 
diviseur  de?  mineurs  du  premier  ordre; 

Ou  bien,  si  X|  et  X2  ne  sont  pas  distincts,  X  —  X|  n'est 
pas  diviseur  de  tous  les  mineurs  de  second  ordre,  mais 
est  diviseur  de  tous  ceux  du  premier  ordre. 

On  posera 

cp  =  -2X,X,X,-hXÎH-X,XJ, 

Cp|=:-2X,X,^X^ 

Troisième  cas,  — Le  diviseur  triple  X  —  X,  n'est  pas 
diviseur  de  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A(a) 
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On  posera 

(p  =  X,(2X,X,-hXî)+2X,X„ 
9,=  -(aX,X,+  Xî). 

Dans  le  premier  cas,  on  dira  que  A()^)  admet  trois 
diviseurs  élémentaires  simples.  11  importe  peu  qu'ils 
soient  distincts  ou  non  comme  diviseurs  linéaires. 

Dans  le  second  cas,  on  dira  que  A(l)  admet  un  divi- 
seur élémentaire  double  "k  —  X<  et  un  diviseur  élémen- 
taire simple  )v  —  X2.  On  peut  avoir  Xi  :^  )%2  • 

Dans  le  troisième  cas,  on  dira  que  A(7x)  admet  un  di- 
viseur  élémentaire  triple. 

5.  Sans  entrer  dans  les  détails  de  la  longue  discussion 
de  Painvin,  on  peut  la  ramener  aux  cas  qui  vont  suivre. 
Soient 

/=  Al,  r}  H-  A,î  xl  H-  Aj3  tJ  -+-  Au^^î  H-  ?- S  A/y  xiyjy 
/'  =  Bi,  a:\  -t-  Bjs  r*  -h  Bj,  xl  -h  Bu^î  H-  ^SB^y  xtyj 

deux  formes  quadratiques  quaternaires. 
Considérons  le  déterminant  symétrique 


A(X)  = 


A|,H-XBj,  A,j-hXB,j  A,3-hXB,3  A,vH-XB,v 

Aji-f-XBi,  Aij-t-XBj,  A^:,-^XB23  Ajv-hXBj^ 

A3,-4-XB3,  Aji-t-XB,,  Aaj-f-XBja  Aj^+XBa^ 

Aii-t-XBu  Av,4-XBi2  A^j-t-XB^a  At^-j-XB^^ 


comme  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  X,  et  ses 
mineurs  des  ordres  successifs  comme  des  polynômes  du 
troisième,  du  second  et  du  premier  degré. 

Premier  cas.  —  A(X)  a  quatre  diviseurs  distincts 
A  —  À|  >  A  ——  Âj,  A     -  A3,  A  —  A4  \ 

Ou  bien,  si  Xo^X,»  1<î  diviseur  X  —  X,  convient  à 
tous  les  mineurs  du  premier  ordre 
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Ou  bien,  si  X3  =  X2  =  A4 ,  le  diviseur  X  —  "k^  convient 
à  tous  les  mineurs  du  second  ordre; 

Ou  bien,  si  )v4  =  X3=  X2==  X|,  le  diviseur  X  —  Xi 
convient  à  tous  les  mineurs  du  troisième  ordre,  c'est- 
à-dire  aux  éléments  eux-mêmes  du  déterminant  A (X). 

On  posera 

(p  =  X,XîH-X,X|H-X8Xi-4-XvXf, 

?i=-Xî-Xi-XJ-Xî, 

et  il  importe  peu  que  les  valeurs  X4,  X2,  X3,  X4  soient 
distinctes  entre  elles,  si  l'on  ne  considère  que  les 
formes  ç. 

Deuxième  cas.  —  Le  diviseur  double  X  —  X|  ne  con- 
vient pas  à  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  ;  les  autres 
diviseurs  X  —  X2  et  X  —  X3  sont  distincts  de  X  —  Xi  et 
distincts  entre  eux  ; 

Ou  bien,  si  X2  =  X3,  le  diviseur  X  —  X2  convient  aux 
mineurs  du  premier  ordre  5 

Ou  bien,  si  X2=  X| ,  le  diviseur  X  —  X|  convient  aux 
mineurs  du  premier  ordre,  mais  non  à  ceux  du  second 
ordre  ; 

Ou  bien,  si  X3  =  X2=  X|,  le  diviseur  X —  X,  convient 
une  fois  à  tous  les  mineurs,  excepté  à  ceux  du  troisième 
ordre. 

On  posera 

cp  =  2X,  Xt  X,H-  Xf  -H  X,  X| -4-  X3  XJ, 
cpi=  — 2XiXj— XJ  — XJ. 

Il  importe  peu  que  X^?  X2,  X3  soient  distincts. 

Troisième  cas.  —  Le  diviseur  triple  Xv — X,  ne  con- 
vient pas  aux  mineurs  du  premier  ordre  ;  Paulre  divi- 
seur X  —  Xo  est  distinct  du  précédent; 

Ou  bien,  si  Xo^  X,,  le  diviseur  X  —  X|  convient  aux 
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mineurs  du  premier  ordre,  mais  non  h  ceux  du  second 
ordre. 

On  posera 

o  =  X,('2X,  X,-4.  Xi)H-  iX,  X,-t-  l,  X|, 
ç,  =  -(2X3X,-f-Xi)-XÎ. 

II  importe  peu  que  X|  et  X2  soient  des  quantités  difle- 
rentes. 

Quatrième  cas,  —  Le  diviseur  quadruple  X  —  'k^  ne 
convient  pas  aux  mineurs  du  premier  ordre. 
On  posera 

ç  =  2X,(X,X,-f-X,X3)4-(aX»X3-4-Xî), 
«Pj  =  — ^(XiX^-hXiXa). 

Cinquième  cas.  —  Les  deux  diviseurs  doubles  "k  — Xi 
et  X  —  X2  ne  conviennent  séparément  pas  aux  mineurs 
du  premier  ordre; 

Ou  bien,  si  X4=  X2,  le  diviseur  X  —  Xf  convient  deux 
fois  aux  mineurs  du  premier  ordre,  mais  non  à  ceux  du 
second  ordre. 

On  posera 

o  = -A Xi  Xt  Xi -h  Xf -f- 2  Xj  X3  Xv -f- X|, 
©1  =  — 2X1X,—  2X3X4. 

6.  On  dira  que  le  déterminant  A(X)  admet  dans  le 
premier  cas  quatre  div^iseurs  élémentaires  simples  ; 

Dans  le  second  cas,  un  di\fiseur  élémentaire  double 
et  deux  diviseurs  élémentaires  simples; 

Dans  le  troisième  cas,  un  diviseur  élémentaire  triple 
et  u/ï  diviseur  élémentaire  simple; 

Dans  le  quatrième  cas,  U7i  diviseur  élémentaire  qua- 
druple ; 

Dans  le  cinquième  cas,  deux  diviseurs  élémentaires 
doubles. 


Digitized  by 


Google 


(  378  ) 
7.  Défînissons  maintenant  les  diviseurs  élémentaires 
{Elemeniartheiler  du  M.  Weîerstrass).  Posons 


[P,Q] 


pXnl-i-  qi^nl      ...     pA.„a-hqBn 


Le  déterminant  [P,  Q]  est  une  fonction  entière  et 
homogène  du  degré  n  en  p  Gi  q,  C^est  donc  ]e  produit 
de  n  facteurs  de  la  forme  ap  +  bq^  distincts  ou  .non. 

Nous  dirons  que  ap  -4-  bq  est  un  diviseur  linéaire 
de  [P,  Q]  par  opposition  à  l'expression  de  diviseur  élé- 
mentaire qui  en  sera  distincte  dans  la  suite. 

Un  mineur  du  premier  ordre  de  [P»  Q]  est  aussi 
homogène  en  />  el  <jr.  Soit  /|  l'exposant  du  diviseur 
linéaire  ap  4-  bq  qui  entre  à  la  fois  dans  tous  les  mi- 
neurs du  premier  ordre. 

De  même,  soient  /o,  /a,  ...  les  exposants  du  diviseur 
linéaire  ap  -4-  bq  qui  entre  à  la  fois  dans  tous  les.  mi- 
neurs du  deuxième,  du  troisième  ordre,  etc. 

Par  symétrie,  appelons  Iq  l'exposant  du  diviseur 
linéaire  ap  4-  bq  dans  le  déterminant  [P,  Q]  lui-même. 

Nous  entendons  par  là  que  le  plus  grand  commun  di- 
viseur des  mineurs  du  premier  ordre,  par  exemple,  est 
divisible  par  {ap-{-  bqY*, 

On  aura  d'abord 

^0  >  ^  >  ^2  >  /a  >  . . . . 

Car,  si  les  mineurs  du  troisième  ordre,  par  exemple, 
sont  divisibles  par  {ap-^bqY^^  tout  mineur  du  deuxième 
ordre  étant  une  expression  linéaire  et  homogène  de 
mineurs  du  troisième  ordre  sera  divisible  aussi  par 
{ap  -h  bqYt. 

D'un  autre  côté,  les  dérivées  partielles  d'un  mineur 
du  second  ordre  par  rapport  à  chacune  des  lettres  p  et 


Digitized  by 


Google 


(379) 
q  sont  aussi  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de 
mineurs  du  troisième,  el  admettent  par  suite  le  diviseur 

D'après  la  règle  connue  des  diviseurs  multiples,  on 
devra  avoir 

Cela  posé,  soient 

si  Ik  est  le  dernier  nombre  /  qui  ne  soit  pas  nul  ;  nous 

aurons 

eo-+-C|-h...-i-eA-  =  /e, 
et,  par  suite, 

(ap-\-bq /o  =  («jo  -^  bq yo(ap  -h  bq^i . .  ,(ap  -h  bq yt. 

■* 
Chacun  des  diviseurs  (ap  -\-  bqY  est  appelé  un  dwi- 

seur  élémentaire  du  déterminant  [P,  Q],  C'est  donc 
un  facteur  du  quotient  des  plus  grands  communs  divi- 
seurs respectifs  des  mineurs  de  deux  ordres  successifs. 

Chaque  diviseur  élémentaire  est  essentiellement  ca- 
ractérisé par  le  rapport  de  deux  coefficients  a  gI  b  el 
par  un  exposante.  Le  diviseur  élémentaire  est  simple 
si  e  =  I ,  et  d'un  ordre  de  multi  plicité  e,  si  e  ^  r . 

On  peut  représenter  tous  les  diviseurs  élémenl aires 
dans  un  ordre  quelconque  par  la  notation 

(a,/?4-6,<7)«.,     {aip-^btqY',     ...,     {a^p -^  b^qY^. 

Mais  les  indices  i ,  12,  •  •  •  »  p  n'indiquent  pas  que  les 
diviseurs  linéaires  aip-^-biq  soient  nécessairement 
distincts.  Plusieurs  peuvent  être  égaux  entre  eux. 

On  a  de  plus 

^1  +^2  -h. .  .-f-  ep  =  /i, 

et  le  nombre  p  peut  être  égal  ou  supérieur  au  nombre 
des  diviseurs  linéaires  distincts. 

Si  tous  les  diviseurs  élémentaires  fournis  par  le  di- 
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viseur  linéaire  {ap  +  fty)*+*  sont  simples^  le  détermi- 
nant [P,  Q]  sera  divisible  par  {ap  +  bqY'^\  ses  mineurs 
du  premier  ordre  seront  divisibles  par  {ap-^bqY^  ...  ; 
ses  mineurs  de  Tordre  h  seront  divisibles  par  ap-^-  bq. 

8.  Reprenons,  par  exemple,  le  premier  cas  de  Pain- 
vin,  en  faisant  p  =  i ,  ^  =  X. 
Si  Ton  a 

chaque  diviseur  linéaire  X —  X/(i  =  i ,  2,  3,  4)  divisera 
A(X),  mais  ne  divisera  par  tous  les  mineurs  du  premier 
ordre.  On    aura    donc   quatre   diviseurs    élémentaires 
simples. 
Si  l'on  a 

^1  =  ^j  7^  ^a  ?*^  ^*» 

le  diviseur  X  —  X|  divisera  deux  fois  A(X),  et  une  fois 
chaque  mineur  du  premier  ordre.  On  aura 

/o  =  2,        /i  =  i,        d'où        Co  =  ei  =  i, 

et  Ton  obtiendra  deux  diviseurs  élémentaires  simples 
de  la  forme  X  —  "kt  en  même  temps  que  les  diviseurs 
élémentaires  simples  X  —  X3  et  X  —  X4 . 

Si  l'on  a 

^1  =  ^î  j^  ^3  =  ^*î 

on  aura  quatre  diviseurs  élémentaires  simples,  égaux 
deux  â  deux,  savoir  deux  diviseurs  élémentaires  simples 

X  —  X,(car/o  =  2,  /i  =1,  Co  =  ei  =  i), 

et  deux  diviseurs  élémentaires  simples 

X  —  X3(car /o  =  2, /i  =  I,  ^0  =  C|  =  i),     .... 

Ajoutons  une  remarque  au  premier  cas  de  Pain  vin. 
On  y  fait  l'hypothèse  que  X  —  X,  est  diviseur  de  tous  les 
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mineurs  du  second  ordre  quand  À»  =  Aj  =  X3,  et  l'on  ne 
parle  pas  des  mineurs  du  premier  ordre,  car  Thypothèse 
faite  est  suffisante,  d'après  la  théorie  du  n°  7,  pour  que 
À  —  X|  soit  un  diviseur  linéaire  double  des  mineurs 
du  premier  ordre,  et  un  diviseur  linéaire  triple  de  A(X). 
On  peut  revoir,  au  môme  point  de  vue,  toutes  les  dis- 
cussions du  commencement  de  cette  Note. 

9.  Voici,  sans  démonstrations,  les  propriétés  géné- 
rales des  diviseurs  élémentaires  qu'on  devra  réunir  à 
celles  que  Ton  a  déjà  vues  au  n**  7. 

Soient 

Q  =  SBaaiPâ-^2iSBapiraa7p, 

B«p  =  Bpa) 


(a,  p  =  i»  2,   ...,  n; 

Aap  =  Apa, 

deux  formes  quadratiques. 

Le  déterminant 

Bll      •••     Bi„ 

[Q]  = 



Brti       .  .  .      Bfia 

n'étant  pas  supposé  nul,  le  déterminant  [P)  Q]  sera  du 
degré  n  exactement. 

Théorème  I.  —  Si  la  substitution 

Y 

transforme  les  deux  formes  quadratiques  T?  et  Q  en 
deux  autres  formes  P'  et  Q',  et,  si  le  déterminant  de 
la  substitution  n'est  pas  nul,  les  déterminants  [P,  Q] 
et  [P'j  Q']  ont  les  mêmes  diviseurs  élémentaires. 

Si  l'on  veut,  un  changement  de  coordonnées  nul- 
t  ère  pas,  non  seulement  les  racines  de  l'équation  en  X, 
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mais  encore  les  diviseurs  élémentaires  du  déterminant 

Théorème  II.  — En  supposant  que 

soient  les  diviseurs  élémentaires  du  déterminant\V  ^  Q], 
choisissons  deux  nombres  g  et  h  qui  n'annulent  pas 
gfP-f-AQ,  et^  en  admettant  que  les  valeurs  at  et  i/, 
dont  le  rapport  seul  est  essentiel,  satisfassent  aux  con- 
ditions 

gai-^hbiz=zi        (t  =  i,  2,  ...,p), 

on  peut  déterminer  n  formes  linéaires  indépendantes 

XJ,      X'i,       ...,       Xi^i,  (4  =  1,2,    ...,p) 

telles  que  Von  ait 

i 

I 

avec  les  consentions 

(X)o  =  o, 

(X)g  =  XoXf-i  -\-  XjXc— j  -+- . .  .H-. Xtf—iXo. 

Ou  voit,  en  particulier,  que,  si  tous  les  nombres  e 
sont  égaux  à  l*unité,  on  est  ramené  à  la  décomposition 
simultanée  de  deux  formes  quadratiques  au  moyen  de  n 
mêmes  carrés. 

Théorème  III.  —  C'est  la  réciproque  du  théorème  I. 
Si  les  formes  P,  Q,  P,  Q'  sont  telles  que  les  détermi- 
nants [P,  Q]  et  [P',  Q']  aient  les  mêmes  dix^iseurs  élé- 
mentaires,  on  peut  déterminer  des  constantes  telles 
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que  la  substitution 


^«=2^°^^^^         (a,  Y  =  1,2,  ...,n) 
Y 
ait  son  déterminant  différent  de  zéro  et  ramène  P  à  P' 
et  Q  à  Q'. 

Théorème  IV.  —  C'est  la  réciproque  du  ihéorèine  II. 
Prenons  les  nombres  ^4 ,  e^,  . . . ,  Cp  et  les  constantes  g^ 
hy  a  et  b  sous  les  conditions 


et  posons 


gai^hbi=^\        (e  =  i,  a,  ...,  p), 
P;  =  a/(X).,-A(X)e^i, 

P'  —  V  p  '. 


Remplaçons  maintenant  les  X  par  des  formes  li- 
néaires indépendantes  en  x^^  x^-,  -..,0:/,,  nous  ob- 
tiendrons les  formes  P  c/  Q  les  plus  générales,  telles 
que  le  déterminant  [P>  Q]  (^it  pour  diviseurs  élémen- 
taires les  diviseurs  [aip  -h  biqYî, 

Ce  théorème  est  très  important,  et  explique  la  règle 
suivante.  Considérons  un  déterminant  de  la  forme 


[Pi,Q/]  = 


Xi  —  X        o 


X,  ~x 


X, -X 


Il  admet  un  seul  diviseur  élémentaire  (X,  —  }v)'i. 

Formons  un  Tableau  de  p  déterminants  analogues 
dont  les  diagonales  principales  se  succèdent  sur  une 
ligne  unique  qui  servira  de  diagonale  à  un  grand  déter- 
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minant  [P,  Q].  Tous  Jes  élémenls  de  [P,  Q]  n'eutraut 
pas  dans  les  [P/,  Q/]  sont  supposés  nuls.  On  obtiendra 
ainsi  lai  forme  canonique  du  déterminant  [P,  Q]  qui  a 
n  diviseurs  élémentaires  égaux  à 

On  n'a  pas  procédé  autrement  pour  trouver  les 
formes  o  et  <pi  dans  la  discussion  du  problème  de 
Painvîn. 

Théorème  V.  —  Pour  que  P  et  Q^se  ramènent  à  des 
sommes  de  carrés  positifs  ou  négatifs,  il  faut  et  il 
suffit  que  tout  diviseur  linéaire  du  degré  l  dans  [P,  Q] 
soit  un  diviseur  des  mineurs  de  V ordre  l  —  i . 

Ce  théorème  est  toujours  applicable  quand  les  deux 
formes  P  et  Q  sont  à  coefScients  réels,  et  que  Ton  peut 
trouver  une  forme  gV  -h  fiQ  qui  ne  s'annule  pour  au- 
cun système  de  valeurs  réelles  Xi,  ...,x„,  si  ce  n'est 
pour  des  valeurs  toutes  égales  à  zéro. 

Par  exemple,  soient  les  deux  formes 

f\  =  x\  -{-x\  -h...-}- a?*. 

Puisque  la  forme  y,  ne  peut  s'annuler  qu'en  égalant 
h  zéro  toutes  les  variables  x,  après  exclusion  des  solu- 
tions imaginaires,  il  est  nécessaire  que  le  déterminant 
A(^),  où  s  remplace  la  lettre  \  employée  jusqu'ici,  n'ait 
que  des  diviseurs  élémentaires  simples  et  réels. 

Comme  corollaire  de  la  proposition,  on  voit  que 
toute  équation  en  s  ^  toutes  ses  racines  réelles,  que 
chaque  racine  double  annule  les  mineurs  du  premier 
ordre  de  A  (5),  etc. 

On  remarquera  qu'un  déterminant  A(X),  qui  n'a  que 
des  diviseurs  élémentaires  simples  et  réels,  peut  s'ap- 
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peler  généralement  un  déterminant  en  s^  car  on  peut  le 
ramener  à  la  forme  ordinaire  A (5)  par  Tapplication  des 
théorèmes  précédents. 

10.  Si  les  déterminants  [P]  et  [Q]  sont  nuls,  on 
cherchera  deux  nombres  m  et  ^  tels  que  le  déterminant 

ne  soit  pas  nul,  et  Ton  substituera  la  forme  Qi  k  la 
forme  Q  avant  d'appliquer  les  principes  précédents. 

Mais  il  peut  arriver  qu  Un  existe  aucune  forme  Q, 
dont  le  déterminant  ne  soit  pas  nul.  Dans  ce  cas, 
M.  Darboux  a  montré  qu'on  peut  ramener  les  deux 
formes  P  et  Q  à  l'étude  d'autres  formes  P'  et  Q'  d^un 
nombre  moindre  de  variables  indépendantes  et  satis- 
faisant aux  principes  précédents. 

Il  me  semble  inutile  de  chercher  des  démonstrations 
des  propositions  énoncées  dans  celte  Note  en  dehors  des 
Méthodes  parfaites  de  M.  Darboux  {Journal  de  Liou- 
ville,  \%'j^).  Â  peine,  dans  quelques  cas  très  simples 
de  Géométrie  analytique,  peut-on  essayer  des  procédés 
spéciaux.  Nous  renverrons  donc  au  grand  Mémoire 
de  M.  Darboux  le  lecteur  dont  cette  Note  aura  excité 
Tintérêt. 


SUR  M   PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRfE; 

Par  m.  Romuald  BLAZEÏEVSKl. 

L'équation' 

(I  - /ijD)  j^î -f- m,  j,  -  { (A- — /D)  =  o 

et  les  deux  autres  qu'on  obtient  en  changeant  ntxy^  en 
Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  XIV.  (Septembre  1895.)      27 
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'^2^2)  ^*a  J3  donnent  pour  ji  les  expressions  conlcDant 
les  radicaux   y/D  —  rt,  y/D  —  i,  y/D  —  c.  Posons,  pour 
abréger, 

mi(D  —  a)  =  a,         mt(D  —  ^)  =  fj,         /W3(D  — c)  =  Yi 
Fo  =  V^P  -  /ï,         F,  =  v^Y-  v/ï.        F,  =  /i-  /p; 

désignons  par  F',  G'  les  F  et  les  G  où  le  signe  moins  est 
remplacé  p.ir  le  signe  plus. 
Nous  aurons 

FoFi  =  //i,(D-i»)-W3(D-c), 

W^o  = 

OU  bien 

,-_;,,  D= GoGi,        D/— A'= FoF' 

L'équation  déterminant  j)'i  sera 

Soit  A  une  constante  numérique,  faisons 

Go^i  =  AFo, 

substituons   dans    l'équation    et   divisons    le    premier 
membre  par  FoGo,  on  trouve 

A«/FoG'o  +  m,(mj— m3)A+i/GoF;  =  o; 
mais 
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Pour  satisfaire  à  cette  équation,  supposons  A  =  db  ~, 
ainsi 

de  même  on  pourrait  constater  que 

ma        //i2  mi        /?ïj 

Les  j'  sont  liés  par  la  relation 

équation   rationnelle   et   homogène    par   rapport  à  y/a, 

Fq  Gi  Gs  -+-  Fj  Go  Gt  -h  Fj Go Gj  =  jr  Go  Gj  Gj. 
Mais 

\    mi  ^x    I  \^%        rn^l     '^t 

F.G.G.  =  («-c)^-.(^-^*)v/^ 


F,GoG,  =  (6  — a)^+..., 

7713 

\    mj  ntz    /  nti 

,    /D-r        D-a\/p 

\    ms  mj     /  /Wj 

/D—a  __  D^^Wy 

\     //it  mi    /  m  3 
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L'équation  sera 


(E)  <  -^(,n,  -  m,)  fm,D*—D -+-—')  /p 

Comme   il   est   facile   de  se   convaincre,  le    facteur 
de  y/a  est 


/Ml  mi  nti 

D  — 6       D  — c  2     /D  —  b       D  — c^ 


2      /D  —  b       D  — g\ 


/nj  /ns  mj  U  \    /Wj  //ij 

t)U  bien 

2(C  —  6) 


mais 


\         miD/  \    mj  m,    / 


c  —  b        b  —  c 


JL_A  =  c('-L  +  _L)_é/j_  +  _L). 
le  facteur  de  y/a  est 


■    2- 


H-*)(-;;i7D)(^-^)' 


qu'on  peut  écrire 

/D        \mi  / 

On  a  pris  dans  l'expression 

7/1  î  //l3 

le  signe  supérieur. 

Toutes  les  combinaisons  de  signes  sont  au  nombre 
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de  quatre,  car  GJ,j'»  =  ^F^  est  aussi  une  solution,  mais 
peut-être  y  a-t-il  quelques  conditions  limitant  le  nombre 
de  solutions. 

L'analyse  précédente  nous  enseigne  que  le  problème 

dépend  seulement  de  ^  >  ^  •  Si  l'on  suppose,  M,  N  étant 
des  constantes, 

^  =  Mcose,         î^=NsinO, 
VT  VT 

on  peut  exprimer  les  quantités^/  par  les  fonctions  iri- 
gonométriques  et  l'argument  6  sera  déterminé  par  l'é- 
quation (E)  :  il  se  peut  que  0  soit  complexe,  de  la  forme 
V-h  6"*;  cela  introduira  les  fonctions  hyperboliques. 
Nous  avons 

mi(D  —  a)  =  M«m3(D  —  c)cos>e, 
mi(D  —  b)  =  N«m8(D  — c)sin«e; 

on  doit  avoir  l'identité,  quel  que  soit  D, 

N«m,(D  — a)-{-M«/n,(D  — ^^)  =  M»N«m3(D  — c), 

miaN^-hmtbM^  =  M'NS/wjC, 

m3(o  —  c)  mii{c  —  a) 

Pour  que  la  substitution  soit  réelle,  il  faut  qu'on  ait 

I 
ma' 


'     4-     •     >     '     -4-     '     >     ' 
//ti        niz        mi        m^        m^ 

OU  bien 

ou  bien 

mi  <  /nj  <  W3, 

«Vl  <  Wj  <  W3. 

En  disposant  les  données  du  problème  dans  un   tel 
ordre,  on  est  assuré  que  M,  N  sont  réels. 
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Je  vais  ajouter  quelques  remarques  au  sujet  de  l'élimi- 
nation. Soit  C  le  cercle  circonscrit  au  triangle  cherché; 
nous  avons  posé 

on  a 

les  Xi  satisfont  à  l'équation 

z 

Supposons  que  tv/  varient  de  façon  que  les  cercles 
inscrit  et  circonscrit  au  triangle  A1A2A3  restent  inva- 
riables. On  a 

•31^1  ='«1^1  =  -ss^a  =  Y) ^1^2^S  =  t., 

en  désignant    par  C  une    constante   indépendante  de 
(Vi«'2tV3,  comme 

/  =  /;ii  rniin^  =  ^ =  , 

on  a 

J^liFtO-s  =  /  CD. 

Ainsi 

?(^-,)  =  /GD, 


mais 

Z  =  X 


C  est  une  fonction  rationnelle  de  D*,  je  ne  elle  pas  ici 
la  démonsti  alion  de  la  formule 


{aDî— I)  — 8/D» 
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qui  ne  présente   aucune  difficullé,  mais  est  seulement 
assez  longue,  comme  toutes  celles  fondées  sur  la  théorie 
des  fonctions  symétriques. 


NOTE  SUR  UNE  MÉTHODE  NOUVELLE  DE  TRANSFORMATION 
ET  SUR  LES  «UARTIOUES  UNICURSALES; 

Par   m.    g.    LEINEKUGEL, 

Élève  au  lycée  Charlemagne. 


]\ous  nous  proposons  d'exposer  une  méthode  nouvelle 
de  transformation  dans  laquelle  correspond  à  un  point 
une  conique,  circonscrite  à  un  triangle  donné,  qui  con- 
stitue la  figure  de  référence  decette  méthode  de  trans- 
formation, à  une  droite  un  point,  et  à  une  conique  une 
quartique  unîcursale.  Toutes  les  propriétés  projectwes 
des  coniques  permettront  d'énoncer  immédiatement  des 
propriétés  relatives  anx  quartiques  unicursales.  Nous 
retrouverons,  en  particulier,  par  une  voie  purement 
géométrique,  quelques-unes  des  propriétés  de  ces  courbes 
que  M.  Âstor  a  énoncées  dans  un  Article  très  intéressant 
paru  dans  les  Nou\felles  Annales. 

Les  deux  propriétés  qui  servent  de  base  à  cette  mé- 
thode de  transformation  sotit  les  suivantes  : 

I.  Etant  donnés  un  triangle  et  un  point  P,  on  consi- 
dère une  série  de  droites  pilotant  autour  de  ce  point, 
les  droites  qui  joignent  deux  des  sommets  du  triangle 
aux  points  de  rencontre  de  ces  droites  ax^ec  les  côtés  op- 
posés se  coupent  en  un  point  qui  décrit  une  conique  (P). 

IL  Lorsque  le  point  P  décrit  une  droite  A,  les  coni- 
ques correspondant  aux  différents  points  de  cette 
droite  passent  par  un  quatrième  point  fixe. 
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I.  En  effet,  soit  Pcb  une  de  ces  droites  qui  rencontre 
en  hy  c  les  côtés  AC,  ÂB  du  triangle  donné  ABC.  Les 
droites  Ce,  Bâ  sont  évidemment  deux  rayons  homolo- 
gues de  deux  faisceaux  homographiques  de  sommets  B,C. 
Le  point  p  de  rencontre  de  ces  droites  décrit,  par  suite, 
une  conique  (P),  passant  par  les  trois  sommets  A,  B,C 
(BA,  CA  étant-  évidemment  deux  rayons  homologues) 
du  triangle.  Les  tangentes  en  B,  C  sont  les  droites  PB, 
PC  qui  sont  les  rayons  correspondants  de  BC,  dans  les 
deux  faisceaux.  Quant  à  la  tangente  en  A,  c'est  la  droite 

Fig.  1. 


conjuguée  harmonique  de  PA  par  rapport  aux  deux  côtés 
AB,  AC  du  triangle.  Ceci  résulte  de  la  construction  de 
la  tangente  en  un  point  quelconque  p  de  (P).  D'après 
le  théorème  de  Pascal,  la  tangente  en  p  k  (V)  ren- 
contre BG  au  même  point  S  que  la  droite  i|C,  qui 
joint  les  points  i^,  c^  de  rencontre  des  droites  PC,  Bi; 
PB,  Ce.  Or  les  droites  ^6  et  ^P  sont  deux  diagonales 
du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  points  B,  C,  i«,  ej 
(Jig-  i),  qui  forment  bien  avec  les  côtés  C/j,  B/>  uu 
faisceau  harmonique. 
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Celle  conique  (P),  qui  correspond  au  poiut  P,  est 
donc  bien  déterminée. 

Voici  un  autre  mode  de  génération  de  cette  co- 
nique (P)  : 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées 
d'un  point  P  aux  coniques  passant  par  deux  som- 
mets B,  C  d'un  triangle  ABC  et  rencontrant  les  deux 
autres  côtes  en  deux  points  situés  en  ligne  droite 
as^ec  P  est  la  conique  (P). 

Ou,  ce  qui  revient  au  même,  d'après  le  théorème  de 
Desargues  : 

Etant  donné  un  triangle  ABC  on  considère  une 
série  de  droites  piv^otant  autour  d'un  point  P,  le  lieu 
des  points  doubles  de  Vin\^olution  déterminée  par  les 
deux  couples  de  points  {V  ^  a)^  [b ,  c)  est  la  conique  (P). 

Ce  dernier  mode  de  génération  de  (P)  permet  de  con- 
struire ses  directions  asjmptotiqucs,  puisqu'il  suiSt  de 
tracer  les  deux  droites  Pa,  hc  qui  sont  telles  que  les  mi- 
lieux des  segments  Pa,  fcc  coïncident.  Ces  droites  passe- 
ront donc  par  les  deux  points  communs  à  la  droite  et  à 
la  conique  lieu  des  points  milieux  des  segments  Va^  bc» 

II.  Cette  propriété  résulte  immédiatement  du  pre- 
mier mode  de  génération  de  la  conique  (P).  Si  le 
point  P  se  déplace  sur  une  droite  A,  le  réseau  des  co- 
niques (P)  qui  correspondent  aux  différents  points  de 
cette  droite  passeront  toutes  par  le  point  ps,  obtenu 
comme  précédemment,  Pcb  coïncidant  avec  A  {Jig'  i). 

Courbe  transformée  d'une  courbe  donnée.  —  Nous 
supposons  maintenant  que  le  point  P  décrit  une  courbe 
quelconque  (C)  de  degré  m,  aux  différents  points  P 
correspondent  des  coniques  (P)  dont  l'enveloppe  est 
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une  courbe  (r)  qui  esl  la  transformée  de  la  eouibe  (C). 
Nous  nous  proposons  de  tracer  celle  courbe  par  poiiUs 
et  par  tangentes  et  d'en  indiquer  le  àegté  dans  le  cas 
généraL 

Au  point  P  de  la  courbe  (C)  correspond  une  co- 
nique (P),  dëGnie  comme  il  a  été  dit  plus  haut;  à  la 
tangente  A  à  (C)  en  ce  point  correspond  un  point  p, 
appartenant  à  (P)^  je  dis  que  c*est  en  ce  point  que  la 
conique  (P)  touche  son  enveloppe  (F).  En  ettel,  consi- 
dérons une  sécante  passant  par  P  et  infiniment  voisine 
de  A,  elle  rencontre  (C)  en  des  points  dont  Tun  d'eux  P* 
est  îndnîment  voisiu  de  P,  et  auquel  correspond  une 
conique  (P')  rciiconlrant  (P)  au  point  p\  infiniment 
voisin  de  p  puisqu'il  correspond  à  A'.  Quand  A' se  rap- 
proche de  A,  p'  tend  vers  p  qui  est  bien,  par  suite,  le 
point  où  (P)  louche  son  enveloppe. 

Le  point  p  décrit  donc  la  courbe  (F);  la  tangente  en 
ce  point  à  (F)  coïncidant  avec  celle  de  la  conique  (P) 
d'après  le  théorème  fondamental  des  enveloppes,  est 
donc  la  droite  />0  conjuguée  harmonique  de  P/;  par 
rapporta  ^ p,  C/?. 

Si  la  tangente  A  passe  en  Fun  des  sommets  A,  B,  C, 
on  voit  que  le  point  p  vient  se  confondre  avec  Fun  de 
ces  points.  Nous  en  déduisons  que  la  courbe  (F)  admet 
les  trois  points  A,  B,  C  comme  points  multiples  d'ordre 
c  =:  m{m  —  i),  c  étant  la  classe  de  la  courbe  (C)  eu 
général.  De  plus,  d'après  la  construction  de  la  tangente 
en  |7  à  la  courbe  (F),  on  voit  que  les  tangentes  en  B,  C 
sont  les  m  (m  —  i)  tangentes  que  Ton  peut  mener  de  ces 
points  à  (  C)  et  qu'en  A  ces  tangentes  sont  les  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  côtés  AB,  ACdes  tangentes 
menées  de  ce  point  à  (C). 

Il  résulte  aussi  du  mode  de  transformation  que,  dans 
le  cas  où  la  courbe  (C)  n'est  pas  tangente  à  BC,  il  n'y  a 
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pas  de  points  de  (F)  en  dehors  de  B,  C  sur  la  droite  BC, 
î  qui  rencontre,  parsuile,  (F)  en  un  nombre  de  points  M 

!  égal  à  son  degré,  2  m  (m  —  1)=  M.  Plus  généralement, 

I  c  étant  la  classe  de  (C),  le  degré  de  (F)  est  M  =  2C. 

I  Remarque  I,  —  Dans  le  cas  particulier  où  (C)  est 

i  tangente  en  t  points  k  BC,  le  degré  s^abaisse  à  '2(0  —  t). 

!  Remarque  IL  —  Le  degré  de  la  courbe  (F)  peut  se 

déduire  aussi  de  cette.remarque,  que  d'un  point  du  plan 
on  peut  mener  à  la  courbe  (C)  un  nombre  de  tan- 
gentes égal  à  c  =  m(m  —  1),  eu  général.  Par  suite,  la 
conique  qui  correspond  à  ce  point  rencontre  la  courbe  (F) 
en  c  —  m(m — i)  points  en  dehors  des  sommets  qui 
compteut  pour  im(m  —  1),  total  en  ^m[m  —  i)  poiuts 

I  et,  d'après  le  théorème  de  Bezout,  le  degré  de  (F)  sera 

I 

M  =  f  [  4  m  (  /«  —  I  )  ]  =  im{m  —  i  ). 

A  une  conique  inscrite  dans  le  triangle  ABC  corres^ 
pond  une  droite, 

Eneffet,soitAune  tangente  à  cette conique(C)(yig^.  2); 

Fig.  a. 


on  sait  que  étant  données  deux  coniques  bitangentes  à 
une  troisième,  les  cordes  des  contacts  et  les  sécantes 
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communes  concourent  en  un  même  point  et  forment 
un  faisceau  harmonique.  Or  ici  les  -coniques  (A,  BC), 
(AB,  CA)  étant  bitangentes  à  (C),  les  sécantes  com- 
munes Ce,  Bi  se  coupent  en  p  situé  sur  la  corde  de 
contacts  y  de  (C)  avec  AC,  AB.  Celte  droite  v  est  donc 
la  transformée  de  (c). 

Cette  droite  est  une  tangente  commune  à  toutes  les 
coniques  (P),  correspondant  aux  différents  points  P 
de  (c),  les  points  de  contact  correspondants  étant,  sur 
cette  droite,  les  points  p  obtenus  comme  il  a  été  dit 
plus  haut. 

Il  résulte  do  là  que,  si  Ton  considère  une  tangente  y 
à  la  courbe  (F)  en  p^  la  conique  (c)  dont  cette  droite 
est  la  transformée  est  inscrite  dans  le  triangle  et  est 
tangente  à  la  courbe  (C)  en  P. 

Des  considérations  précédentes  nous  déduisons  les 
théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Une  courbe  (F)  de  degré  2m(m — i) 
dont  on  connaît  trois  points  multiples  d'ordre  m{m —  i) 
est  complètement  déterminée  quand  on  l' assujettit  à 

,      ,    m(m  -h  3) 
être   tangente  à  — ^^ coniques  circonscrites  au 

triangle  ABC  formé  par  les  trois  points  multiples 
donnés. 

Il  suffira,  en  effet,  de  construire  les  — points 

correspondants  à  ces  coniques,  qui  déterminent  la 
courbe  (C)  dont  (F)  est  la  transformée.  On  passe  évi- 
demment d'une  conique  (P)  au  point  correspondant  P 
en  prenant  le  pôle  de  BC  par  rapport  à  cette  conique. 

Théorème  II.  —  Une  courbe  {T)de  degré  2m{m —  i ) 
dont  on  connaît  trois  points  multiples  d 'ordre  m{m —  i) 

est  déterminée  quand  on  en  donne ; — -^points. 
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est  qu  en  eliet  les  ; droites,  dont  ces  points 

sont    ceux    qui    y    correspondent,     détermînent    une 
courbe  (C). 

Théorème  III.  —  Etant  donnée  une  courbe  (T)  de 
degré  2  m  (m  —  1)  admettant  trois  points  multiples 
d^ordre  m(m  —  i),  on  peut  par  un  point  du  plan 
mener  m  coniques  tangentes  à  cette  courbe  et  circon- 
scrites au  triangle  formé  par  les  trois  points  multi- 
ples. 

C'est  la  transformation  Je  cet^e  propriété  ;  qu'une 
droite  quelconque  rencontre  la  courbe  (C) dont  (T)  est 
la  transformée,  en  m  points. 

Théorème  IV.  —  Etant  donnés  une  courbe  (C)  de 
classe  c  et  un  quadrilatère,  le  nombre  des  coniques 
inscrites  dans  ce  quadrilatère  et  tangentes  à  cette 
courbe  est  c(c  -f-  i). 

Considérons  le  triangle  ABC  formé  par  trois  des 
côtés  du  quadrilatère  et  la  courbe  (C);  en  appliquant 
notre  méthode  de  transformation,  nous  avons  à  démon- 
trer cette  propriété  :  d'un  point  Q  du  plan  on  peut 
mener  à  la  courbe  (F)  c(c  -H  i)  tangentes. 

Le  point  Q  est  le  correspondant  du  quatrième  côté 
du  quadrilatère.  Nous  avons  vu  que  le  degré  de  (F) 
était  2c;  comme  elle  admet  trois  points  d'ordre  c  qui 

comptent  pour — ^ points  doubles,  sa  classe  C  est 

par  suite 

£     =c(c-m).     c.o-f.d. 

Application  aux  courbes  du  second  degré,  Quar ti- 
ques unicursales  et  coniques. 

En  appliquant  ces  considérations  générales  au  cas  011 
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la  courbe  (C)  est  une  conicjue,  nous  voyons  qu'à  une 
conique  correspond  une  quartique  admeltant  les  iroîs 
sommets  du  triangle  ABC  comme  points  doubles. 

Les  théorèmes  énoncés  précédemment  donnent  comme 
cas  particuliers  les  suivants  relatifs  aux  quartiques  uni- 
cursales  à  points  doubles  réels. 

1*^  Une  quartique  dont  on  connaît  trois  points  dou- 
blés  est  déterminée  quand  on  l'assujettit  à  être  tan- 
gente à  cinq  coniques  circonscrites  au  triangle  forme 
par  les  trois  points  doubles. 

2®  Une  quartique  dont  on  connaît  trois  points  dou- 
bles est  déterminée  quand  on  en  donne  cinq  points. 

3®  Une  quartique  unicursale  à  points  doubles  réels 
étant  donnée^  on  peut,  par  un  point  du  plan,  mener 
deux  coniques  circonscrites  au  triangle  formé  par  les 
points  doubles  et  tangentes  à  cette  quartique. 

Le  dernier  théorème  IV  donne  lieu  à  une  propriété 
relative  aux  coniques. 

4**  //  existe  six  coniques  inscrites  dans  un  quadri- 
latère et  tangentes  à  une  conique  donnée. 

Cette  méthode  de  transformation  conduit  à  des  dé- 
monstrations géométriques  simples  des  deux  théorèmes 
connus  : 

Théorème.  —  Les  six  tangentes  aux  trois  points 
doubles  d'une  quartique  unicursale  sont  tangentes  à 
une  même  conique. 

Soit  {Jig-  3)  une  conique  (C);  les  tangentes  en  A, 
6,  C  à  la  quartique  unicursale  (F)  transformée  de  (C) 
sont,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  pour  les  points 
B,  C  les  tangentes  menées  de  ces  points  à  (C)  et  pour  A 
les  deux  droites  A,,   A',   conjuguées  harmoniques   par 
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rapport  à  AB,  AC  des  deux  tangentes  A,  A'  menées 
de  A  à  (C).  Je  dis  que  ces  six  droites  sont  tangentes  à 
une   même   conique.    Ceci   résulte  immédiatement   du 

Fig.  3. 


théorème  corrélatif  de  celui  de  Desargues.  Les  droites 
AC,  AB^  A,  A' déterminent  un  faisceau  involutif  dont 
les  rayons  homologues  sont  les  tangentes  menées  de  A 
aux  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  formé  par 
les  tangentes  menées  de  B,  C  à  (C). 

Or  le  rayon  homologue  de  A|,  conjuguée  harmonique 
d«  A  par  rapport  à  AB,  AC,  est  évidemment  A',,  ce  qui 
démontre  la  proposition. 

Cette  propriété  montre  que  cinq  des  six  tangentes 
aux  trois  points  doubles  d'une  quarlique  étant  données 
la  sixième  en  résulte;  elle  donne  un  moyen  simple  de  la 
construire. 

Théouème.  —  Dans  toute  quarlique  admettant  trois 


Digitized  by 


Google 


(  4oo  ) 
points  de  rebroussement  les  tangentes  en  ces  points 
sont  concourantes. 

Il  suffît,  pour  démontrer  celte  proposition,  de  consi- 
dérer la  quartique  (F),  transformée  d'une  conique  (C) 
circonscrite  au  triangle  ABC  formé  par  les  trois  points 
de  rebroussement.  Les  tangentes  de  rebroussement  de 
la  quartique  sont,  en  effet,  les  tangentes  en  B,  C  à  (C) 
qui  se  coupent  en  P  et  la  droite  AP  conjuguée  harmo- 
nique par  rapport  à  AB,  AC  de  la  tangente  en  A  à  (C). 

Propriétés  des  quartiques  unicur sales  déduites  des 
coniques,  —  Notre  méthode  de  transformation  appli- 
quée aux  propriétés  projectiles  des  coniques  nous 
permet  d'énoncer  immédiatement  des  propriétés  rela- 
tives aux  quartiques  unicursales  à  points  doubles  réels. 

Voici  quelques-unes  des  transformations  des  pro- 
priétés les  plus  élémentaires  des  coniques;  pour  sim- 
plifier les  énoncés  de  ces  propriétés  nous  entendrons 
par  quartiques  (F)  les  quartiques  circonscrites  à  un 
triangle  ABC  dont  les  sommets  sont  trois  points  doubles. 


Le  lieu  des  pôles  d'une  droite 
fixe  par  rapport  aux  coniques 
circonscrites  à  un  quadrilatère 
est  une  conique. 


On  considère  quatre  coni- 
ques circonscrites  à  un  tri- 
angle ABC  et  le  réseau  des 
quartiques  (r)  tangentes  à  ces 
quatre  coniques.  Si  par  un 
point  donné  on  fait  passer  les 
deux  couples  de  coniques  cir- 
conscrites de  ABC  et  tangentes 
à  ces  quartiques,  pour  chacune 
de  ces  quartiques  il  existe  une 
conique  (S)  circonscrite  au 
triangle  et  passant  par  les  deux 
points  de  contact.  L'enveloppe 
de  ces  coniques  (S)  est  une 
quartique  admettant  A,  B,  G 
comme  points  doubles. 
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(  loi  ) 
En  effet,  aux  quatre  points  correspondent  quatre 
coniques;  à  la  droite  A  donnée  correspond  un  point 
fixe  Q;  aux  deux  tangentes  «,,  H\  à  Tune  des  coni- 
ques  (C)  (circonscrite  au  quadrilatère  donné),  aux 
points  où  la  droite  A  la  rencontre,  correspondent  les 
deux  points  t^,  t\  de  contact  avec  la  quartique  (F,)  du 
réseau  des  deux  coniques  passant  par  Q  et  circonscrites 
à  ABC,  Finalement,  au  pôle  de  A,  par  rapport  à  (C,), 
con-espond  la  conique  (S)  circonscrite  au  triangle  et 
passant  par  les  deux  points  fi,  t\. 


L.*enveloppe  des  polaires 
d'un  point  fixe,  par  rapport 
aux  coniques  inscrites  dans  un 
quadrilatère,  est  une  conique. 


Les  polaires  d'un  point  fixe 
par  rapport  aux  coniques  cir- 
conscrites à  un  quadrilatère 
passent  par  un  point  fixe. 


Les    pôles  d'une  droite  fixe 
par  rapport  aux  coniques  in- 


On  considère  les  quarli- 
ques  (F)  circonscrites  à  un 
quadrilatère  fixe  et  une  co- 
nique fixe  circonscrite  à  ABC, 
qui  rencontre  chacune  des 
quartiques  (  T)  en  deux  points; 
les  deux  coniques  circonscrites 
à  ABC  et  tangentes  en  ces 
points  aux  quartiques  se  cou- 
pent en  un  quatrième  point 
qui  décrit  une  quartique  ad- 
mettant A,  B,  C  comme  points 
doubles. 

On  considère  cinq  coniques 
fixes  circonscrites  à  ABC  cl  le 
réseau  des  quartiques  (T)  tan- 
gentes à  quatre  de  ces  coni- 
ques; chacune  de  ces  quarti- 
ques rencontre  la  cinquième 
conique  en  deux  points;  les 
deux  coniques  tangentes  en 
ces  points  à  la  quartique  et 
circonscrites  au  triangle  se 
coupent  en  un  quatrième  point 
dont  le  lieu  est  une  conique 
circonscrite  à  ABC. 

On  considère  les  quarti- 
ques (T)  qui  sont  circonscrites 
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sentes   dans   un    quadrilatère      à  un  quadrilatère  donné.  On 
décrivent  une  droite.  mène  d'un  point  fixe,  à  cha- 

cune de  ces  quarliques  les 
deux  coniques  circonscrites  à 
ABC  et  qui  lui  sont  tangentes  ; 
les  deux  points  de  contact  et 
les  sommets  A,  B,  G  détermi- 
nent une  conique.  Toutes  les 
coniques  ainsi  obtenues  pas- 
sent par  un  quatrième  point 
fixe. 

Le  théorème  de  Pascal  donne  lieu  au  suivant  : 

On  considère  six  points  /?i,  /;2>  •  •  •  i  P^  quelconques 
sur  une  quartùjne  (F)  donnée  et  les  six  coniques  cir^ 
conscrit  es  à  ABC  et  tangentes  à  (F)  aux  six  points 
précédents.  Ces  coniques  sont  (P|),  {^2)^  •••?  (Pe)» 
les  trois  coniques  circonscrites  à  ABC  et  passant  par 
les  quatrièmes  points  communs  aux  coniques 

[(Pi), (PO] [(PO, (Ps)],    [(P0,(P»)][(P0,(P6)], 

[(Ps),(P0][(P6),(Pl)] 

se  coupent  entre  elles  au  même  point. 

Le  théorème  de  Brianchon  conduit  au  suivant  : 

On  considère  six  points  pt,  p^^  . . .,  p^  quelconques 
sur  une  quartique  (T);  les  six  coniques  circonscrites 
à  ABC  et  passant  par  les  points  (p<,  p^)^  (p2^  pi)^  ..., 
(Po  yPi)i  qi^^nous  désignerons  par  (Q^),  (Qa),  ...,  (Qe), 
sont  telles  que  les  quatrièmes  points  communs  aux 

coniques  [{Q,),{q,)l  [(QO-CQs)],  [(Qs),  (Q.)]  ^°"' 
sur  une  conique  circonscrite  à  ABC. 

Ces  quelques  exemples  montrent  combien  il  est  facile 
d^effectuer  la  transformation  des  propriétés  des  coni- 
ques. Il  est  inutile  de  faire  remarquer  que  toutes  les 
propriétés  des  quartiques  unicursales  k  points  doubles 
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(4o3  ) 
réels  donnent  par  polaires  réciproques  des  propriétés 
relatives  aux  quartiques  ayant  trois  tangentes  doubles. 

I.  laes  cordes  des  contacts  ax^ec  deux  des  côtés  d'un 
triangle  ABC  des  coniques  inscrites  dans  ce  triangle 
et  tangentes  à  une  droite  A  fixe  passent  par  un  point 
fixe. 

C'est  qu'en  effet  k  l'une  des  coniques  inscrites  dans 
ABC  correspondra  la  corde  des  contacts  qui  passera  par 
le  point  correspondant  dans  la  transformation  à  la 
droite  A. 

Si  nous  supposons  que  la  droite  A  soit  la  droite  de 
l'infini,  le  point  correspondant  est  le  point  A'  d'intersec- 
tion des  parallèles  menées  de  B,  G  à  AB,  AC.  Nous 
arrivons  donc  à  celte  conclusion  :  les  cordes  des  con^ 
tacts  des  paraboles,  inscrites  dans  ABC,  avec  les  côtés 
AB,  AC,  passent  en  A'.  Les  deux  autres  cordes  des  con- 
tacts passent  par  les  points  B',  C'5  par  suite  :  - 

Les  paraboles  inscrites  dans  un  triangle  admettent 
toutes  un  triangle  autopolaire  commun  (A',  B',  C)  et 
inversement. 

De  sorte  que  les  foyers  des  paraboles  admettant  uu 
triangle  autopolaire  commun  décrivent  le  cercle  des 
neuf  points  de  ce  triangle  et  leurs  directrices  passent 
par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  donné. 

II.  Les  cordes  de  contact-  av^ec  deux  des  côtés  d^un 
triangle  des  coniques  inscrites  dans  ce  triangle  et  pas- 
sant  par  un  point  P  ens^eloppent  une  conique  (P). 

Cette  conique  est  évidemment  celle  qui  correspond 
dans  la  transformation  au  point  P. 

III.  On  considère  une  conique  (P)  circonscrite  à  un 
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triangle  ABC,  on  joint  un  point  M  de  la  conique  à  deux 
sommets  B,  C  :  Ze  point  M' de  rencontre  des  droites  BM', 
CM'  conjuguées  harmoniques  de  BM,  CM  par  rapport 
aux  médianes ^b ^Cc  et  aux  droites  BA',  CA'  (è, c  étant 
les  milieux  de  AC,  AB,  et  Pi!  défini  comme  précédem- 
ment) décrit  une  droite. 

Remarquons  que  cette  propriété  met  en  évidence  une 
méthode  de  transformation  qui  ferait  correspondre  une 
droite  à  une  conique  circonscrite  au  triangle. 

Cette  proposition  n'est  que  la  transformée,  par  notre 
méthode,  de  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  triangle,  une  droite  se  meut  en 
restant  parallèle  à  une  direction  donnée,  V enveloppe 
des  trans\^ersales  réciproques  de  chacune  de  ces  droites 
par  rapport  au  triangle  est  la  parabole  inscrite  dans 
le  triangle  et  dont  la  direction  des  diamètres  est  la 
direction  donnée. 

Pour  la  démontrer  géométriquement  nous  nous 
appuierons  sur  la  suivante  : 

Jetant  données  dans  un  plan  deux  paraboles,  il  existe 
une  hyperbole  circonscrite  au  triangle  formé  par  leurs 
trois  tangentes  communes  et  dont  les  asymptotes  sont 
les  tangentes  à  ces  paraboles  qui  sont  parallèles  à  leurs 
directions  de  diamètres. 

Considérons,  en  effet,  un  triangle  ABC,  le  cercle 
circonscrit  et  les  paraboles (P),  (P')  inscrites  dans  ABC 
de  foyers  F,  F'  diamétralement  opposés.  Les  droites  de 
Simson  de  ces  points  sont  A,  A',  deux  transversales 
réciproques  par  rapport  à  ABC,  puisque  C/iz  =  B^ a 
{fis-  4)  if^f  f^  sont  les  projections  de  F,  P  sur  BC), 
Oa  étant  le  milieu  commun  aux  segments  BC,  /a,  fol . 
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Il  existe  donc  une  hyperbole  circonscrite  à  ABC  et  dont 
les  asymptotes  sont  A,  A^  Ces  droites  sont  rectangulaires 

car^AE^  =  F^' =  J  (  EAB  =  F^,  È^^ 

et  AE,  AE'  donnent  les  directions  des  diamètres  de  (P), 


(P').  A  est  donc  bien  parallèle  à  la  direction  des  dia- 
mètres de  (P')  et  A'  parallèle  à  celles  de  (P). 

Une  projection  cylindrique  de  cette  figure  établit  la 
propriété  énoncée  précédemment. 

Mais  les  asymptotes  d'une  conique  sont,  par  rapport  à 
un  triangle  inscrit,  deux  transversales  réciproques  ; 
donc  à  une  tangente  A  à  une  parabole  (P),  inscrite  dans 
ABC,  correspond  une  seule  parabole  (P')  et,  par  suite, 
une  seule  tangente  A'  parallèle  à  la  direction  des  dia- 
mètres de  (P)  et  qui  se  construira  d'après  la  propriété 
précédente,  en  prenant  la  transversale  réciproque  de  A. 

Inversement,  si  une  droite  A'  se  meut  en  restant 
parallèle  à  une  direction  fixe,  les  transversales  récipro- 
ques de  ces  droites  seront  tangentes  à  la  parabole  (P) 
inscrite  dans  le  triangle  et  dont  la  direction  des  dia- 
mètres est  la  direction  donnée. 
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Remarque.  —  La  propriété  que  nous  venons  de  dé- 
montrer conduit,  avec  une  légère  remarque,  à  la  géné- 
ralisation d'une  des  questions  proposées  au  Concours 
d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique  en  1889,  qui 
s'énonce  ainsi  : 

Etant  données  deux  droites  quelconques  A,  A',  on 
considère  les  paraboles  tangentes  à  ces  droites,  dont 
les  foyers  décrivent  deux  droites  J,  S'  parallèles  aux 
précédentes  et  dont  les  directions  des  diamètres  sont 
parallèles  à  A,  A',  les  sommets  des  triangles  circon- 
scrits à  ces  paraboles  sont  sur  l'hyperbole  conjuguée 
de  celle  qui  admet  A,  A'  pour  asymptotes  et  qui  passe 
par  le  point  d' intersection  des  droites  0,  0'. 

J'énoncerai  enfin  comme  exercice  la  généralisation 
d'une  question  également  proposée. 

Les  conditions  précédentes  étant  remplies  et  la  droite 
qui  joint  les  foyers  des  paraboles  restant  de  plus  pa- 
rallèle à  une  direction  donnée,  la  somme  algébrique  des 
angles  que  font  les  trois  tangentes  communes  av^ec  une 
droite  fixe  est  constante. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  DE  MÉGANIOUE  PROPOSÉ 
AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  EN  1894; 

PAU  M.  A.  DE  SAINT-GERMAIN. 


levais  indiquer  pour  quelques  lecteurs  des  Nouvelles 
Annales,  comme  je  Tai  fait  depuis  plusieurs  années, 
une  solution  du  problème  de  Mécanique  proposé  au 
dernier  concours  d'Agrégation  des  Sciences  mathéma- 
tiques. J'en  résume  l'énoncé. 
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Une  plaque  1res  mince,  homogène  et  pesante,  ayant 
la  forme  d'un  triangle  équilatéral  A|  A2  A3,  se  meut  de 
telle  sorte  que  le  sommet  A|  glisse  avec  frotteoient  sur 
un  plan  horizontal  P,  tandis  que  les  sommets  A2,  A3 
glissent  sans  frotiemenl  sur  un  plan  parallèle  Q  et 
qu'une  tige  verticale  OO',  fixe  et  parfaitement  polie,  est 
engagée  dans  une  très  petite  ouverture  pratiquée  au 
centre  de  gravité  G  de  la  plaque;  le  plan  Q  est  mené 
au-dessus  de  P  à  une  distance  telle  que  la  plaque  fasse 
un  angle  de  4S°  avec  Thorizon.  Cela  posé,  on  imprime 
à  la  plaque  une  rotation  Wq  autour  de  OO'  et  Ton  de- 
mande son  mouvement  ultérieur  ainsi  que  les  réactions 
verticales  N|,  N2,  N3  exercées  sur  les  points  A^,  Aj, 
A3.  Montrer  que,  pour  une  certaine  valeur  [x  de  Wq?  N« 
est  toujours  nul-,  distinguer  le  cas  où  (Oo<!  u^  et  le  cas 
de  a>o]>  [x;  chercher  ce  qui  arriverait  si  le  sommet  Af 
était  simplement  posé  sur  le  plan  P. 

Les  forces  extérieures  qui  sollicitent  la  plaque  sont  : 
i^le  poids  mg;  2°  les  réactions  verticales  N|,  Nj,  Nj 
que  je  compte  positivement  dans  le  sens  contraire  de  la 
pesanteur*,  3° la  réaction  R  de  la  tige  00',  réaction  ho- 
rizontale comme  la  force  de  frottement  exercée  sur  le 
sommet  A|.  La  vitesse  de  ce  point  est  parallèle  au  côté 
opposé  du  triangle;  je  la  supposerai  toujours  dirigée 
dans  le  sens  AsA2;  la  force  de  frottement  est  de  sens 
contraire  et  égale  à  y*  N|  si,  comme  je  le  suppose  d'abord, 
N«  est  positive. 

Quand  le  point  A{  ne  quitte  pas  le  plan  P,  le  centre 
de  gravité  G  est  fixe-,  la  réaction  R  est  équipoUente  à 
— /N«  et  Ton  a 

(i)  Ni  +  Nj-f-  N3—  m^  =  o. 

Nous  définirons  Torientation  de  la  plaque  au  moyen 
des  angles  ^^  0  et  'f  d'Eulcr,  Je  considère  trois  axes  rec- 
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tangulaîres  de  directions  constantes  Gxt ,  Gy\ ,  CfZ\ ,  ce 
dernier  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  et  trois  axes 
liés  invariablement  à  la  plaque,  Gx  suivant  la  ligne  de 
plus  grande  pente  GA<,  Gjk  dans  la  direction  de  A8A2, 
Gz  normal  à  la  plaque  et  faisant  avecG^i  un  angle 
aigu.  L'angle  ^  est  Tangle  XiGy\  l'angle  8,  égal  k  f\^^ 
quand  le  point  A|  reste  dans  le  plan  P,  serait  variable 
dans  le  cas  contraire;  (p  est,  dans  tous  les  cas,  égal  à 
270°.  Gj:,  Gj^,  g 2  sont  axes  principaux  en  G,  les  mo- 
ments d*inertie  correspondants  sont  A,  A,  aA; 

A  =  — 7  ma*, 

a  étant  le  côté  du  triangle  Ai  A,  A3.  Les  coordonnées 
des  trois  sommets  dans  le  plan  du  triangle  sont  respecti- 
vement 

a  a         a^  a  a 

Si  Ton  remarque  enfin  que  les  composantes  d'une  ré- 
action verticale  N|  suivantGx,  Gy,  Gz  sont  —  Ni  sinO, 
G,  N|  cos6,  et  si  Ton  désigne  par  /?,  ^,  r  les  composantes 
de  la  rotation  instantanée,  on  aura,  pour  déterminer  le 
mouvement  de  la  plaque  autour  du  centre  de  gravité, 
trois  équations  de  la  forme 


^*.A,.= 

^(N,-N,)cose, 

-S 

-A/7>  = 

2/3 

i)cos6, 

^^57  = 

-/^N,-f(«.- 

N,)sine. 

Lorsque  6  doit  rester  égal  à  45**,  le  mouvement  élé- 
mentaire de  la  plaque  se  réduira  toujours  à  une  rota- 
tion ù)  auteur  de  00'  ou  de  Gz^-.  on    aura   visible- 
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ment 

et  les  équalioiis  d'Euler  deviendront,  après  de  légères 
réductions, 

(3)  Ao)«=-^(N,-4-N,-2N,), 

Des  équations  (  i  )  et  (3)  je  tire 

de  même,  des  équations  (2)  et  (4), 

3v/6  9v/6V  «         / 

3A/6  9   \A\/6  J 

On  est  conduit  à  poser 

(5)  ^,=  !^==W6; 

"^       Av/6  « 

9 


^(i> 
^ 


Les  équations  précédentes  deviennent 


(7) 


N,-N,= 


3 


(8)  _  =  -.a((x«-coî). 
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L'équation  (8)  montre  que,  si  (Oo  était  égal  à  [x,  co  ne 
pourrait  prendre  une  valeur  différente  au  bout  d*un 
temps  fîni  quelconque  :  la  plaque  tournerait  uniformé- 
ment autour  de  00';  les  équations  (6)  et  (7)  prouvent 
que  N,  serait  égal  à  zéro,  N2  et  N3  à  5  mg. 

Il  faut  se  rappeler  que,  si  les  équations  (i),  (2),  (3) 
sont  légitimes  quel  que  soit  le  signe  de  Ni ,  Téquation  (4), 
où  entre  la  force  de  frottement,  ne  le  sera  que  si  N|  est 
positif  :  Téquation  (6),  qui  résulte  de  (i)  et  de  (3), 
montre  que,  pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  (o  soit  <  |i. 
Il  en  sera  ainsi  quand  (Oq  <[  |x,  iù  ne  pouvant  que  dimi- 
nuer par  suite  du  frottement;  donc,  en  supposant 
Wo  <  |Jt,  les  équations  (6),  (7),  (8)  sont  exactes  et  je 
puis  intégrer  la  dernière,  ce  qui  donne 

2(1         ([x-T-a>Hl^  — ">o) 
OU,  résolvant  par  rapport  à  co. 


(9) 


(  |A  H-  wo  )  e  -l^af  _f-  (  jx  —  ujo  ) el^a^ 


La  vitesse  angulaire  diminue  quand  t  augmente, 
ainsi  que  l'indiquait  l'équation  (8)  :  elle- s'annule 
quand  on  a 

à  partir  de  cet  instant,  il  est  évident  que  la  plaque  va 
rester  immobile,  co  étant  nulle  :  on  ne  devra  plus 
prendre  l'équation  (9);  l'équation  (8)  elle-même  ne 
sera  plus  vraie,  puisque  la  force  de  frottement  s'annule, 

et  devra  être  remplacée  par  --  =  o. 

L'angle  dont  la  plaque  aura  tourné  s'obtiendra  en 

remplaçant  co  par-^dans  l'équation  (9)  et  intégrant;  si 
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Ton  suppose  que  à  s'annule  avec  t,  on  a 


^       a  ®^(|x-T-toa)e-H-a'-f-(jjL  — wo)e-|i»'* 


pour  t  =  tt 


^=>'v^r^" 


On  peut  exprimer  co  ec  (L  à  Paîde  de  fonctions  hyper- 
boliques :  sî  l'on  pose 


^0         .  u 


ce  qui  donnera  t  =  f|.  on  trouve 

.  /  ^x  I        '  I  cos  hyp  uax 

0)=  fjitanghyp|ia('c— 0»  a;:i^-log- 


'  cos  hyp  (Aa(T  —  t) 

Les  équations  (6)  et  (7)  donnent,  en  fonction  de  co  et 
par  suite  de  t,  les  valeurs  de  N|,  N2,  N3;  la  discussion 
en  est  bien  facile.  Je  remarque  seulement  que,  lorsque  i 

tend  vers  f , ,  N^  tend  vers^  wg',  N^  et  N3  vers  |  J  d=  -°L  j  mg; 

quand  ]a  plaque  sera  devenue  immobile,  N|,  N2  et  N3 
seront  évidemment  toutes  égales  à  -5  mg]  No  et  INa  chan- 
gent brusquement  de  valeurs  quand  la  plaque  s'arrête, 

aussi  bien,  d'ailleurs,  qtie-j-- 

N,  restant  positive  dans  le  cas  considéré,  le  sommet  A| 
appuie  toujours  sur  le  plan  P  et,  quand  même  il  pour- 
rait le  quitter,  il  ne  le  ferait  pas  et  les  résultats  précé- 
dents subsisteraient. 

Supposons  maintenant  Wq  ^  [a  :  l'équation  (6),  tou- 
jours vraie,  prouve  que  N«  sera  négative  tant  que  cx> 
sera  >|a^  dans  les  équations  (4)  et  (8),  il  faudra 
changer  f  en  — fi  et,  par  suite,  a  en  —  a,,  pour  que 
la  force  de  frottement  ligure  comme  dirigée  en  sens 
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contraire  de  la  vitesse  du  point  A| .  En  mettant  en  évi- 
dence des  quantités  positives,  on  remplacera  les  équa- 
tions (6),  (7),  (8)  par  les  suivantes  : 

La  dernière  montre  que  co  diminue  constamment 
jusqu'à  la  valeur  [x,  qu'il  atteint  au  bout  d'un  temps 
infini.  On  en  tire  d'ailleurs,  en  intégrant  comme  dans 
le  premier  cas, 

I  ,       (coo-4-Fx)et^«^~(a)p-t^)g-lx«^ 
a      °  2|x 

Pour  introduire  des  fonctions  hyperboliques,  il  fau- 
dra représenter  ~.  qui  est  ]>i,  par  une  cotangente 
hyperbolique 

COp  , 

—  =cothypiAap; 
on  trouvera 

*u  /-         N  I        ïi      sin  hyp  [ia(«  H- p) 

r  jf  r  V         fh         T       a      ^^        sin  hyp  jiap 

Lorsque  t  augmentera  indéfiniment,  on  voit  que  N4 
tendra  vers  zéro,  Ng  et  N3  vers  j  mg. 

Dans  ce  second  cas,  Wq^  [jl,  nous  avons  trouvé  que 
N|  est  toujours  négative,  c'est-à-dire  que  le  sommet  Aj 
tend  à  s'élever  au-dessus  du  plan  P  ;  s'il  est  simplement 
posé  sur  ce  plan,  il  s'en  séparera  et  le  mouvement  de 
la  plaque  sera  bien  difiérent  de  celui  que  nous  avons 
étudié  ci-dessus.  On  pourrait  le  déterminer  au  moyen 
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du  théorème  des  forces  vives  et  de  celui  des  aires;  mais 
pour  plus  d'uniformité,  et  a6n  de  pouvoir  calculer  les 
réactions  exercées  par  le  plan  Q,  je  suivrai  une  marche 
correspondante  à  celle  qui  précède. 

Les  forces  extérieures  sont  les  réactions  N2,  N3  du 
plan  Q,  la  réaction  R  de  00'  et  le  poids  mg.  Le  centre 
de  gravité  restant  sur  OO',  on  voit  que  R  est  nulle; 
l'ordonnée  JJ  de  ce  centre,  par  rapport  au  plan  fixe  Q, 

est ■=-  et  1  on  a 


2 


/5 


(.0)    N.+  N,-m^=«,g  =  ^(e'.sine_§'cos0). 

Le  njouvement  de  la  plaque  autour  de  sou  centre  de 
gravité  est  encore  déterminé  par  les  équations  d'Euler 
que  nous  avons  écrites  :  il  faut  toutefois  y  faire  N^  =  o  ; 
quant  à  /?,  q,  7*,  on  les  exprime  aisément  en  fonction 
de  8'  et  ^',  soit  par  des  considérations  géométriques 
directes,  soit  à  Taide  des  formules  de  Cinématique  bien 
connues,  dans  lesquelles  on  fera  cp  =  270°-,  on  trouve 

/>  =  —  <^' sinB,         q  =  ^\         r  =  il^'cosO. 
Substituant  dans  les  équations  d'Euler  et  réduisant, 


on  a 


(II)  -Asine^' --  ^(Nj-N3)cosô, 

(,2)        A^H-A^'*sinecos6==  -^(N,-h'N3)cosO, 

(i3)        2A  (cose  ^'  -  ij^'ô'  sino)  =  ^  (Nî-  N,)  sinO. 

Je  remplacerai  maintenant  A  par  sa  valeur  — j-  et  g 

par -'^    (5);   alors,   les  équations  (11)  et  (i3)  nous 
4 /G 
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donneront 

(i4)  (i -4- cos'6)-~- —  a<l/'6'sinÔ  cosO  =  o, 

(i5)  (i  -^  cos«e)(  N,—  Na)  =  —  ~^'^'  sin«e. 

De  même,  on  tire  des  équations  (lo)  et  (12), 


(16) 


l  (i-h2cos*e)^ 20'»sinecosO 

=  - — i^'*sinOcosO, 

(H-2COS«0)(Nj-+-N3) 


(17)       {       _   ma  (  tA< 


_.        -    .   ^'*sinOcos«0-4-0'»sinO Y 
L'équation  (1 4)  s'intègre  immédiatement:  Tinlégrale 

(i-hcos*e)4;'  =  fwo 

montre  que  ^  varie  toujours  dans  le  môme  sens;  elle 
exprime  que  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement,  par  rapport  à  OO',  est  constante.  Si,  dans 
l'équation  (16),  on  remplace  <]/'  par  .sa  valeur  et  si  Ton 
multiplie  tous  les  termes  par  9.O'.  on  peut  intégrer,  ^ 

s' annulant  pour  sin6  =  —  ;  après  de  simples  transfor- 
mations,  Tintégrale  peut  être  mise  sous  la  forme 

0«  =  (i-/2sinO) 4(i  +  ,cos>e)(,  +  cos«0) ' 

t  peut  s'exprimer  en  fonction  de  6  par  une  quadrature. 
Le  numérateur  de  la  fraction,  qui  figure  dans  la  valeur 
de  V^,  est  positif  pour  6  égal  à  45^i  négatif  pour 
0  =  —  4=^";  <^iï  e»ï  conclut  aisément  que  8  oscille  entre 
45"  et  une  limite  comprise  entre  4^"  et  — 4'>**;  cette 
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limke  sera  négalive,  et  la  plaque  pourra  dcmir  hori- 
zontale, si  t^l  est  >  |a^.  Da»»  UMit  les  cas,  la  plaque  a 
un  luouvemenl  périodîqiie,  Tenant  toucher  le  plan  P  k 
intervalles  fixc^. 

Les  valeurs  de  N2)Ns  se  détermineront  en  fonction 
de  B,  au  moyen  des  équations  (  1 5  )  et  ( 1 7),  dans  lesquelles 
on  remplacera  «V  et  6'  par  les  valeurs  obtenues,  il  n*y  a 
qu'un  instant^  les  résultats  ont  une  forme  compliquée 
et  leur  discussion  semble  offrir  peu  d^inlérèt. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  DE  MÉGANIQUE  RATIONNELLE  BONNE 
AU  CONCOURS  B'AGRfiGATION  BES  SCIENCES  NATHÉVA 
TIOUES  EN  4893; 

Par  m.  p.  RIGOLLET, 
Étudiant,  à  Nancy. 


On  considère  un  corps  solide  S  pesant,  ayant  la  forme 
d'un  cône  droit  dont  le  rayon  de  base  est  R.  Le  centre 
de  grafité  de  ce  corps  est  situé  en  un  point  O  de  l^axe 
de  révolution  du  cône,  à  une  distance  R  de  la  biLse. 

L'ellipsoïde  d'inertie  du  corps  S  relatif  au  centre  de 
grai^ifé  O  est  une  sphère. 

Le  cône  S  est  mobile  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité O,  supposé  fixe,  et  la  circonférence  de  sa  base  est 
tangente  à  un  plan  horizontal  fixe  U  situé  au-dessous 
du  point  O  a  une  distance  R  de  ce  point. 

Étudier  le  mouvement  du  corps  S  en  supposant  que 
la  circonférence  de  base  du  cône  glisse  avec  frottement 
sur  le  plan  II. 

Calculer  les  réactions  du  plan  W  et  du  point  fixe  O. 

Conditions  initiales.  —  Soient  00'  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  point  O  sur  le  plan  II  et  OCq  In 
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position  initiale  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  O  sur  la  base  du  cône;  à  l'époque  «  =  o,  l'axe 
instantané  de  rotation  est  situé  dans  V angle  il^  00',  et 
le  sens  de  la  rotation  initiale  est  choisi  de  telle  sorte 
que  le  corps  S  appuie  sur  le  plan  II. 

Choix  des  axes.  —  i°  Axes  fixes  dans  V espace.  — 
Considérons  {fig-  2)  le  cône  dans  sa  position  initiale, 
le  sommets  occupant  la  position  So  ;  prenons  pour  axes 
fixes  dans  V espace  trois  axes  rectangulaires  0$,  0'i\^ 
OÇ,  OÎJ  étant  la  verticale  vers  le  haut,  OÇ  passant 
par  la  position  Co  occupée,  à  cet  instant  initial  ^  =  o, 
par  le  point  C,  centre  de  la  base  (B)  du  cône;  Ot^  est 
sur  la  perpendiculaire  au  plan  O^s  dans  un  sens  tel, 
qu'au  début  du  mouvement  le  point  C  ?e  meuve  de  OÇ 
versOï^  ;  d'après  les  données  de  Ténonc^é,  le  quadrila- 
tère OGqMoO',  Mo  étant  le  point  de  contact  de  la  base 
avec  le  plan  U,  est  un  carré  \  au  début  du  mouvement, 
le  cône  devant  appuyer  sur  II,  le  point  C  décrira 
dans  O^T^  un  arc  de  cercle  (y)  dans  le  sens  positif  d'après 
le  choixdeOTj.  (Ce  choix  de  Or\  n'est  valable  qu'autant 
que  le  point  G  ne  reste  pas  toujours  dans  le  plan  OÇÇ,  ce 
qui  n'aurait  lieu  qu^au  cas  où  Taxe  instantané  serait 
dirigé  suivant  OCo  ou  suivant  Or^,  ce  qu'on  ne  suppose 
pas  d'après  l'énoncé.) 

Nous  appellerons  O'Ç'r/lJ'  les  axes  menés  par  O'  pa- 
rallèlement aux  précédents. 

2"  Axes  fixes  dans  le  corps.  —  Prenons  pour  axe  Oz 
l'axe  situé  sur  l'axe  de  révolution  dans  le  sens  du  seg- 
ment OC  ;  pour  O  a:  nous  prendrons  Taxe  issu  de  O,  qui 
est  vertical  et  dirigé  vers  le  bas  au  début  du  mouvement; 
Oj-  est  alors  déterminé  par  ce  fait  que  Oxjz  et  OÇt^Ç 
doivent  avoir  même  disposition. 

Nous  appellerons  Co[/y' z'  les  axes  fixes  dans  le  corps 
menés  parallèlement  à  Oxyz  par  le  point  C. 
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Ces  axes  0'$'r/s'  et  Cx'j'-z'  sont  introduits  dans  le 
but  de  permettre  plus  facilement  des  calculs  de  compo- 
santes et  de  moments  de  forces. 

Première  remarque  préliminaire.  —  De  t  =  o 
à  t  =  /,  où  ce  dernier  t  est  suffisamment  petit,  le  corps 
restera  en  contact  avec  le  pian  II,  puisque  au  début  ce 
cône  appuie  sur  le  plan. 

Soit  S  (Jig*  i)  la  position  du  cône  à  un  instant  t  suf- 
Fig.  I. 


fisamment  petit  pour  que  le  contact  ait  encore  lieu  ; 

soit  M  le  point  d*appui  ;  les  axes  Oxjz^  Ca/yz*  ont 

Ann,  de  Mathémat.,  3- série,  t.  XIV.  (Octobre  iSgS.)  29 
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pris  des  positions  dilVéreiUes  de  celles  qu'ils  avaient 
à  f  =  G  ;  à  cet  instant  t,  la  position  du  cône  est  détinic 
par  Tangle  4  de  Oz  avec  0$,  ^  étant  compté  dans  ^Ovi 
et  par  Paugle  6  de  la  verticale  CM  dirigée  vers  le  bas 
avec  Taxe  Ox,  cet  angle  6  étant  compté  dans  x'Oj' ; 
8  est  aussi  Ggnré  dans  la  section  circulaire  (A)  du  cône 
par  le  plan  Ox) \ 

Ces  angles  8  et  ^  sont  donc  nos  deux  inconnues  pria-? 
cipales  tant  qu'il  y  a  contact  du  cône  et  du  plan  II. 

Nos  autres  inconnues  sont  les  suivantes  : 

N,  réaction  de  H  sur  le  cône  ; 

fS^  force  de  frottement  de  glissement  en  M  ; 

Nj,  réaction  du  point  fixe  O  sur  le  cône. 

Seconde  remarque  préliminaire,   —    Au  début  du 

Fig.  2. 


mouvement,  Taxe;  instantané  est  supposé  dans  Tangle 
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Mais  ici  se  présente  une  petite  difficulté  :  cet  axe  peut 
rencontrer  CqMo  soit  eu  lo  entre  Co  et  Mq,  soit  en  I| 
au-dessous  de  Mq  ;  ce  fait  a  une  grande  importance  au 
point  de  vue  du  sens  de  la  vitesse  du  point  de  contact 
et,  par  suite,  du  sens  de  la  force  de  frottement  au  départ, 
4-oinnie  nous  allons  le  faire  voir. 

Supposons  que  l'axe  instantané  rencontre  CoMo  ('nio 
ifië'  '^)»  appelons />/a/i  du  tableau  le  plan  OÇîJy  O"'!  étant 
supposé  en  avant  de  ce  |>lan  ;  le  point  Co  devant  venir 
en  avant  de  ce  plan,  le  segment  représentatif  de  la  rota- 

Fîg.  3. 


S  G. 


tiou  instantanée  est  0(Ûo)o  de  sens  contraire  au  seg- 
ment Olo  ;  \e  point  du  cône  qui  est  en  Mo  a  donc  une 
vitesse  Vn^  située  en  arrière  du  plan  du  tableau  ;  par 
suite,  la  force  de  frottement  est  parallèle  à  CVr/  et  de 
même  sens.  Dans  ce  cas,  le  corps  appuie  sur  le  plan  ; 
menons  par  M©  (J^g-  3)  le  plan  perpendiculaire  à  Olo  ; 
soit  H  la  pied  de  OI©  sur  ce  plan^  soit  M'^  le  point  f|ni 
viendra  au  contact  un  temps  infiniment  p(*tit  après  Mo  ; 
on  a,  dans  le  cercle  (B), 
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d'où,  puisque  JoH  est  perpendiculaire  au  plan  HJVloMJ,, 

HMi  >  IIMo  ; 

le  corps  tournant  autour  de  01©,  les  points  M©  et  M^ 
tournent  autour  de  H  ;  comme  HMp^  HMq,  c'est  que 
le  corps  appuie  sur  le  plan  II. 

Supposons  que  Taxe  instantané  rencontre  Co Mo  en  1| 
(/7gr«  4)  î  I«  segment  représentatif  de  la  rotation  instaii- 

Fig.  4. 
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tanée  au  départ  est  0(û|)o  de  sens  contraire  au  seg- 
ment 01^  ;  le  point  du  cône  qui  est  en  Mo  a  une  vi- 
tesse Vj,  parallèle  à  O'r/  et  de  môme  sens  ;  la  force  de 
frottement  est  en  sens  contraire;  H  étant  le  pied  deOI| 
sur  le  plan  mené  par  M©  perpendiculairement  à  OI|, 
et  M'q  étant  le  point  qui  viendra  au  contact  après  Mo  >  on  a, 
de  même  que  dans  le  cas  précédent,  l'inégalité 

HM;>HMo; 

dans  ce  cas  aussi,  le  corps  appuie  sur  le  plan  II. 

Dans  ces  deux  hypothèses  initiales,  le  corps  appuie 
donc  sur  le  plan  U^  cependant,  un  sentiment  physique 
pourrait  faire  dire  avec  peu  de  rigueur  qu'il  appuie  plus 
dans  le  deuxième  cas  que  dans  le  premier. 
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Troisième  remarque  préliminaire»  —  Tant  que  le 
corps  reste  au  conlacl  avec  le  plan  II,  le  point  M  (y/^.  i) 
a  une  vitesse  tangente  à  la  base  du  cône;  il  en  résulte 
que  Taxe  instantané  rencontre  constamment  la  base  du 
cône  (B)  eu  un  point  situé  sur  CM;  cet  axe  est  donc 
dans  le  plan  OCMCy;  le  segment  Où  mesurant  la  rota- 
tion instantauée  se  décompose  en  deux  autres 

ÔG=-^         et         0K=^. 
ai  ai 

La  figure  OCoMoO'  {Jig-  3  et  4)  étant  un  carré,  dans 
le  cas  de  istjig,  3,  on  a 

ôGi>()iro, 

et  dans  le  cas  de  ]a^g,  4 

ÔGi>OKo; 

si  OQo  était  située  sur  OMq,  le  point  du  corps  qui  est 
en  Mo  aurait  une  vitesse  nulle;  dans  ce  cas,  ce  point  ne 
se  déplace  pas;  dans  le  cas  de  \sijig»  3,  la  rotation 
autour  de  Taxe  de  révolution  du  cône  étant  plus  grande 
que  la  rotation  autour  de  OÇ,  on  s'explique  pourquoi 
V„^  est  dirigée  derrière  le  plan  du  tableau;  dans  le  cas 
de  Isijig,  4»  oïï  voit  de  même  pourquoi  Vj,^  est  dirigée 
en  avant  du  plan  du  tableau. 

En  résumé,  nous  avons  à  étudier  deux  cas  qui  cor- 
respondent aux  conditions  initiales  données  par  les 
/ig,  3  ou  4- 

Nous  allons  étudier  celui  de  \ajig.  4  5  nous  connaî- 
trons celui  de  Xa/ig,  3  en  changeant  le  coefficient  de 
frottement  y*  en  — /;  car,  dans  les  deux  cas,  les  forces 
de  frottement  de  glissement  sont  de  sens  opposés,  les 
vitesses  V|f^  étant  de  sens  opposés. 

Pendant  un  certain  temps,  la  vitesse  du  point  M  sera 
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dirigée  dans  le  sens  des  ares  croissanls  sur  (m)  et  la 
force  de  frpttc^inent  en  sens  conlraîre  {Jig*  i). 
JNous  allons  caleuler 

0,     ^,     N,    /N 

par  plusieurs  procédés. 

Théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvemetit 
par  rapport  à  O^r^C^.  —  Ce  théorème  donne  les  trois 
équations  suivantes  où  n'entrent  ni  le  poids  du  corps, 
ni  la  réaction  du  point  fixe  O,  Ax^-h  Aj^-+-  kz^=L 
étant  la  sphère  d'inertie, 

^^(— A^cos^^^  =      RN  sin^;-/NRcos^y, 


dt 


ou 


— -Ae''cos4;-+- AO'  sintl;4^'=       RN  sin»^  — /JSR  cost}/, 
—  AO"  sinij/  —  Ae'cos^4''  =  —  RNcost];— /NR  sin<|/, 
Atl,'=~R/N; 

en  multipliant  les  deux  premières  par  cosA  etsin'}  et 
additionnant,  puis  par  smif  et  — cosA  et  additionnant, 
on  obtient  le  système 

IAO"  =  /:^R, 
Ae'f=  NR, 
Pi.y    =--/NR. 

Equations   d^Euler,   —  Appliquons    les    équations 
d*Euler  au  système  Oxyz\  on  a 

p  z=i  —  ij^'cosO, 
<7  =  —  ^^  sinO, 
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oblcnues  cii  projetanl 

OG=-0', 
sur  Ox,  Ojy  Ozy 

—  A<|/'co«iO-f-Ay  sinOO'=       NR  sinO -|-/\R  cosO, 

—  XY  sinO  —  A<^'co500'  =  --NRcosOH-/i\R  sinO, 
~A0'  =-R/N; 

en  mulli pliant  la  première  par  cosO  ci  la  deuxième  par 
sîiiB,  puis  addilioniiant,  en  multiplianl  ensuite  la  pre- 
mière par  -h  sin8  et  la  deuxième  par  — cosO  et  addi- 
tionnant, on  a 

~A^'  =  /NR, 

AfO'=    NR, 
Afr  =  /NR 

qui  sont  les  équations  (e). 

Equations  de  M,  ResaL  —  Considérons  un  système 
d*axes  fixes  OÇr^J^  et  un  système  mobile  Oxyz\  les  axes 

Fig.  5. 


de  M.  Resal  (gyroscope)  sont  les  axes  0x2^^2-32,  0x2 
étant  la  ligne  des  nœuds  ON  dans  un  sens  déterminé, 

Oy^  la  ligne  0N|  faisant  avec  Ox2  l'angle  -+-7  compté 

dans  le  sens  défini  parOjcj^;  so]enl/;2)  72)^*3  'es  quantités 
analogues  aux  /^,9,/'d'Euler  et  définissant  sun  Ox^y^^i 
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le  mouvement  de  ce  trièdre  par  rapport  a  OÇt^^,  de 
même  que,  dans  les  équations  d'EuIer,  /?,  ^,  ;*  définis- 
sent sur  Oxyz  le  mouvement  de  ce  trièdre  Oxyz  par 
rapport  àOÇrjî^  ;  M.  Resal  a  établi  de  même  çu  on  fait, 
pour  trouv^er  les  équations  d'Euler,  les  équations  sui- 
vantes dites  équations  de  M.  Resal  : 


dt 


c%.„. 


qui  ne  sont  valables  que  pour  un  corps  de  révolution 
autour  de  O2;  la  troisième  est  la  troisième  équation 
d'Euler^  cherchons  ici  nos  axes  de  M.  Resal;  la  ligne 
des  nœuds  {Jîg>  1)  est  la  ligne  d'intersection  de  Oxy 
avec  OÇyi;  prenons  pour  OX2  la  direcliou  qui  fait 
Tangle  if  avec  Ov;^  Qy^  se  trouve  être  Oî^etO^a  est 
confondu  avec  Oz  ;  on  a 


^«=■5?' 


on  a  alors 


d^ 
d 

''"      dt' 


—  f(Ae')=— NR, 

-4-Ae''=/NR, 

qui  sont  encore  les  équations  (e). 

Intégration  des  équations  (e).  —  Ces  équations  sont 

IAe''=/NR, 
AO'f  =NR, 
A^;''=-/NR; 
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la  première  el  la  Iroisièine  donnent  par  addition 

0'H-4/'=O, 

d'où 

et 

0-h4'  =  a/-4-a', 

ai*t  t!  étant  deux  constantes;  on  a  {Jlg-  1),  à  l'inslant 

e;^4/;=|OGo|-+-|OKo|  =«, 

(|ui  donne  a,  et 


d*où 

on  a  donc 


Téquation 
donne 


o-*-o  =  a.o-i-a, 
«'=o; 

e-  -h  <^'  =  o, 

0'  -f- 1]>'  =  «, 
0  -+-<]/  =a/; 


qui,  avec  la  deuxième  équation  (e),  donne 

divisons  la  dernière  équation  (e)  parcelle-ci;  nous  avons 
IVquation  dillérentielle 

qui  donne  '}  en  fonction  du  temps;  elle  ne  contient  ni 
A,  ni  R,  ce  qui  montre  que  le  problème  ne  dépend  ni 
de  la  densité  du  corps,  ni  du  rayon  R,  comime  on  pou- 
vait s'y  attendre  après  une  première  réflexion,  en  re- 
marquant que  le  centre  de  gravité  est  précisément  le 
point  fixe. 
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Inlégrous  {fl)'^  ou  peut  l'écrire 

^(a-  4*  )  -^ 

OU,  eu  niullipliaul  les  deux  luembres  par  a  et  séparant 
le  preuiier  eu  fraetious  sîuiples, 

d*où 

l^og<}''— I-og(a  —  ^j/') -h/a<  =  3,         oïl  3  est   une   conslanlc, 

ou 

équaliou  qui  permet  de  déleriniuer  ^^  ou  a 

pour  f=o-,  'ij,   est  positif  d'après  le  choix  des  axes; 
on  a 

d  où 


Oq  étaut  aussi  positif,  car 

og;  =  -  0;  <  o 

{fis-  4)5  ^lans  le  cas  de  \3L/ig.  f\^  on  at 

et,  par  suite, 

P>o; 
on  a  eu  un  'V  par 

3C  -^  ij/ 
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do  à 


qui  s^înlègrc  par  une  quadrature;  écrivons 

d'où 

(A)  '!'=—  y  Log(i -h  €•?-/«') -+-T 

{"^cofislanLe  arbtfraira),  y  se  délcriniiiecn  faisant  /  =  o; 
on  a 

car 
d'où 

d'où 

^=-j  Log(i  +  eP-/«)+-^  Logi»±^, 

qui  peut  encore  s'écrire 

dj   ^    —    t.nvr  i_îî îL    __  ._ 


=  7  •'"S  — i 


"0 


si,  au  lieu  de  faire  porter  le  calcul  sur  '|,  on  Tavail  fait 
pGrt«îr  sur  0,  en  remplaçant  <{;'  par  a  —  0'  au  lieu  de 
remplacer  fi'  par  a  — A',  on  aurait  trouvé 
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an  trouve  donc  les  deux  formules 


(0 


ou 


•jij,  et  6J,  étant,  je  le  répèle,  deux  nombies  positifs,  va- 
leurs absolues  des  grandeurs  des  segments  OKq  et  CXio 
à  l'instant  t  =  o^  si  Ton  ajoute  membre  à  membn;  ces 
deux  équations,  on  doit  retrouver 

fi  -h'V  =  a/; 
on  a,  en  ellet, 

=  -2  Loge/a'=  ->/a^  =  a/. 

Ces  deux  formules  montrent  que  quand  t  croit  à  par- 
tir de  «  =  o,  <J;  et  6  augmentent  ;  dans  <J/  le  Log  est  posi- 
tif, tandis  qu'il  est  négatif  dans  6. 

La  formule  (g^)  qui  donne  i/  et  Tanilngue  pourô',  qui 
peuvent  s'écrire 


{k) 


6'  = 


a 


e 


-/at+?. 


montrent  que  ^j;'  et  6'  sont  positifs;  on  voit  que  «V  dé- 
croît avec  «,  tandis  que  6'  croît-,  du  reste,  ô'-f-  <p'est  égal 
à  une  constante  a;  ainsi  donc,  en  valeur  absolue  (/Ig*  i), 
OG  croît  et  OK  décroît;  le  point  I  se  rapproche  donc 
de  M  d'un  mouvement  continu.   Au  moment  où  I  sera 
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en  M,  la  vitesse  de  M  sera  nulle  et  par  suite  il  n'y  aura 
plus  de  frottement^  à  ce  moment,  on  aura 

ÔK=:=-OG, 

ou 

du  reste,  si  Ton  cherche  la  vitesse  du  point  du  corps  qui 
est  en  M,  on  a 

*  Vu  =  Rf  —  RO'  =  R(^'—  6')  ; 

elle  s'annule  pour 

f  =  e'; 

comme  on  a 

la  vitesse  de  M  s'annulera  pour 

a 


-V'  =  e'=-; 


2 


l'instant  T  correspondant  est  donné  par  ^'=  -  ou  6'=  -> 


a 


c'est-à-dire,  en  prenant  ^'=  -,  par 

agP-/aT  a 


d'où 
d'où 
d'où 

ou 


A  partir  de  ce  moment,  nous  allons  chercher  si  la 
vitesse  du  point  du  corps  qui  est  en  Mt  reste  constam- 
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mcnl  nulle  ;  en  cul  instant,  on  a 


I , ^V±K_  _  _  i  I  „„  ik: 


!>T=-7Log-fiLZ_»    =_      Log 


et 


Auparavant,  reinarcjiions  que  le  proMèine  résultant 
des  conditions  initiales  données  par  la  /ig.  3  serait 
absolument  le  même  que  le  précédent,  à  celte  difleience 
près  que  la  vitesse  du  point  de  contact  serait  en  sons 
contraire  et,  par  suite,  aussi  la  force  de  frottement;  on 
déduira  donc  les  résultats  relatifs  hlajig.  3  de  ceux  que 
nous  venons  de  trouver  pour  la  /ig.  4î  en  cliangeant  J' 

en  — f'^  comme  ^  <[  i  dans  ce  nouveau  cas, 


"0 


est  négatif,  et  pour  le  temps  T  où  la  vitesse  du  point  du 
corps  qui  est  au  contact  devient  nulle,  donné  par 

on  a  encore  au  deuxième  membre  une  quantité  positive, 
car  a= 'Iq  H- ÔJ,  >  o,  puisqu'on  a  ^'©^^  ^^  ^o^^> 
d'après  le  choix  des  axes. 

Nous  avons  donc  ainsi,  par  un  même  calcul,  traité 
les  deux  cas  des  Jig,  3  et  4  ^  dans  ces  deux  cas,  le  point 
de  rencontre  de  Taxe  instantané  avec  la  verlicale  MC 
du  point  de  contact  se  rapproche  constamment  de  ce 
point  de  contact. 

Le    cas    intermédiaire    serait    celui   où   Ton    aurait 


ijj  =  ^'^  ;  au  début  Taxe  instantané  serait  UiVio  ;  la  vi- 
tesse du  point  de  contact  serait  nulle  ;  on  serait,  dès  le 
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début  du  inouvcnioiit,  dans  le  cas  qui  se  présente  h 
Tinslaiit  T;  c'est  uu  cas  limite  des  deux  précédents; 
ainsi  prenons,  dans  le  calcul  l'ait  pour  ces  deux  cas,  la 
valeur  de  T  ;  si  4'^  =  ô'^,  on  a 

p  =  Logi  =  o,        d'où        T  =  o. 

ICfiule  du  mouvvment  à  partir  du  lenips  T.  —  Il  est 
clair  qn^ù  partir  du  trnips  T  le  point  dn  cône  (|ui  est  au 
contact  avec  le  plan  II  aura  une  vitesse  nulle  ;  supposons, 
en  eiïet,  que  cette  vitesse  cesse  dètre  nulle;  il  naît 
alors  une  force  de  frottement  qui,  si  petite  ipi'elle  soit, 
d'après  l'étude  des  cas  relatifs  -aux  fi  g,  3  et  4>  lend  k 
rtrndre  nulle  la  vitesse  du  point  du  cône  qui  est  au  con- 
tact. 

Nous  nous  trouvons  donc,  à  partir  du  temps  T,  en 
face  d'un  nouveau  problème  dans  lequel  la  base  du  cône 
roule  sans  glisser  sur  le  plan  ;  au  début  de  ce  nouveau 
mouvement,  on  a 

a        o!.  -'   **' 


1  A 


Lv$  équations  de  ce  nouveau  problème  ()euvent  se 
déduire  de  celles  du  précédent  en  faisan t^^^r:  o,  car  il 
n'y  a  plus  de  frottement  de  glissement  (le  frottement 
de  roulement  est  négligé);  les  équations  (e)  de\iennent 

{m)  i     Af=o, 

(      AO'^o, 
d'où 


»u 


avec 


0  =  OV./-»-Ot        et        '1  —  Vr-^-i-4'T, 
0'  =  Oî,  =  ^~'±^^ ,  0.'  =  'Vr  =  -^*-^°  • 
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rappelons  qu'on  a  trouvé 

formules  valables  pour  le  cas  (4);  pour  (3)  on  change 
/en  -/. 

A  partir  de  T  donc,  le  cône  roule  jusqu'à  I  =  oo  d'un 
mouvement  uniforme,  puisque  y  et  Q'  sont  constants; 
ceci  s'explique  par  ce  fait  qu'on  a  négligé  le  frottement 
de  roulement  et  qu'aucune  force  ne  produit  du  travail^ 
pour  /  =  oc,  6  et  ^  sont  infinis. 

Calcul  des  ké actions.  —  i**  Réaction  N,  —  Avant 
le  temps  T,  N  est  donnée  par  exemple  par  la  deuxième 
équation  (e);  on  a 

à  l'instant  T,  elle  a  pour  valeur 

««,       A_A«'_/e;-4-fo\«A^A  A 

A  partir  de  T,  N  est  donnée  par  la  même  formule 
JN  =  — è— '  d  après  les  équations  (/n)  ;  on  a  donc,  a  partir 
deT, 

R4        R\      ï      y/R"^R^T> 

^'  a  ainsi  plusieurs  expressions. 

2°  Réaction  N| .  —  Appliquons  le  théorème  du  mou- 
vement du  centre  de  gravité  :  ce  centre  O  est  fixe  j  on  a 
donc  {fig.  i),  avant  T,  a,  A,  c  étant  les  cosinus  direc- 
teurs de  Nj, 

o=  /N  sin<]; -i- Ni  cosa, 
o  =  — /N  cos<|/  4-  Ni  cosô, 
0=  -+-N1C0SC— P-+- N, 
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qui  doniieiil 

.N„ 

ay  b^  c  en  utilisant 

cos*a  -H  cos'6  -h  cos*c  =  i. 

Après  T, 

on  a 

0  =  Ni  cosa, 

0  r=  Ni  cos6, 

d'où 

o  =  Nicosc—  P-+-N', 

7t                 ,            71 

a=-^          0  =  -  9          c  =  o 

on  a 

Ni  = 

P^K^-P-.^l^'^-^^'^ 

cette  réaction,  qui  a  une  valeur  constante,  est  dirigée 
verticalement  vers  le  haut  si  P  >  N',  vers  le  bas  si 
P  <  IN',  comme  le  montre  la  troisième  formule  :  elle 
est  nulle  si  P  =  N'. 


ÉTUDE  6EOHETRI01IE  DUN  COMPLEXE  DU  SECOND  ORDRE; 

Par  m.  R.  S. 


On  considère  le  complexe  formé  par  les  cordes  d'un 
hyperboloïde  ci  une  nappe  vues  du  centre  sous  un  angle 
droit. 

Cônes  du  complexe  qui  sont  de  révolution. 

Courbes  du  complexe  qui  sont  des  paraboles  ou  des 
cercles. 

L'étude  analytique  ne  présente  pas  de  difCcuhés; 
pour  l'étude  géométrique,  nous  nous  appuierons  sur  les 
deux  propositions  suivantes  : 

Lemme  I.  —  V enveloppe  ries  cordes  d'une  conique ^ 
Ann.  de  Mathémat.,  Z*  série,  t.  XIV.  (Octobre  1895.)         3o 
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vues  du  centre  sous  un  angle  droit,  est  un  cercle  con- 
centrigue. 

Si  la  conique  est  une  hyperbole  équilatére,  Tenve- 
loppe  se  réduit  aux  deux  points  I  et  J. 

Lemmb  II.  —  L'enveloppe  des  plans  coupant  le  cône 
C  suivant  deux  droites  rectangulaires  est  un  cône  du 
second  degré  y  ayant  mêmes  plans  principaux. 


L  —  Cô 


WE    DU    COMPLEXE. 


Mode  de  génération.  —  Soit  S  le  sommet  du  cône, 
O  le  centre  de  l'hypérboloïde  H;  si  je  considère  un 
plan  quelconque  par  SO,  la  courbe  du  complexe  dans 
ce  plan  est  le  cercle  O  (Lemme  I),  et  les  génératrices 
du  cône  S  situées  dans  ce  plan  sont  les  tangentes  me- 
nées de  S  à  ce  cercle.  On  peut  engendrer  tout  le  cône 
en  faisant  tourner  le  plan  autour  de  SO,  la  droite  SO 
ne  fait  pas  partie  du  complexe,  et  les  droites  SA  et  SB 


sont  constamment  symétriques  par  rapport  à  SO  ;  donc  : 
I  "  Le  complexe  est  du  second  ordre  ; 
2'*  La  droite  SO  est  un  axe  du  cône  du  complexe. 

Plans  cycliques.  —  SO  étant  un  axe,  il  y  a  deux 
plans  cycliques  passant  par  SO.  Soit  P  Tun  d'eux;  il 
faut  que  les  deux  droites  SA  et  SB  correspondantes 
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soîeni  isotropes.  S  n'étant  pas  centre  du  cercle  O,  il 
faut  donc  que  ce  cercle  se  réduise  aux  deux  points  T 
et  J.  Il  faut  donc  que  la  conique  d'intersection  de  H 
par  P  soit  une  hyperbole  équilatère  (Lemme  I).  Mais 
alors  P  coupe  le  cône  G  suivant  deux  droites  rectangu- 
laires :  il  est  tangent  au  cône  cp  (Lemme  II). 

On  obtient  les  plans  cycliques  passant  par  SO  en 
menant  par  SO  les  plans  tangents  au  cône  (f. 

Cônes  du  complexe  qui  sont  de  révolution.  —  Les 
conclusions  relatives  aux  plans  cycliques  sont  alors  de 
deux  natures  différentes  : 

i°SO  n'est  pas  l'axe  de  révolution.  Alors  les  deux 
plans  cycliques  par  SO  sont  confondus^  ce  qui  arrivera 
seulement  quand  SO  sera  une  génératrice  du  cône  o. 

Un  premier  lieu  de  sommets  des  cônes  du  complexe 
qui  sont  de  révolution  est  le  cône  o. 

2"*  SO  est  Taxe  de  révolution.  Les  deux  plans  cy- 
cliques P  et  Q,  passant  par  SO,  passent  alors  par  les 
points  I  et  J  du  plan  R  perpendiculaire  à  SO,  et  ils 
sont  tangents  au  cône  f .  Considérons,  d'autre  part,  le 
point  sphère  ou  cône  isotrope  S^  pour  avoir  las  plans 
tangents  à  ce  point  sphère  passant  par  SO,  il  faut 
considérer  la  polaire  conjuguée  de  SO  :  c'est  la  droite 
de  l'oo  du  plan  R,  intersection  des  plans  polaires  de 
deux  points  de  SO.  Ces  plans  tangents  sont  donc 
déGnis  par  la  droite  SO  et  par  les  points  I  et  J  du 
plan  R;  ils  coïncident  avec  les  plans  P  et  Q.  Le  plan  P 
est  tangent  au  cône  <f  suivant  une  génératrice  G;  il  est 
tangent  au  cône  isotrope  S  suivant  une  génératrice  G'. 
Au  point  d'intersection  de  G  et  G',  <p  et  S  sont  tangents. 
Donc  le  point  sphère  S  est  bitangent  au  cône  cp. 

Un  second  lieu  de  sommets  des  cônes  du  complexe 
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qui  sont    de   ré^oliUion    se    compose    des  Jocales   du 
cône  cp  :  ce  sont  six  droiics  dont  doux  sont  réelles. 


II.   -  Cou 


RBE    nu    COMPLEXE. 


Nous  avons  vu  antérieurement  que  le  complexe  était 
du  second  ordre.  Donc  la  courbe  du  complexe  est  de 
seconde  classe  :  c'est  une  conique. 

Courbes  du  complexe  qui  sont  des  paraboles.  —  Ce 
sont  des  coniques  tangentes  à  la  droite  de  Too.  La  droite 
de  Too  du  plan  doit  être  vue  du  centre  sous  un  angle 
droit  :  la  conique  d'intersection  doit  être  une  hyperbole 
équilatère  (Lemine  I). 

Les  plans  pour  lesquels  la  courbe  du  complexe  est 
une  parabole  sont  les  plans  tangents  au  cône  <jp  et  tous 
les  plans  parallèles. 

Courbes  du  complexe  qui  sont  des  cercles.  —  Les 
plans  pour  lesquels  la  courbe  du  complexe  est  une  cir^ 
conférence  sont  d'abord  tous  les  plans  par  Vorigine 
(Lemme  I). 

En  second  lieu,  soit  P  un  plan  tel  que  la  courbe  du 
complexe  soit  une  circonférence.  Une  circonférence  est 
une  conique  parles  points  I.et  J,  telle,  par  conséquent, 
que  les  tangentes  issues  d*un  de  ces  points  soient  con- 
fondues. 

Cela  posé,  soit  P  ce  plan,  I  un  des  points  cycliques 
de  ce  plan.  On  obtiendra  les  tangentes  issues  de  I  à  la 
courbe  du  complexe  en  prenant  l'intersection  de  P  avec 
le  cône  du  complexe  de  sommet  I.  Pour  que  la  courbe 
du  complexe  soit  un  cercle,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
plan  P  soit  tangent  aux  deux  cônes  I  et  J.  Les  deux 
cônes  l  et  J,  qui  n'ont  pas  même  sommet,  ni  même  base 
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<et  ue  sont  pas  lioiiiothéliques,  atiniellciiL  un  pian  lan* 
gent  commun*,  doiic. ils  sont  de  révolution  et  circonscrits 
à  une  même  sphère. 

Or  le  Heu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  est  le 
cône  cp.  Le  cercle  de  Tao  rencontre  le  cône  o  en  deux 
couples  de  points  IJ,  F  J'.  Les  deux  cônes  IJ  sont  de  ré- 
volution et  imaginaires  conjugués  :  une  sphère  inscrite 
à  Tune  est  évidemment  inscrite  à  l'autre.  Donc  on  peut 
leur  mener  un  plan  tangent  commun  P  passant  par  la 
droite  des  sommets  IJ. 

Les  plans  tels  que  la  courbe  du  complexe  soit  une 
circonférence  sont  donc  les  plans  cycliques  du  cône  o 
et  tous  les  plans  parallèles. 


SUR  LE  THÉORÈME  DE  D'ALENBERT; 

Par  m.  V.  JAMET, 

Professeur  au  lycée  de  Marseille. 


Depuis  que  la  notion  d'intégrale  définie  fait  partie 
du  cours  de  Mathématiques  spéciales,  personne,  que  je 
sache,  dans  ce  journal,  n'a  songé  à  s'en  servir  pour  ré- 
pondre à  une  question  qui  excite  souvent  la  curiosité 
des  bons  élèves,  sans  qu'il  soit  possible  de  leur  donner, 
en  réponse,  une  de  ces  démonstrations  qui  s'imposent 
à  l'esprit  par  la  simplicité  du  calcul  et  la  clarté  de  la 
méthode.  Cette  question,  qui  m'a  été  posée  dans  la 
classe  préparatoire  aux  Mathématiques  spéciales,  est 
celle-ci  :  <c  Pourquoi  toute  équation  algébrique 
a-t-elle  une  racine?»  Si  Ton  veut  traiter  la  ques- 
tion   en   étudiant    la    variation    que    subit   l'argument 
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du  premier  membre  dtj  Téquation,  lorsque  la  variable 
imaginaire  dont  il  dépend  décrit  un  contour  fermé,  la 
difficulté  consiste  à  faire  voir  que  cette  variation  est 
toujours  la  même  lorsque  ce  contour  se  déforme  d'une 
manière  continue,  sans  jamais  passer  par  un  point 
représentant  une  racine  de  l'équation  donnée.  C'est  sur- 
tout cette  difficulté  que  je  veux  résoudre  à  ma  manière, 
renvoyant  le  lecteur,  pour  la  fin  de  la  démonstration,  à 
V Algèbre  de  Brîot,  annotée  par  M.  Lacour  {voir  à  la 
fin  du  Volume). 

So\\.f{z)  un  polynôme  entier,  à  coefficients  réels  ou 
imaginaires.  Remplaçons-y  z  par  x-^-  j\/  —\ ,  et  met- 
tons  le  polynôme  sous  la  forme  X-f-Yy/ — i,  X  et  Y 
représentant  deux  polynômes  entiers  en  or  et  j^,  à  coef- 
ficients réels.  Supposons  que  la  variable  z  décrive  un 
cercle  ayant  pour  centre  l'origine  et  pour  rayon  a,  de 
telle  sorte  qu'à  chaque  position  du  point  mobile  repré- 
senté par  celte  variable  réponde  un  arc  f,  ayant,  avec 
X  etj^,  les  relations  x  =  acost,  j  ==  a  sinï.  L'argument 
du  polynôme  dépend  de  a  et  de  t,  mais  lorsque  la  va- 
riable z  aura  décrit  la  circonférence  en  entier,  le  sinus 
et  le  cosinus  de  cet  argument,  savoir 

Y  X 

et 


v/X«-+-Y»  /X»-^-Y« 

auront  repris  leurs  valeurs  initiales,  et  l'argunjent 
n'aura  pu  varier  que  d'un  multiple  de  2  7î.  Je  considère 
un  autre  cercle  de  rayon  a  -1-  A  a,  compris,  comme  le 
premier,  dans  une  couronne  circulaire  ayant  pour 
centre  l'origine  et  ne  comprenant  aucun  point  racine 
de  Téquation  /{z)==o.  Je  dis  que  la  variation  de 
l'argument  de  ce  polynôme,  relative  à  ce  nouveau 
cercle,  ne  diffère  pas  de  la  variation  relative  au  pre- 
mier.   En   effet,    soit  w(«,  t)  Tare  dont  le  cosinus  et 
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le  sinus  sont  égaux,  pouf  chaque  valeur  de  f,  à 


v/X«-hY« 
ition  considérée  le  long 

mier  cercle  esl  égale  à 


et  à    ,  La  variation  considérée  le  long  du  pre 

|/X*^Y*  ^ 


X 


"''"'«■"a 


dt 
et  le  long  du  deuxième  cercle,  à 


pt-K 


dm  {a  -+-  Aa,  ^) 


^//. 


dt 
Entre  ces  deux  variations/  la  différence  est  égale  à 

et  si  sa  valeur  numérique  est  inférieure  k  iTZy  elle  est 
rigoureusement  nulle.  Mais,  à  chaque  valeur  de  f,  ré- 
pond une  longueur  a',  comprise  entre  a  et  a  -H  Aa,  et 

telle  que  la  fonction  sous  le  signe  /  peut  être  remplacée 

t.' 
par 

Aa 


dt  da 


Y 
En  effet,  co  étant  un  des  ires  dont  la  tangente  est  =t-, 

on  trouve 

dui  _  xy;~yx; 

dt  ~~  "X»H-Y» 

En  vertu  de  nos  hypothèses,  c'est  \h  une  fonction 
de  a  qui  ne  cesse  pas  d'être  finie  lorsque  ce  paramètre 
varie  entre  les  rayons  des  deux  cercles  considérés  ;  et  il 
ea  est  de  même  de  sa  dérivée  par  rapport  à  a,  savoir 

^^  (X»-4-Y')* 
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En  outre,  Tcxpressioii  (2)  montre  que,  dans  toute 

retendue  de  la  couronne,  la  fonction   -r— v:  reste   infé- 
ra <^f 

rieure  à  un  nombre  constant  M,  et  par  conséquent  l'in- 
tégrale (1)  est  numériquement  inférieure  à 

Aa  X  M  X  'lit. 

Si  donc   Aa  est  inférieur'  ou  égal  à  ^ ,  le  théorème 

est  démontré.   Dans  le  cas  contraire,  traçons  p  cercles, 

par  exemple,  concentriques  aux  premiers,  et  dont  les 

11  Pi 

rayons  soient  ^4-^»  ^"+"1^1'  ''*'^~^M  ^^^^      ^^^" 

dition  Aa  —  ^"i  t7' 
M  -  M 

Soient  Vq  et  V  les  valeurs  de  l'intégrale  (i)  relatives 
aux  deux  cercles  donnés,  V<,  Va,  V3,  . . . ,  V^  les  va- 
leurs relatives  aux  cercles  intermédiaires.  De  l'identité 

on  déduit  V —  Vq  =  o,  puisque  chacune  des  différences 
écrites  au  second  membre  est  nulle.  Le  théorème  est 
donc  démontré. 

Il  reste  à  faire  voir  que  la  variation,  relative  à  un 
cercle  ayant  pour  centre  l'origine,  est  nulle,  si  le  rayon 
de  ce  cercle  est  plus  petit  que  le  module  de  toute  racine 
de  l'équation  y  (^)  =  o.  Or,  si  l'on  fait  x  =  o  eiy  =  o, 
l'un  au  moins  des  polynômes  X,  Y,  par  exemple  X, 
prend  une  valeur  A  dillérente  de  zéro.  Soit 

X  =  A  -+-  ax  -h  bjr  -^  cx^  -+-  dxy  -\-  cy^  -h . . . , 

et  soient  aussi  K  le  nombre  des  termes  ax^  by,  ex*,  ..., 
M  un  nombre  supérieur  au  module  de  tout  coefficient 
a^b^c^  ....  On  peut  trouver  un  nombre  a,  tel  que,  si 
les  valeurs  numériques  de  x  et  de  j^  ne  dépassent  pas  a, 
chacun  des  termes  variables  du  second  membre  deTéga- 
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H  lé  précédente  ne  dépasse  pas.  Ma  (numériquement), 

I  A  I 
et,  si  l'on  suppose  a  <;-jrjrr>  on  est  assuré  que  si  la  va- 
riable z  décrit  un  cercle  ayant  l'origine  pour  centre  et 
dont  le  rayon  est  égal  ou  inférieur  à  a,  le  polynôme  X 
ne  s*annule  jamais.  Dès  lors,  l'argument  du  polynôme 
f{z)ne  peut  varier  qu'entre  deux  multiples  consécutifs 

impairs  de '9  puisque  son  cosinus   ne  change  pas  de 

signe  ;  donc  sa  variation  totale,  étant  moindre  que  u,  est 
rigoureusement  nulle. 

Si  le  polynôme  X  était  nul  à  l'origine,  on  ferait  appel 
au  polynôme  Y  et  Ton  montrerait  que  l'argument  du 
polynôme  varie  entre  deux  multiples  consécutifs  de  'zr. 

Enfin,  si  le  rayon  du  cercle  donné  est  supérieur  à  a, 
on  lui  appliquera  le  théorème  précédent,  en  le  renfer- 
mant dans  une  couronne  limitée  d'une  part  par  le  cercle 
de  rayon  a,  et  d'autre  part,  par  un  autre  cercle  de  rayon 
supérieur  au  rayon  du  cercle  donné,  mais  inférieur  au 
module   de  toute  racine  de  réquationy(z)  =  o. 

Pour  conclure,  noua  démontrerons  qu'il  est  possible 
de  trouver  une  longueur  R  assez  grande  pour  que,  la 
variable  z  décrivant  un  cercle  de  rayon  R  ayant  l'origine 
pour  centre,  l'argument  du  polynôme  varie  d'une  quan- 
tité différente  de  zéro,  de  telle  sorte  que  ce  cercle  ren- 
ferme au  moins  un  point  racine  de  l'équation  obtenue 
en  égalant  ce  polynôme  à  zéro. 

Soit 

/(  s)  =  «0 -I- aj  ^  H- ai -s* -f- . . . -+-  a,„  5'» 

le  polynôme  donné.  Posant  45  =  -7,  nous  trouvons 

//    \  _  «0  ^'^  H-  ai  -s'^-^  -h . . . -H  am 

et,  si  la  variable  z  décrit  un  cercle  ayant  l'origine  pour 
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centre  et  R  pour  rayon,  z^  décrira,  en  sens  inverse,  un 
cercle  ayant  l'origine  pour  centre  et  pour  rayon  -^• 
Mais,  si  rç-  est  inférieur  au  module  de  toute  racine  de 
l'équation 


la  variation  de  l'argument  du  quotient  écrit  ci-dessus 
se  réduira  à  la  variation,  changée  de  signe,  de  l'argu- 
ment du  diviseur,  savoir  2m  tc. 

Il  est  inutile  de  montrer  ici  comment  l'expression  de 
cette  variation  dénote  la  présence  de  m  racines,  puisque 
la  démonstration  en  a  été  donnée  par  les  auteurs  cités 
au  début  de  cet  Article. 


SUR  UN  PROBLEME  DE  GÉOMÉTRIE; 

Par  m.  Romuald  BLAZEIEVSKI. 


Les  inconnues  Ji=  — g-^  satisfont  à  l'équation 

Rappelons-nous  l'équation 

Celte  équation  peut  être  représentée  sous  une  autre 
forme  à  l'aide  des  relations 


Vif     ^'"V-t 


=  W         r  — c(a-J-,); 
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nous  avons 

(2)    /iD- 

-5  = 

C(AD«  — 

I)'                  [D«H- 

G(A:D«- 
/CD* 

-0]^ 

i>t(AD*— I- 

~/D*) 

Lesj, 

ont  une  expression  algébrique 

yi  = 

I  /t 
a  Ml 

71  = 

Jé'   - 

à  Ms' 

» 

'i  = 

VP- 

-/r,      '*= 

:  v/y  -  /a,          /3 

=  v^- 

VP. 

"i  = 

-v5,  •  .. 

.. 

Ainsi,    si  l'on   désigne    K^=  n^u^u^,   B^Sw^/iofa, 
G  =  ^<<{^2^3»  D'=  titif^j  ou  a 

8  A*'— 4  B5»-h-2Gs—  D'=o, 

Appelons 

U  =  il  //i|  (mj  —  ///3 )  /a, 
V  =  S(/n,— /W3)/â, 

"«1 

ou  aura 

I   A=  J(\V-.DV),  B  =  -i(DU  +  V), 

JG=(D-f)w-2u,        D'=(D-f)v. 

En  effet,   les  termes  tels  que  vaj^,  v^a^iy  disparais- 
sent dans  A,  B,  G,  D'.  Prenons  par  exempIeG,  nous  avons 

de  «1  ^2  f 3  le  terme  — V^^Y3t,  mais  ifi^2"3  donne  ce 
même  terme V^?Y*  avec  le  signe  opposé;  cher- 
chons le  facteur  qui  multiplie  y/a,  dans  Mi^a/.»;  on  a 
"«  (v  ?  "^  Vï)  V^î  ^^  ^^"^  terme  dépendant  de  y/a,  dans 
r,  W2'3;ontrouve^(î-2-h  — )i/â;enfin^(^H-^)y/â 
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dans  ^1  t2ih-  Ainsi 

OU    bien     faisant    la     multiplication     et     substituant 
nii  (D  —  a),/ri2(D — i),  m3(D  —  c)  aux  symboles  a,  p, y 

m,(D  — 6)—  /W3(D  — c) 


G=  2C  —  20  -f- 


mi 


_     /j i_\       m,  —  ma  /yi^  —  ms i    /  nij       maX 

G=(wj— m.,)! -. ) /a   • 

=  (d  - 1)  2  îî^i=^ /i  -  I  2  m,  (m.- m,) /â. 

Une  grande  simplicité  dans  les  formules  apparaît  si 
Ton  pose  /D*  r=  (  A*  D-  —  i)  .r  ;  on  a 


4(AD2— I)— 8/D3        4(A:D2— i)(i  — 2^-) 
4C(AD«-i)  __  l\)-k 

D*  ~"    I  —  237 

8C(AD«— I  — /D»)  _  2(?D  — A')(i  — J-) 
D5  ~  D(i  — a.r) 

Les  équations  (i)  et  (a)  deviennent 

^      ^  D  \  —  1*X  D  (1  —  237) 

Aa;     /^u      3-       -     ^(j_^^  ^       fl?(/D-A:)D«' 

D'après  (3)  nous  avons 

^(W-DV)  =  -i(DU+V), 

(/D_A-)(W— DV)  _  (/D-A:)\V-2l? 
/(i  — 20?)  -  / 

a(/D_A-)(i-x)  ^^_  j^^    ^  (/D-X:)V 

/  I)  (  1  —  2  a-  )  / 


(3')^ 
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Séparant  la  solution  /D  —  A"  =  o  qui  exige  des  valeurs 
spéciales  pour  les  données  du  problème,  nous  aurons 

(/D  _X:)DV—  >^(/D  — A-)\V-  2(1  — 2a7)lî  =0, 
(3  -4J^)DVr^  2(1  — x)VV. 

Mais  les  rapports  égaux  donnent 

DV       _       W      _    DV^aW  _        D«U 

ti(^i  — a?)  "  '5  —  ^x  ""  2(3  j-  — 2)  "~  'j.{Sx  —  a) 

Ainsi,  comme  les  équations  (4)  sont  homogènes,  on 
leur  satisfera,  substituant  aux  U,  V,  Wles  valeurs  pro- 
portionnelles 

D.(/D_X-)[3-4.-lnA££^iZ^].4(3x-«) 

ou  bien 

(5)  D*(/D  — A';ri  —  2ar)— 2{3a7  — 2)  =  o, 

par  la  transformation  à  Taide  de  lD^  =  {kD'^  —  1)0:, 

(i  — 2a:)[(A:D«— ï)ar--X:D«]— 2(3ar  — 2)=o, 
(x  —  j)(2a:  —  i)A:D*=  207*—  7-^  -fr-  4> 
2  27» —  7  a? -h  4 


(6)  A-D*= 


(x  —  i)(2.r  —  1)' 


(  (/D  -  ^)(i-2x)-î^!— /^^  =2^(3:r-2), 
(  (/D  — A:)(2r*— 7a:4-4)=aA:(2— 3ar); 

enûn,  séparant  le  terme  en  D, 

(7)  (2a?«— 7a:H-4)/D  =  4ar(3  — 4^)^:. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  l'élimination  de 
rinconnue  D.  Evidemment,  les  équations  contenant  k 
et  /  ne  satisfont  pas  à  la  question  générale,  car  Â:,  l  peu- 
vent varier  séparément  de  h.  L'équation  Qnalc  sera,  au 
plus,  du  degré  six  en  x. 
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Éliminant   kD^  et  D  au  moyeu  de   (6),  (7),  uous 
aurons 

/  hk ._  . 

(8)  )  ^(2^*-7-^-^4) 

1        _  Sa:  —  a  2        aCiir  — O* 

[  '237(1 JC)(2a7 —  l)  X  x{^%  —  3a7) 

En  effet,  un  calcul  un  peu  laborieux,  mais  facile,  donne 
celle  formule.  En  chassant  les  dénominateurs,  on  a  suc- 
cessivement 

hk 


l  (237* — 737  -h  4) 

_(3a7— 2)2(2— 3a7)~(2H-5r)2(i—a7)(2a7—i)(2—3.r)-h2^(i—.r)(2T—i)^ 
2rc(i  —  a7)(2  —  a?)(2a7  — i)(2  —  3^7)  ' 

Téquation  sera  au  plus  du  degré  six. 

Ainsi,  en  adjoignant  \q^  solutions  singulières,  résul- 
tant des  équations  (6)  et  (7), 

/>(2.r2—  707^-4)3=  A-3a7«(4^  — 3)*(a7—  i)(2.r  — I) 
et  la  solution 

nous  avons  la  certitude  que,  procédant  d'une  manière 
ordinaire  à  la  recherche  de  Téquation  en  D,  nous  aurions 
une  équation  du,  douzième  degré. 
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•ÉMONSTRATION  ALGÉBRIQUE  VM  THBORfiMB  RELATIF 
A  L INTERSECTION  DE  DEIIX  COURBES; 

Par  m.  E.  AMIGUES. 


Si  un  même  point  est  d'ordre  p  dans  une  courbe 
d'ordre  m  et  d'ordre  q  dans  une  autre  courbe 
d^ ordre  n,  ces  deux  courbes  se  coupent  au  plus  en 
(mn  —  pq)  autres  points. 

Prenons  ce  point  pour  origine.  Les  équations  des 
deux  courbes  sont 

^m(T,y)  -+■  ?m-i(^,r>  -^  •  --^?p(^yy)  =  o» 

Posons 

A  chaque  solution  (x,  y)  correspond  une  solution 
(x,  t),  et  à  chaque  solution  {x,  t)  correspond  une  solu- 
tion (or,  j). 

Étudions  donc  les  solutions  (x,  «),  qui  sont  données 
par  les  équations 

Supprimons  les  solutions  composées  d'un  x  nul  et 
d'un  t  arbitraire,  qui  donneraient  un  r  nul  et  par  suite 
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l'orîgîne.  Les  équations  deviennent 

a^"*-'' ?/«(!,  0  -+-  T'n-p-i^^_^(u  /)  -4-.  .  .-h  Çp(l,  O  =  O, 

Il  n'y  a  plus  qu'à  compter  les  solutions  de  ce  système. 
Pour  cela  nous   allons  éliminer  x  et   prouver  que 
l'équation  en  t  est  au  plus  de  degré  mn  — pq. 
Représentons  les  équations  comme  il  suit  : 

Le  résultant  est  de  la  forme 

Lma]a^blb^^ 
avec  la  condition 

Xi -h  fxy -+- V A:  -f-  p /  =  (m — p){n  —  q)y 

ai  est  un  polynôme  en  t  qui  est  au  plus  de  degré  m  —  i 
et  a\  est  au  plus  de  degré  X(m  —  i).  De  même  b\  est  au 
plus  de  degré  v(/z  —  A). 

Donc  le  résultant  est  un  polynôme  en  t  de  degré  au 
plus  égal  a 

X(m  — 0-^  H(/»— y)-h  v(/i  — A-)  H-  p(/i  —  /), 

c'est-à-dire  à 

m(k  -f-  îx)  -h  /i(v  -+-  p)  —  (m  — />)(n  —  ^)  ; 

mais  on  a  aussi,  par  les  propriétés  du  résultant^ 

X  -f-  [jlI  n  —  ç', 
V  -I-  p  ^/n — p. 

Donc  le  degré  du  résultant  est  au  plus 

m{n  —  q)-^n(m—p)-^{m—p){n~q), 

c'est-à-dire 

mil  — pq. 
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^IM.  Laisant  el  Lemoifte  ont  eu  l'idée  de  mellrc  en  rapport  scientifique  les 
nlliéniatieiens,  au  moyen  d'un  organe  international  dont  le  titre,  l'Ixtku- 
[»iAiRE  DKs  MATHKMATiciKNs,   indique   ffi  but.  Ce  recueil  mensuel  n'aduit^t 


1.31.  ai  vasL^  iiini iiiuMuiiL  iidc  nui  ucii  cuiiiidit  t/Uiiipieiemeni  même  une  des 
blanches  et  qu'une  question  de  détail  peut  arrêter  lonslemps  un  savant  de 
premier  ordre,  si  te  détail  sort  du  cadre  de  ses  éludes  ordinaires,  tandis 
«ju'elle  ne  servait  qu'un  jeu  pour  un  autre. 

Celte  publication  répond  évidemment  à  un  besoin,  car,  dès  que  les  rédac- 
l<Mirs  se  sont  occupés  d'obtenir  dans  leurs  relations  les  questions  qui  fornie- 
raicnl  les  premiers  numéros,  et  de  les  communiquer  autour  d  eux,  pour  avoir 
fjucff/ue.s  rt'/wn.ses  dès  l'orij^ine,  ils  ont  trouvé  un  accueil  qui  a  dépassé  leur-* 
l'^péraiices  les  plus  optimistes;  la  li>Lc  des  corrcspondauls  ciTeclifs  du  journal, 
li>lc  déjà  loii;;ue,  comprend  les  ikhus  de  membres  de  l'Institut,  el  dun 
:;i.ind  nombre  de  t^éométres  connus,  m«'Iés  a  br.uicoup  d'autres  moins  en  vue. 
<\»r  le  but  et  rcsscnce  même  de  V Intermédiaire  des  niathcmaticicns  est 
d  être  utile  à  tous  ceuu:  f/td  culti\'ent  la  Mathématique.  L'idée  était  si  nou- 
>tlle  que  les  rédacteurs  de  V Intermédiaire  n'ont  dû  viser  que  des  débuts 
tics  modestes,  puisque  le  prix  annuel  de  raboniiement  n'est  que  de  5  francs 
pnur  Paris,  b  francs   pour  la   province  el  les  fiavs  de   ILnion  postale. 

()ll     OeilL    ;irlre(;«<n'    r«^<    <lll<><«t  i(tM«  <^t    ririinri)  nnir^Ml  i/M)>:    t^..;»     .*>    \f      T^:.^'...*      .«:.. 


Ou   peut  adresser  les  (jue^tious  et  communications  srnt  à  M.  Laisant,  if>  , 
avenue  \  iclor-llugo,  soit  à  M.  Lemoine,  j,  rue  Litlré,  soit  chez  les  éditeurs. 
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FORMULES  DE  LA  STATIOUE  VW  CORPS  SOLIDE, 
EN  AXES  OBLIOtlES; 

Par  m.  Etienne  POMEY, 
Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


Je  me  propose,  dans  celte  ]Note  d*établîr  les  princi- 
pales formules  de  la  statique  d'un  corps  solide  inva- 
riable, par  rapport  à  des  axes  Ox,  Oy,  Oz  faisant  entre 
eux  les  angles  yOz  =  X,  zOx  =  |x,  xOy  =  v. 

I.   —  MoMEIfT    d'uK    vecteur. 

Je  me  propose  de  calculer  les  composantes  A,  B,  C 
suivant  les  axes  du  moment Gd'un  vecteur  ÂF  par  rap- 
port à  l'origine,  les  coordonnées  du  point  A  étant  x^y^  r, 
les  composantes  de  A  F  suivant  les  axes  étant  X,  Y,  Z. 

Première  méthode,  —  Soient  Â|,  B|,  d  les  projec- 
tions orthogonales  de  G  sur  les  axes.  Puisque  G  est  la 
somme  géométrique  de  A,  B,  C,  en  projetant  orthogona- 
lement  sur  les  axes,  on  a 

I       A      H- Bcosv -h  Ccos|Ji  =  At, 

(i)  <  Acosv  ■+■      B      -!-GcosX  =Bi, 

(  AcosfU-BcosX -h       C      =Cj. 

Or,  A|,  B|.  C<  sont  les  moments  de  AF  par  rapport  aux 
axes.  Je  vais  calculer  C|,  en  considérant  le  trièdre  des 
coordonnées  comme  direct,  et  en  regardant  C|  comme 
positif  ou  négatif,  selon  que  le  trièdre  O.  \¥z  est  direct 
Ann,  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  XIV.  (Novembre  i8<j5.)       3l 
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ou  inverse.  Cela  étant,  on  sait  que,  sî  l'on  prend  sur  Or 
un  segment  positif  OP  égal  à  l'unité,  la  valeur  algé- 
brique de  C|  est  le  sextuple  du  volume  du  tétraèdre 
O.  AFP,  ce  volume  étant  lui-même  regardé  comme  po- 
sitif ou  négatif,  selon  que  le  trièdre  O.  AFP  est  direct 
ou  inverse. 

Or,  en  appelant  Vie  volume  d'un  tétraèdreMi  M  aMjMj, 
considéré  comme  positif  ou  négatif  selon  que  le  trièdre 
M<.  MaMsM*  est  direct  ou  inverse,  Xi^yi^Zi  les  coor- 
données du  sommet  M|,  co  le  sinus  du  trièdre  Oa:j"  2, 

on  a 

^1    y\    -1    I 

Xi      J'i       Zi       I 

^3     r-i    -sj     I 
^4    J'k     -*     I 


\  = 


\/«. 


En    appliquant   celte  formule   au    tétraèdre   OAFP, 
on  a 

o  001 

X  y  Cl 

X  -h\  y  -h  ^    5-+-Z     I 

o  011 


Ci: 


/a 


ou 


M 


C^Ca-Y-jX)/^. 


Posons,  conformément  à  Tusage, 
(i)     L=^'Z  — iîY,         M=:-5X  — :rZ,         N=:rV  —  KX. 

On  en  déduit 
(4 )  Al  =  L  vA^,        B,  =  M  /w.        Cl  =  \  v^. 

Portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (1)  et  résolvant 
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celles-ci  par  rapport  à  A,  B,  C,  on  a  finalement 

L     cosv     cosji 
M        I        cos  X 

A  = 


O) 


1 

L 

COS|Jl 

cosv 

M 

rosX 

r(»s  ;ji 

N 

1 

V^oj 

1         cosv 

L 

cosv          1 

M 

cos  jji     ro«i  X 

N 

B  = 


C=  ^^ 


livniarque.  —  Ayant  A,  B,  C,  il  est  facile  d'obtenir  G 
et  ses  angles  «^  ^,  y  avec  les  axes.  En  effet,  en  inulti- 
pl îan  t  géométriqneinentG  par  la  relation  G  =  A  -h  B  -|-  C, 
on  a 

(6)  G»  =  A  G  -h  S  G  -h  C  G  =  AA,  -h  BBi^-  CC,. 

En  éliminant  A,  B,C  entre  les  équations (i)  et  Téqua- 
lion  (6)  et  tenant  compte  des  équations  (4).  on  a 

I  cosv        COSJJL       L 

cosv         I        cosX     M 

cosji     cosX        I         IN 

I.  M  N       o 


(7) 


Gï  = 


On  peut  observer  que  cette  valeur  deG^  peut  s'écrire 

(8)  G*= /L-4-mM-hn!N, 

en  appelant  /,  m,  n  les  numérateurs  des  valeurs  de  A ,  B,  C. 
Enfin  on  a  a,  3,  y  par  les  formules 

G  ros  a  =       A       -h  B  cos  v  -h  C  cos  \x, 
r  (j  )  '  u  cos  p  =  A  ros  V  -f-       B       -h  G  cos  X, 

B  cos  X  4-  C. 


/G. 

\   G  roîi  Y  =  A  ('<»'î  ;ji 
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Deuxième  méthode*  —  Pour  obtenir  d,  on  peut 

prendre  le  trîèdre  Ox^yxZ^  supplémentaire  du  trièdre 

Oryz^  et  projeter  parallèlement  à  O^  sur  le  planOa^ij^i 

le  double  du  triangle  O  A  F,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

le  double  du  triangle  Oo/*  obtenu  en  projetant  OAF 

sur  le  plan  xOj  parallèlement  à  Oz.  Or,  les  points  a 

et  f  ayant  pour  coordonnées  x,y  et  or-hX,  ^-h  Y, 

on  a 

•2  surf.  Oa/=  {xX  —  j^X)sin  v 

et  par  suite 

Ci  =  (arY— ^X)siiivcos(0^,  O^,). 

Mais  on  sait  que  les  angles  «f,  y,  ^  d'une  direction 
avec  les  axes  satisfont  à  Téquation 

I  COSV       C05  |X      cosç 

cosv         I        cosX      cos^ 
COSfl     cosX  I         cos4/ 

coscp    cosy^    cos4'        i 

Eu  appliquant  cette  formule  à  la  direction  Ozi,  pour 
laquelle  on  a  ç  =  5^  =  —,  on  a 


1  COS  V              cos  ji                         o 

cosv  I               cos  X                      o 

cosfx  cosX                 I  cos  (0-5, 0^1  ) 

o  o  cos(0^,0«i)               I 


d'où 

et,  par  suite, 


sin  V  cos(Os,  O-81)  =  ±^cj, 
G,  =:ih(arY— ^X).  v^w. 


=  o: 


Or,  si  Von  suppose  AF  parallèle  à  Oy  dans  le  sens 
positif,  A  étant  sur  Ox,  y  est  nul,  x  aiy  sont  positifs, 
et  Cl  est  positif.  Il  faut  donc  prendre  au  second  membre 
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le  signe  +.  On  retombe  ainsi  sur  la  formule  (2)  et  par 
suite  sur  tous  les  résultats  de  la  première  méthode. 

Troisième  méthode,  —  Sur  la  demi-droite  Oxi,  per- 
pendiculaire au  plan^Oz  du  même  côté  que  Ox  pre- 
nons un  vecteur  OH  égal  à  H  et  multiplions  géométri- 
quement par  H  la  relation 

G  =  X  -h  B  -4-  C, 
on  obtient 

G.  H  =  (Â  -H  B  +  C)  ïî  =  Â ïï  =  A  H  cos  (0:r,  Ox,  ), 

puisque  H  est  perpendiculaire  à  B  et  C.  Or,  on  a 

(10)  GH  =  GHcos(G,  H),         G  =  2SurfOAF, 

ou,  puisque  OG  est  perpendiculaire  à  O  AF  et  que  par 
suite,  Hcos  (G,  H)  est  la  hauteur  h  du  tétraèdre  ayant 
pour  base  O  AF  et  pour  sommet  H, 

GH  =  2surf.0AF.  A=6vol.OAFH, 
d'où,  en  appelant  a,  6,  c  les  coordonnées  de  H, 


('i) 


X  y  z 

GH  =  —     x-hX    y-^Y    -5-hZ 
abc 
=  —  {ah  -h  6M  H-  cN)  /w. 


^a>  =  — 


X  y  z 
X  Y  Z 
abc 


y/w 


Or,  la  relation  a  -h  i  -H  c  =  H  donne,  par  projection 
orthogonale  sur  les  trois  axes, 

Ia  -h  6  cosv  -h  c  cos|x  =  H  €os(Oa?,  Oa?,), 
a  cosv  -H  6  -4-  c  cos  X  =  o, 
acosjx-+-  b  cosX  -h  c  =  o. 

En  éliminant  a,  A,  c,  G,  H  entre  les  relations  (10), 
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(i  i),  (12)  on  obiieiit  la  première  des  formules  (5).  Ou 
retrouve  donc  eucore  les  résultats  obtenus  ci-dessus. 

Quatrième  méthode,  —  Le  vecteur  OG,  moment  du 
vecteur  AF,  est  perpendiculaire  «  OA  et  AF;  il  a  pour 
longueur  le  double  de  la  surface  du  triangle  OAF,  enGa 
le  trièdre  O.  AFG  est  direct.  Les  trois  premières  con- 
ditions s'expriment  par 

G.ÔÂ==o,        G.ÂF  =  o,        G  =  OA.AFsin(OA,  AF), 

la  dernière  pouvant  être  remplacée  par 

g'=:ÔA     .Â?'-(ÔÂ.ÂF)«. 

Or  on  a  les  équations  géométriques 

G  =  Â-4-B-t-G,         OX  =  x-hy-i-l,         ÂF  =  X-HY-hZ. 
Les  trois  équations  précédentes  deviennent  donc 

I  (Â4-B-hG)(ÏH-3^.-*-i)=:0, 

(i3)  !        (Â-4-B  +  G)(X-4-Y  +  Z)=o, 

Pour  abréger  les  écritures,  je  pose 

(u  =jp  -^j^  cosv  -h  z  cos  ;jL,       U  =  X  H-  Y  cos  v  h-  Z  ro«  jji, 
^.^^         i^  =37  cosv -H ^ -4- .5  cos X,        V=  X  COSV-T-Y'  H- Z  cosX, 
\  {v  =  x  cos  [X  -h  y  cos  X  -f-  ;î,     W  =  X  cos  u  -h  Y  cos X  -i-  Z. 

Alors,  en  observant  que  l'on  a 

{x  -^y  -if-  z){\-h\  -+-  Z) 

=  U  :r  -f-  \y  -h  W  <3  =  a  X  -H  (;  Y  -h  »v  X, 

les  équations  (i3)  peuvent  s'écrire 

/  Am  -h  Bp  -t-  G(i^  =  o,         AU  -+-  BV  -f-  GW  =  o, 

\  — (  U./'  -^  V  r  -r-  \\z){u£.  -f-  pY  -+-  wZ). 
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Eli  posant,  conforuiément  a  des  notations  déjn  ein^ 
ployées  dans  la  première  métliode, 

(i6)       /  =  i'\V  — wV,        m  =  wU  — a\V,       rt=«V  — i^U, 
(17)      L  =  j^Z— 4?Y,  M  =  ^Z— xZ,         N=a:Y-^X, 

les  équations  (i5)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

(19)  G«=/L-hmM-hnN. 

Or,  si  Ton  pose  encore 

<T(a?, ^,  5)  =  x^-{-y^ -^  ^•-*-  lyz  cosX  -H  2-s.tcos|i-i-  2jy  cosv 
et  e  =itz  I,  on  déduit  des  équations  (18) 


,      ,                   A        B        G         ^  /ff(A,B,C) 
(20)  --  =  —  =  —  =sâ/  -— . 

Mais  on  a 
(ai)  (j(A,  B,  C)  =  (A-hB-4-C)'=G« 

et 

a( ly  m,  n)=  l{l  -h  m  co8 v  -h  /i  cos iji) 

-h  m  (  /  cos  V  H-  w  -h  /»  cos  X  ) 
-^  n(l  cos  [jt  -4-  m  cos X  +  «  ), 

ou,  d'après  le»  formules  (16), 

ff(/,  m,  n) 

/h- /ncosv  4-/1  cosfjL     /cosv -h/n -h  ncosX     /cosfA-f-mcosX -+- /i 

U  V  w 

ou  encore,  d'après  les  formules  (i4)? 

a(/,/n,/i) 

/ -hmcosv-+-/i  cosjji  /cosv-f-//n-n  cosX  /  cos  |i -t- /;i  cos  X -f- /i 

j?-»-^  cosv -+-/1  cosfx  2?  cos  V -h  j^  4- 3  cos  X  jr  cos  jx -h  j' cos  X -h -8 

X-f- YcoS7-+-Zcns;i  \  cosv-hV-f-ZcosX  X  cos  |ji -h  Y  cos  X -h  Z 


Digitized  by 


Google 


(  456) 


c'est-à-dirè 

a(/.  m,  n)  - 


l     m    n 

X     y     z 


I  COSV  COSfX 
COSV  I  cosX 
cosfi  cosX    I 


X     Y     z 

ou  enfin,  d'après  les  formules  (17)  et  (19), 
22)  ff(/,  »i,  /i)=  G*w. 

Alors,  d'après  (21)  et  (22),  les  relations  (20)  de- 
viennent 


(23) 


A  =e 


y/o) 


B  =  e 


ytH 


yû} 


Enfin,  le  trièdre  O.  AFG  devant  être  direct,  le  déter- 
minant des  coordonnées  des  points  A,  F,  G  doit  être 
positif.  Or  ce  déterminant  est 


X  jr  z 

a7-+-X    J^H-Y     z-^-Z 

A  C  G 

ou,  d'après  les  équations  (23)  et  (19),  -=- 

On  a  donc  e  =4-  i,  et  finalement  les  formules  (23) 
se  réduisent  aux  formules  (5),  comme  dans  les  méthodes 
précédentes. 

Cinquième  méthode.  —  En  appelant  (a,  p,  y), 
(a',  P',  y),  (a'',  jS'^,  y")  1^5  cosinus  directeurs  de  Ox,  O^, 
O^  relativement  à  trois  axes  rectangulaires  Ox',  Ojr'y 
O  z'  de  même  origine,  les  formules  pour  passer  du  système 
Ox'j'z'  au  système  Oxyz  sont 


(^4) 


a?'=  %x'  -\'  7! y  -^  %' z'y 
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avec  les  conditions 

(25) 


•t  — 


I» 


(26) 


a'a-h  P'pH- y'ï  =  cosfi, 


D'après  les  formule  (a4),  les  composantes  A',  B',  C 
de  G  suivant  Oar',  O j^',  Oz'  sont  liées  à  A,  B,  C  par  les 
formules 

A'=aAH-a'BH-a'G, 
B'=pA-+-p'B-f-P'C, 
G'=yA-hy'Bh-/C. 
On  en  tire 


(27) 


Ax 


a  a'  a" 
P  P'  P' 
Y     Y'     / 


A'  a'  a' 
B'  p'  p' 
G'    Y'    Y' 


Or,  d'après  les  formules  (26)  et  (26),  on  voit  qu'on  a 
(28) 


a  a  a 
P  P'  P" 
Y     y'     y' 


I  COSV       C0S|1 

COSV  I  cosX 

cosfJL     cosX         I 


D'autre  part,  dans  le  système  rectangulaire  Ox^y  z', 
on  a 

A'  =  yZ'—z'\\       B'  =  VX'— ar'Z',        G'=  ar'Y'— yX'. 
11  en  résulte,  d'après  les  formules  (a4)  appliquées  à  x'^ 


A'  = 


par-Hp>+P's     pX-hp'Y+p'Z 
^x-^-^'y -^Yz     yXh-y'Y-hy'Z 
B'  =  ...,        G'  =  ... 
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OU 

(  A'  =  (PY-Y'P')L-^(V?'-p7')W-h(pY'--TP')^i 

(29)         B'  =  (Y'a'-a'Y')L-f-(aY*-Ya')M+(Ya'-aY')N, 

(  G'=(a'?'— p'a')LH-(^a'-a3')MH-(ap'— px')N. 

Donc,  eu  vertu  de  (a8)  et  (ig),  la  formule  (27),  or- 
donnée par  rapport  à  L,  M,  S  devient,  en  posant  £  =  lii  i , 

A£/w=l[(?'y'-y'P')'h-(ï'*'— *'y')'-^-(»'?'— P'«')M 

H-(a'?'-?'a')(pa'-aP'J 

+  N[0'Y'-Y'?')Oï'-ï?')-^(r«'-«'T")(»Y'-Y»') 
^(a'p'-P'«')(ap'-pa')]. 

Le  eoeiilcient  de  L  est  sin^  A.  Le  coeiTicient  de  IVI  peut 
s  écrire 

(a'a'-f-P'p'-hYY)(«'«+?'P-+-Y'Y) 
_(aa'+Pp'H-YY')(«''+r  +  r»), 

c'est-à-dire,  d*après  les  équations  (aS)  et  (a6), 

COSX  COSfl    -  COSV. 

Le  coefficient  de  N  est  de  même 

COSV  COsX  — COSjl. 

On  en  conclut  finalement,  après  avoir  déterminé  t 
par  un  cas  particulier, 

A  /a>  =  /,         B  \/uj  =  m,        G  /tii  =  /i, 

comme  précédemment. 

IL   —  Réductio:^  dks  forces. 

On  sait  qu'un  système  queIcon(|ue  de  forces  F*  appli- 
quées en  des  points  M/  d'un  corps  solide  peut  toujours 
être  remplacé  par  une  résultante  de  translation  R  ap- 
pliquée en  un  point  arbitraire  O  du  solide  et  par  un 
couple  G.  Nous  prenons  le  point  O  pour  origine  des 
axes  Ojr,  O j ,  O^,  dont  les  angles  sont  X,  [x,  v^  nous 
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supposons  M/  donné  par  ses  coordonnées  x/,  ^/,  Zi  et  F/ 
donnée  par  ses  composantes  X/,  Y/,  Z,  suivant  les  axes. 

Résultante  de  translation,  —  Soient  X,  Y,  Z  ses 
composantes  suivant  les  axes.  On  sait  qu^on  a 

11  en  résulte,  en  projetant  sur  chaque  axe  parallèle- 
ment au  plan  des  deux  autres,  les  relations 
(3o)  X  =  2:X/,         Y  =  2Y/,         Z  =  ZZ^ 

Axe  ij  du  couple  résultant,  —  Soient  A,  B,  G  ses 
composantes  suivant  les  axes.  Si  Ton  appelle  G/  l'axe 
du  couple  résultant  du  transport  de  F/  en  O,  on.  sait 
qu'on  a 

G  =  G7  +  Gi -h . . .  +  G^ -H . . . . 

D'autre  part,  on  sait  que  l'axe  G/  est  le  moment  de  F\- 
par  rapport  à  O  ;  donc,  en  appelant  A/,  B/,  G/  ses  compo- 
santes suivant  les  axes,  et  projetant  la  relation  j)récé- 
dente  sur  chaque  axe  parallèlement  au  plan  des  deux 
autres,  on  a 
(3i)  A  =  ïA/,        B  =  2Bo        C  =  SG/. 

Je  pose 


li  = 


niir=i 


L,=  L, 


L/  cosv 

COSjJt 

M/ 

J 

cosX 

N/  cosX 

I 

I 

u 

COSJJl 

cosv 

M. 

cosX 

COSJX 

N/ 

I 

I 

cosv  L/ 

cosv 

I 

M, 

COSîJl 

COS 

A  ^,• 

v.M, 

=  .M 

V 

.N,=.  \. 
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Alors,  d'après  les  formules  (5)  appliquées  aux  forces 
F  if  les  formules  (3i)  deviennent 


(3a) 


L     cosv 

cosX 

A/(i)  = 

M 

I 

cosX 

N     cosX 

I 

1 

L 

COSfJt 

B/w  = 

cosv 

M 

cosX 

COSfl 

N 

I 

I 

cosv     L 

0/0)  = 

cosv 

I 

M 

COS(Jl 

cos 

X     N 

Conditions  d'équilibre,  —  On  sait  que  les  conditions 
d'équilibre  sont  R  =  o,  G  =  o.  Ces  conditions  exigent 
qu'on  ait 

X  =  o,        Y  =  o,        Z  =  G,  A  =  o,        B  =  o,        C  =  G. 

Les  trois  premières  s'écrivent,  en  fonction  des  don- 
nées, 

SX/=G,        2Y/=o,        ZZi=o. 

Les  trois  dernières  qui,  d'après  les  formules  (3a), 

s'écrivent 

L     cosv     cosfJL 

M        I      .  cosX     =  o, 
N     cosX       I 


I  L    cosfi 

cosv  M    cosX 

cos  \i  N        I 

1  cosv  L 
cosv         I       M 

cos[L  cosX     N 


=  0, 


=  0, 


sont  des  équations  linéaires  et  homogènes  en  L,  M,  N 
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dont  le  délerminant  étant  l'adjoint  de  o)  est  diiTërent  de 
zéro,  comme  égal  à  o)^.  Ces  équations  se  réduisent  donc  à 

L  =  o,        M  =  o,        N  =  o. 

Conditions  de  réductibilité  à  un  couple.  —  On  sait 
qu'il  faut  et  il  suffit  que  R  soit  nul,  G  ne  l'étant  pas,  ce 
qui  donne  les  conditions 

X  =  o,        Y  =  o,        Z  =  a,        L«-+-M*-+-N*>o. 

Conditions  de  réductibilité  à  une  force  unique,  — 
On  sait  qu'il  faut  et  il  suffit  que  R  soit  difTéreiit  de  zéro 
et  que  G  soit  perpendiculaire  à  R.  Ces  conditions  re* 
viennent  à 

(33)  X«+Y«-+-Z«>o      et      RG  =  o. 

Or,  les  équations  géométriques 

ÏÏ  =  X-t-Y-+-Z,        G  =  Â-+-B-f-G 
donnent 

RG  =  (A-+-B-hG)X-f-(A-+-B-i-G)Y-+-(Â-hB-hG)Z 
=  (A-t-  BcosvH-  G  cosjjL)X-f-(Acosv-H  B  4-  CcosX)Y 

-4-(Acos{i-i-  BcosA-hC)Z 

ou,  d'après  les  formules  (3a), 
RG  = -i=(L(oX -H  M  toY -t- N(oZ)  =  (  LX -h  MY -4- NZ) vAIJ. 

La  condition  RG  ==  o  revient  donc  à 

(34)  LX-hMY-*-NZ  =  o. 

Enfin,  en  supposant  remplies  les  conditions  précé- 
dentes (33)   et    (34)>   il  reste    à  déterminer  la  force 
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unique  F  équlvalcnlc  au  syslème.  En  appelant  jr,  >',  z 
les  coordonnées  de  son  point  d'application,  X',  Y',  YJ 
ses  composantes  suivant  les  axes.  A',  B',  C  les  compo- 
santes de  Taxe  du  couple  résultant  du  transport  de  cette 
force  à  l'origine,  on  a 

X'=X,        Y'=Y,        Z'  =  Z, 
A'=A,        B'=B,        G'=G. 

Ce  sont  les  équations  d'équilibre  du  système  donné 
et  de  la  force  égale  et  directement  opposée  ù  F.  Donc, 
en  posant 

les  équations  précédentes  se  réduisent,  d'après  le  para* 
graphe  relatif  aux  conditions  d'équilibre,  aux  suivantes  : 

X'=\,         Y=Y,         Z'=Z, 

L'=L,        M'=:M,        N'=N. 

Les  trois  premières  donnent  les  composantes  de  la 

force  F  suivant  les  axes.  En  portant  les  valeurs  de  ces 

composantes  dans  les  trois  dernières  équations,  celles-ci 

deviennent 

y7.~z\  =L, 

^X— j-Z  =  M, 

Elles  sont  compatibles  en  x^  y^  z^  à  cause  de  la  rela- 
tion (34)  qui  est  supposée  satisfaite,  et  elles  donnent  le 
point  d'application  de  F,  ou,  mieux  encore,  elles 
|)euvent  être  regardées  comme  représentant  la  droite 
suivant  laquelle  agit  F. 
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SUR  LES  PODAIRES  SICCESSIVES  DUNE  COURBE  ('); 

Par  m.  E.-N.  BARISIEN. 


Les  formules  dé  m  outrées  k  l'Article  précité  permet- 
tent de  résoudre  très  simplement  la  question  suivante, 
(ju'il  ne  serait  pas  aisé  de  trouver  directement  : 

^ire  de  la  podaire  de  la  seconde  déi'eloppée  de  la 
ff^tème  podaire  d'une  courbe.  —  En  conservant  le»  no- 
tations de  r Article  précédent,  soit  toujours 

l'équation  de  la  courbe  fondamentale. 

Si  Y  est  le  centre  de  courbure  relatif  à  M,  on  a 
Mv  =  Ro.  Menons  par  y  une  parallèle  à  la  tangente  MP| 
et  abaissons  sur  cette  parallèle  une  perpendiculaire 
issue  de  O  qui  la  rencontre  en  I.  La  droite  ly  étant  nor- 
male à  la  développée  de  la  courbe  fondamentale»  il  est 
bien  évident  que  le  point  I  appartient  à  la  podaire  de  la 
seconde  développée  de  cette  courbe  relativement  à  O. 

Soient  donc  p  et  w  les  coordonnées  polaires  du 
point  L  On  a 

01  =  p  =  Ro—  /'ï  =  -XT— 


et 

d'où,  en  diderentiant  par  rapport  à  0, 


(«)  Note  romplémenlaire  à  rarliclc  de  im^mc  lilre  paru  en  mar» 
1390,  p.  89. 
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La  difierentielle  ^  de  Taire  de  la  courbe  en  question 
est  donc 


dB  " 

I     j  dtù 
2^    dQ 

Or, 

on  a  trouvé 

ri^^r'^—rr' 

-          ri 

-t-r'« 

Par 

conséquent^ 

\ 

dZ       I 

(r'* 

-f-rV)» 

Cette  fonction  sera  intégrable  lorsque  /*  sera  une  fonc- 
tion ration nellcy  soit  de  6,  soit  des  lignes  trigonoiné- 
triques  de  6.  Il  en  sera  ainsi  lorsque  la  courbe  fonda- 
mentale sera  une  courbe  unicursale. 

La  formule  (i)  sera  plus  facile  à  calculer  en  l'écri- 
vant sous  la  forme 


^6 
car  on  a 


_,       r  dV       r'^—rr^ 


Soit  maintenant  I|  le  point  analogue  à  I,  situé  sur 
la  podaîre  de  la  seconde  développée  de  la  première  po- 
daire.  Si  pi  et  (i)|  sont  les  coordonnées  de  I|,  on  a 

Pi  =  Ri  — /-î, 
36o'— oj,  =i8o*— e,, 

et  de  même  pour  le  point  Im  de  coordonnées  p^  et  (i)»,, 
situé  sur  la  podaire  de  la  seconde  développée  de  la 
^ièoie  podaire, 

pm  =  ^m  —  On+I  » 
36o"—  iû„,  =  180" —  0,„+.i. 
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Diaprés   les  relations  (5),  (6)  et  (i  i)  de   rAriîcle 
précité,  et  remarquant  que 

on   a,  pour  la  diOerentielIe  de  Taire  de  cette  courbe 

c'est-à-dire,  toutes  réductions  faites, 

^£;n  _  1  /'*'^  [  r'*  -h  ra  r'  -H  mr'*  ( r'<  —  rr^)]« 

Pour  m  =  o,  on  retombe  bien  sur  la  formule  (i). 
D'ailleurs,  cette  formule  est  tout  à  fait  générale,  car 
en  changeant  m  en  — m,  on  a  : 

jJire  de  la  podaîre  de  la  seconde  développée  de  la 
ffiième  antî-podaîre. 

rfe     ""  a  r*"»  [r>-hr'*  — (m  — i)(r'*— rr')j' 

APPLICATIONS. 

I.  La  courbe  fondamentale  est  la  cardioïde  :  le  point  O 
est  au  point  de  rebroussement  du  la  cardioïde. 
L'équation  polaire  de  la  cardioïde  étant 

r  =  a(i-}-  cosO), 
on  trouve 

r^^r'^  =  2aHi  ^-  cosO  ),  ^,^^;,   =  -  • 

On  a  alors 

rfS  =  y  cos»  -  /^2  -  3  cos*  -  y 
>tww.  rfc  .\fathémat.,  3-  série,  t.  XIV.  (Novembre  iSgS.)      32 
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OU,  en  posant  0  =  acp,  on  a,  pour  Taîre  totale  2, 

4/    cos»9^/o  —  iol  f     cos^cprfoH-g/     c.os^odo  j  , 


Or, 


Donc 


1  cos>  ç  rf©  =  - 
./o  '        4 

0  ^      '         ib 

Jf  cos*  o  rfop  =  -— 
0  -^3-2 


2  =  ^^^' 


3r 


24 

II.  La  courbe  fondamentale  est  l'ellipse  :  le  point  O 
est  en  son  centre. 

L'équation  polaire  de  rdlipse  est 


r«== 


a*sin«ô-f-  6*cos«6 


en 

déduit 

/• 

(a«sin»e-hè*cos«e) 

r   " 

c*sinôcos0 

rt4-r'>  = 

a»  A» (  a*  sin*  e  -h  6*  cos» 6 

(à«sin*eH-ô«cos*e)»     ' 

c>(a*  sin*0  —  ^*co5»6 

a*sin«e-f-6*cos«e     ' 

r'î— r/^  a«6« 


Par  conséquent 
rfS       (a»sin«0  — A*cos«e) 


d^ 


r    a»sin«e-f-6»cos«e a«6«  1^ 
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En  tenaul  compte  de  ridenlité 

a*  sin«8  -H  6*  cos*e  =  (a«-4-  6«)  («»  sin«e  •+■  b^  cos»e  )  —  û»ô«, 

on  obtient,  pour  l'aîre  totale  S, 


1  Vo    a»sin»e-i-6*cos«0 

f      : ._ZL __ 

J,    (a*sin«ô-h6«cos»e)î 
■*"^       ,(    (aïsin'0H-6«cosîe)3 

^ ,^  r»  (a^sin«eH-^>»cos«e)rfe 

"^"^       J^      (a*siii»0-h^*cos*e)» 

En  posant  tangO  ==  £,  on  obtient,  par  la  décomposi- 
tion des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples,  la 
valeur  des  intégrales  du  second  membre  de  I 

n rfo jt__ 

J     a«  sin*Ô  -f-  b^  cos*6  ~  'xab^ 


« 


» d^  _  7r(a»-f-6») 


,/ç    (a«sin*ô-+-6«cos«0;«  ~ 


4a»^» 


/'(atsin»ef  6»cos«e)»  =  F^b:  ^^^^"^  ^^^"^  ^^'^')- 

X      (a*sin«Ô-i-6*cos>e)ï     ""       4  a*  6* 
On  trouve  alors,  toutes  réductions  faites^  pour  Taire  S 


ou 


2  = 


3tcc*         7r(a'-4-6') 

^^-s^ — 


8a6 
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D'où  il  résulte  la  relation  remarquable  suivante  : 

L'aire  de  la  podaire  du  centre  de  la  seconde  déue^ 
loppée  de  l^ ellipse  estêquivaleuteà  la  somme  des  aires 
de  la  première  développée  et  de  la  podaire  du  centre 
de  cette  première  développée  (*  ). 

III.  La  courbe  fondamentale  est  la  développante  de 
cercle  dont  les  coordonnées  sont  en  fonction  de  Tangle 
de  déroulement  cp 

X  =  R(cosflp  -hçsin<p), 
^  =  R  (sin  ©  -H  çcosq). 

Le  point  O  est  au  centre  du  cercle. 

Il  est  bien  évident  que,  dans  le  cas  actuel,  Taire  S  est 
nulle. 

Proposons-nous  de  calculer  Taire  2|,  c'est-à-dire 
Vaire  de  la  podaire  de  la  seconde  développée  de  la 
première  podaire  de  la  développante  du  cercle. 

Nous  n'avons  pas  Téquatiou  de  la  développante  en 
coordonnées  polaires,  sous  une  forme  commode.  On 
peut  néanmoins  appliquer  les  formules  générales.  En 
effet,  on  a 

(4)  /•»=R»  (!-+-?«), 

,,^  ^       sin  «  —  çcos© 

(5>  lange  = î 3—. — i-. 

coso-r©sinç 

En  difléren liant  Téqualion  (5),  ou  trouve 


(*)  Ce  théorème  est  un  cas  particulier  d'une  propriété  que  je 
crois  plus  générale  et  que  j'ai  posée  sous  le  n"  225  dans  V Intermé- 
diaire des  Mathématiciens,  t.  I,  page  117. 
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La  difTérentialion  de  (4)  donne 


ou 


rdr  -=.  R*  (p  </cp 

3e' 


r;.'=R«^^, 


et  d'après  (6) 
Donc 


^^,_R»(i-^y») 


langV  =  p  =  «p, 

V  =  arc  tangf 
et 

dS  •_  r*^  —  rr^  __  __2 ^  __  _L 

On  a  encore 

ïp  r* -+-  r'*        iH-  çp* 

La  difl'érentielle  de  l'aire  S|  est 

d^  _  \_         r«         [  r'^  -f-  r»  y-*  -h  r^«  (  r'«  —  r/^  )]« 

Au  moyeu  de  Tidenlité 
on  obtient  facilement 

(VLx    _  dty    rfQ 

rfç    ~~  d^  df 


rfSt 


a(ç*-Hi )*(©'-!-  a) 


£/Si  _  R»  \         I  I  I 


^çp  2    ((çpl^-i^ï  (p*-|-I  ^«-1-2 

Si  cp  varie  de  o  à  Too,  on  obtient  pour  Taire  totale  S| 
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Texpression 

s.  =  ^(/5-.). 

IV.  La  courbe  fondamentale  esl  la  spiiale  logarith- 
mique 

r  =  ae"^  ; 

le  poînl  O  est  au  pôle  de  la  spirale. 

Ou  sait  que  les  podaires  successives  d'une  spirale  lo- 
garithmique, par  rapport  à  son  pôle,  sont  des  spirales 
logarithmiques  :  les  développées  successives  sont  aussi 
des  spirales  logarithmiques.  Il  en  résulte  que  les 
courbes  S,  S|,  ...,  S^  sont  également  des  spirales  loga- 
rithmiques. 

On  a 

r«-f-r'«=(i-+-/i»)a«<5*'»^ 
de  sorte  que 

rfe     ~   -2(1 -H  71*) 

et,  en  intégrant  entre  les  limites  8  =  — oo  et  6  =  o,  on 
trouve  une  aire  finie 

On  obtient  facilement  Téquation  de  la  courbe  S,  en 
remarquant  que 


r 


tangV=-7  =  ->  Ro=  av^i-+-/i*e'*^,  ri=--==- 

r         n  ^  i^  fit 

Or, 

p  =  Ro  — /•,  =  a  v/n-/i*c'»^ y 

i8o°-h  0  =  tt), 
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de  sorte  que  l'équation  polaire  de  la  courbe  S  est 

C'est  bien  une  spirale  logarithmique. 

y.  La  courbe  fondamentale  est  la  spirale  d'Archi- 
mède 

le  point  O  est  au  pôle  de  la  spirale. 

On  trouve  alors  pour  la  différentielle  de  l'aire  S 


2(e*-h2)(e»-M)î 


C^est  la  même  expression  que  celle  de  d^^  dans 
l'exemple  (III)»  relatif  à  la  développante  de  cercle.  On 
a  donc,  en  intégrant  de  o  à  Toc, 

Cette  identité  de  Taire  S  actuelle  et  de  l'aire  S|  de 
l'exemple  III  provient  de  ce  que  la  podaiie  de  la  déve^ 
loppante  de  cercle  par  rapport  au  centre  du  cercle  est 
une  spirale  d^Archimède. 


SUR  LE  CENTRE  DE   COURBURE  DES  PODAIRES. 

Au  sujet  de  la  Lettre  de  M.  Maurice  d'Ocagne  (*); 
Par  m.  E.-N.  BARISIEN. 


Par  une  coïncidence  heureuse,  en  même  temps  que 
la  lettre  de  M.  d'Ocagne,  le  numéro  de  mars  iSgS  des 

(*)  JVouveiles  Annales,  p.  m;  mars  1896. 
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Nouvelles  Annales  publiai^  (p.  89)  un  Arlide  sur  les 
podaires  successives  d'une  courbe.  La  formule  que  j'ai 
donnée  k  la  page  98, 

R  - 

ar  — HoSinV 

permet  de  trouver  sur  la  figure  de  M.  d'Ocagne  (p.  112) 

la  longueur  de  Pto  et  montre  que  cette  longueur  est  Ri . 

Conservons  la  notation  de  Farticle  précité  et  posons 

OQu>  =  (p,        Q0y  =  4'. 
On  a 

PN  =  OM  =  r,        6mN=^PN  =  V  — 90%        My  =  Ro- 

On  a,  dans  le  triangle  PQu), 

sin^  ""  sin(©-i-V — 90*)* 
Or,  PO  =  -r— n;  donc 


sinV(tangç  sin  V  —  cosV) 

11  reste  à  exprimer  tang».  Or,  dans  le  triangle  OQK, 
on  a 

sin^p  _  sin(<p-i-<^) 
^^^  OK  ~         OQ        " 

Mais 

0K=:  ^  =  -v^r*-+-Rî  — a/RosiiiV, 

rcosjV^ 

sinV 
OIV  — /.cosV 


"'6T 

Ny 

~  Ro- 

—  /'sm  V 

sin<|/ 

= 

—  / 

'cosV 

//•«+R5- 

-  '2/* Ho  sin 

V 

rnQtL 

Ro- 

r  si  n  V 

v'/'î-t-  r;  — 2/  Ho  Mil  V 
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De  (2),  on  tire 

OKsintl; 

En  y  substituant  les  valeurs  précédentes,  on  obtient 

,_.  —  rsinVcosV 

(^>  '^"-^  =  r(iH-cos«V)-RosinV' 

valeur  qui,  portée  dans  (i),  donne 

—  r* 


ir  —  Rn  sinV 


Donc,  P(i)  ==  R|.  Le  point  o)  défini  par  M.  d'Ocagne 
est  bien  le  centre  de  courbure  de  la  podaire  correspon- 
dant au  point  P.  J'arrive  ainsi  à  une  démonstration 
analytique  du  théorème  de  M.  d'Ocagne. 

Il  serait  d'ailleurs  intéressant,  d'après  le  desideratum 
exprimé  par  M.  d'Ocagne,  de  trouver  une  démonstration 
géométrique  directe  de  cette  propriété. 


sua  LE  PROBLEME  DE  LIKTEaPOLATlOX  DANS  LES  SUITES 
RÉGURREKTES; 

Par  m.  Ed.  iMAILLET, 
Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Ce  problème  a  été  défini  ainsi  qu'il  suit  par  M.  M. 
d'Ocagne  (*): 

Dans  chacun  des  interv^alles  laissés  entre  les  termes 


(•  )  Joui-nal de  l'École  Polytechnique,  p.  igS;  189^.  A  l'endroit  cité, 
M.  d*Ocagne  indique  pour  la  solution  de  ce  problème  une  méthode 
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consécutif  S  d' une  suite  récurrente  du  p^^*^^  ordre*  inter- 
caler h  —  I  termes  de  façon  que  la  nouvelle  suite 
ainsi  obtenue  soit  elle-^méme  récurrente  du  p^^^^  ordre. 

Une  telle  interpolation  est  dite  une  interpolation 
d'indice  h —  i . 

Nous  cherchons  ici  à  résoudre  ce  problème  en  trai- 
tant le  problème  inverse  :  à  quelles  lois  sont  soumises 
les  suites  obtenues  S  en  prenant  dans  une  suite  récur- 
rente S  les  termes  de  /r  en  A:  à  partir  d'un  terme  arbi- 
trairement choisi. 

Nous  supposerons  toujours  la  loi  d'ordre  ^  de  la 
suite  S  irréductible. 

I.  —  V équation  génératrice  irréductible  de  la  suite  S 
a  ses  racines  distinctes. 

Soient  Xn  le  terme  général  de  la  suite  S, 

(i)  ^«+p=  Aiar^H-p-i-h.  ..-4- Apa^rt, 

la  loi  réductible  de  cette  suite, 

(2)  Çp  =  A,5''-«-H...-t-Ap 

son  équation  génératrice  correspondante,   de  racines 
distinctes  X|,  ^29  •  •  •)  ^/»)  et  ^é  o. 
Soit 

(3)  yo.   ^1,    ...,   ys,    ys+u    ... 

la  suite  obtenue  en  prenant  dans  la  suite  (1)  les  termes 
de  Ar  en  A:  à  partir  d'un  terme  quelconque  arbitraire- 


générale  fondée  sur  l'emploi  des  suites  fondamentales  et  développe 
complètement  cette  solution  dans  le  cas  des  suites  du  second  ordre. 
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ment  choisi  ;  on  aura  (  *  ) 


(4) 


-apXj, 
■apX«■^^ 


ys^p  =  ar^H-;,*  =  a,  X'^''*  +  «»  X?^"*  ■+-...-*-«/, XJ^A»*. 


Ceci   posé,   nous  remarquerons    que,    puisque   \^ 

Xa,   ...^\p    sont    distincts,    Téquation    (2)    pourra 

s'écrire 

I       I      ...       I 


^) 


S.   X, 


X? 


=  0, 


d'après  les  propriétés  connues  des  déterminants  de  Van- 
dermoude,  eu  sorte  que  (i)  s'écrira 


Xa  1 

a"/n-i      Xi 

Xn-k-p      Xf 


X? 


Or,  on  arrive  immédiatement  à  ces  formules  en  con- 
sidérant les  formules  analogues  à  (4)  qui  donnent  Xyi, 
J^/i+i»  •  •  •>  ocn+p*  Dès  lors,  un  procédé  analogue  nous 
donùera  la  loi  à  laquelle  satisfait  la  suite  (3). 

Supposons  que  parmi  les  puissances  X*,  X*,  . . . ,  X*  il 
y  en  ait 


(7) 


{'1    égales  à  Xf,    que  l'on  peut  désigner  parXf,  X'j*,  . . 
{'s    égales  à  Xf ,  »  X{,  X',*,  . . 


(  ip^  égales  à  X*^,  » 

)*,  X*,  . .  .  ,)v*^  étant  distinctes  et  l'i  +  I2  -h  .  .  .  4-  ^pt  =  P 


(')  D'après  les  formules  connues  de  Lagrange. 
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Ceci  revient  à  dire  que  le  rapport  de  deux  racines 
de  (2)  est  ou  non  une  racine  A:**"*"  de  l'unité  suivant  que 
toutes  deux  sont  ou  ne  sont  pas  contenues  dans  une 
même  ligne  de  (7). 

Les  relations  (4)  donneront 


.  .  .)H-(«|X|  H-«i  X|*  H- •  •  .)H- •  •  • 


-i^P.K-^<^';r 


l^,^.;,,  =  (a,Xî-t-aiX;«- 


.)X/;.*-h(a,Xî-+-a;X;'»-i-...)M'* 


Pt   Pi 


•)^?^ 


d' 


ou 


(9) 


ys-^Pi 


n 


Xç.*- 


I 

X* 


Xç.* 


^.^ 


quel  que  soit  5;  la  loi  de  récurrence  (9)  est  donc  une 
loi  à  laquelle  satisfait  la  suite  (3);  elle  est  la  même 
pour  les  A^  suites  distinctes  analogues  à  (3)  que  l'on 
obtient  à  Taide  de  (1).  Je  dis  que  c'est  la  plus  petite  loi 
commune  à  ces  k  suites. 

Indiquons  d'abord  comment  on  pourra  trouver  la  plus 
petite  loi  commune  à  k  suites  récurrentes  quelconques: 
soient  ©<  (Ç)  =  o,  62  (Ç)  =  o,  . . . ,  Oa  (5)  =  o  les  équa- 
tions génératrices  irréductibles  de  ces  k  suites,  ®  (S)  le 
plus  petit  commun  multiple  des  polynômes  8|($), 
82  ($),  ••.,  6a  (5)»  Les  k  suites  satisfont  (*)  à  la  loi 
d'équation  génératrice  ©  (Ç)  =  o.  Réciproquement,  si 
les  k  suites  satisfont  à  une  loi  d'équation  génératrice 


(')  Voir  d'Ocagnc,  loc.  cit.,  p.  i8f,  et  une  Note  parue  dans  les 
Nouvelles  Annales;  1895. 
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H(Ç)  =  o,  H  ($)  est  divisible  par  0,  ($),6,($), ...,6*(Ç), 
et  en  conséquence  par  0(i).  On  peut  donc  dire  que  la 
loi  d*équation  génératrice  8(i)=:o  est  la  plus  petite 
loi  commune  aux  k  suites. 

Or,  les  A*  suites  (3)  satisfont  à  la  loi  (9)  d'équation 
génératrice 

I        I       ...       1 

î     xt    ...    x^-, 


(10) 


Ç/^t    Xç.*    ...     XP;* 


=  0, 


dont  les  racines  sont  X*,  \\y  . . . ,  î^*^.  Si  la  loi  (9)  n'est 
pas  la  plus  petite  loi  commune  aux  A^  suites,  ces  der- 
nières satisferont  à  une  loi  d'ordre  plus  petit  dont  le 
polynôme  générateur  aura  au  moins  un  facteur  de 
moins,  (Ç  —  V[)  par  exemple,  que  le  polynôme  généra- 
teur (10).  On  en  conclut  facilement  en  exprimant 
d'après  les  formules  de  Lagrange^,,  j^^i,  . . .,  en  fonc- 
tion des  racines  de  Téquation  génératrice  irréductible 
de  la  suite  (3)  et  égalant  aux  expressions  (8),  que  le 
coeflScient  de  )^j,  . . . ,  XÇ'*  dans  ces  dernières  expres- 
sions est  nul,  et  cela  quelle  que  soit  celle  des  A  suites  (3) 
considérée.  En  les  prenant  successivement,  on  en 
déduira 

a,  -h  a'i  H- . . .  =  o, 
ai  Xi  H-  a'j  X'i  -I- . . .  =  o, 


('•) 


aiXf-«-ha',X'*-»-h...=  o. 


Ces  relations  ont  lieu  entre  les  i^  racines  dont  les 
puissances  A**"**'  appartiennent  à  la  première  ligne 
de  (7).  On  a  d'ailleurs  l'i  ^  A,  puisque  ces  i|  racines  sont 
distinctes  et  que  leur  rapport  à  Tune  d'entre  elles  arbi- 
trairement choisie  doit  être  une  racine  A^^°®  de  l'uni  lé 
distincte  pour  chacune  d'elles.  Les  relations  (1 1)  donne- 
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raient  alors  ou  at  =  a\=  • ,  ,=  o^  et  la  suite  (i)  serait 
d'ordre  p  réductible  contrairement  à  Thypothèse,  ou 


I  1       . . 

Al  )/,         .  . 

Aj  A, 

ce  qui  n*a  pas  lieu,  puisque  Xf,  V,,  ...  sont  distinctes. 
On  voit  donc  qu'en  su])posant  l'existence  d'une  loi 
commune  aux  h  suites  (3)  plus  petite  que  la  loi  (9),  on 
est  conduit  à  un  résultat  absurde.  Dès  lors  : 

La  loi  (9),  d'équation  génératrice  (10)  est  la  plus 
petite  loi  commune  aux  k  suites  (3). 

Les  relations  (8)  montrent  que  la  condition  nécessaire 
et  su  rn  s  an  te  pour  que  la  loi  (9)  soit  irréductible  pour 
une  des  suites  S  est  quejes  coefficients  de  X*,  X*,  ...,  X* 
dans  ^,^1  soient  tous  différents  de  zéro.  Or  la  loi  (i) 
étant  irréductible,  et  a^ ,  a^^  •  -  •  >  ^z»  différents  de  zéro, 
cette  condition  aura  toujours  lieu  en  particulier  pour 
chacune  des  A*  suites  si  X*,  Xj,  . . .,  X*,  c'est-à-dire  les 
puissances  A'^»"  des  racines  de  (  a),  son t  toutes  distinctes, 
ou  si  le  rapport  de  deux  des  racines  de  (2)  ne  peut  èti*e 
une  racine  A'*"®  de  l'unité;  donc  : 

Si  Von  ne  peut  trouver  deux  racines  de  l'équation 
génératrice  irréductible  (2)  de  la  suite  (i)  dont  lerafh- 
port  soit  une  racine  A"'^*"*  de  l'unité,  les  k  suites  (3)  sa- 
tisferont  simultanément  à  la  loi  irréductible  (9). 

Remarque  /.  —  On  doit  noter  l'intervention  dans  ce 
qui  précède  de  l'équation  aux  puissances  /r*^"»*»  des  ra- 
cines d^une  équation. 

D*abord  l'équation  (10)  n'est  autre  que  l'équation 
ayant  pour  racines  les  puissances  A'^"**  distinctes  des 
racines  de  (2)  ou  (5):  mais  on  obtient  de  la  manière 
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suivante  Téquation  ayant  pour  racines  les  h  puissances 
À**"**»,  distinctes  ou  non,  des  racines  de  (2) ou  (5);  con- 
sidérant les  relations 


\   Xn-^pk=  A.ia?«^-;,X_|-+-.  .  .-»"  KpXn-^i^k-\)py 

remplaçant  x„,  Xn^k-i  -m  ^/'4-/»*  P^^  JK*?  ^j+<  ^  •  •  •  OV/» 
et  éliminant  les  autres  quantités  x/,  nous  obtiendrons, 
sous  forme  d'un  déterminant  égalé  k  zéro,  une  relation 
de  récurrence  entre ^,,  Js^\y  •  •  •  ^Js^p^  dont  Téquation 
génératrice  est  précisément  Téquation  cherchée.  La 
chose  est  évidente  dans  le  cas  où  V[^  X^',  . . .,  X^  sont 
distincts  ;  on  en  conclut  facilement  qu'elle  a  lieu  encore, 
par  raison  de  continuité,  quand  certaines  de  ses  quan- 
tités sont  égales. 

Remarque  II,  —  Ce  qui  précède  donne  un  moyen  de 
simplifier  l'étude  de  certaines  suites  récurrentes  :  sup- 
posons que  Téquation  génératrice  irréductible  d'une 
suite,  de  racines  distinctes,  en  possède  deux  X|,  A^,  par 
exemple,  telles  que  \  =  Xar,  r  étant  une  racine  A*^"'*  de 
Funité.  On  a  X*  =  X*,  et  dès  lors  les  k  suites  récurrentes 
formées  en  partant  de  chacun  des  termes  Xo^  0:4,  .  • ., 
Xk-t  et  prenant  les  termes  de  la  suite  proposée  de  k 
en  ki  satisfont  à  une  loi  commune  d'ordre  plus  petit 
que  celui  de  la  proposée. 

En  particulier,  si  les  rapports  de  toutes  les  racines 
à  X|  sont  des  racines  de  l'unité,  ces  dernières  satisferont 
à  une  même  relation  r* — 1  =  0,  k  étant  convenable- 
ment choisi,  et  la  suite  proposée  se  décomposera  en  k 
suites  d'équation  génératrice  Ç  —  X*=o,  c'est-à-dire 
en  k  progressions  géométriques. 
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II.  —  V équation  génératrice  irréductible  de  la  suite  S 
a  des  racines  égales. 

Les  raisonnements  étanl  semblables  à  ceux  du  para- 
graphe précédent,  nous  pourrons  abréger. 

Conservons  les  notations  des  formules  (i),  (2),  (3), 
et  soient  X{,  X2,  .  . .,  "kp'  les  racines  distinctes  de  (2), 
Po  p2)  •  •  •)  Pp'  leurs  degrés  de  multiplicité  respectifs. 
On  aura  (  *  ) 


(i3) 


où/i  (ti),  . . . ,  fp'{n)  sont  des  polynômes  entiers  en  n 
de  degi-és  respectifs  p7%  pâ*?  •  •  •?  P^*»  Dans  ces  poly- 
nômes les  coefficients  des  puissances  les  plus  élevées 
de  n  sont  -^  o,  puisque  la  loi  d^équation  génératrice  (a) 
est  irréductible  (d'ordre  /;  =  p,  -H  pa  4- . .  .  4-  P/>). 

Supposons  que,  parmi  les  puissances  \\^  ).*,  . . . ,  A*, 
il  y  en  ait 

/  il  égales  à  Xf ,  que  l'on  peut  désigner  par  Xf ,  X',*,  . . . , 

('4)  j*,      »     xf,  »  p  xî,  x;^..., 

X*,  A*, ...,  A*,  étant  distinctes  et  U  -f-  l'a  +---.-H  Vi^/^'* 
Parmi  les  quantités  X/,  X^,  . . .  dont  les  puissances  Ar>«°*" 
appartiennent  à  une  même  ligne  de  (14)9  considérons 
celle  dont  Tordre  de  multiplicité  dans  (a)  est  le  plus 
grand,  et  supposons  par  exemple  que  ce  soit  X/. 

Je  dis  que  les  k  suites  S  analogues  à  (i3)  satisferont  a 

(*)  D'aprt's  les  formules  connues  de  La«;range. 
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la  loi  d*équalion  génératrice 

(i5)  ($-Xf)P.(5-M)P-..(Ç-^*'.y'"«  =  o 

et  que  cette  loi  sera  la  plus  petite  loi  commune  à  ces  k 
suites. 

Vérifions  d^abord  le  premier  point. 

Les  équations  (i3)  pourront  s'écrire 

,  j^,  =  :r«  =  [Xï/,(/i)-+-X'«/i('^)-H...]-f-... 


n  étant  un  nombre  entier  arbitrairement  choisi,  mais 
donné,  et  y  un  entier  quelconque. 

En  désignant  par  cp<  (;),  cpaC/),  . .  • ,  ^f,  (/)  des  poly- 
nômes entiers  en  y  de  degrés  respectifs  au  plus  égaux  à 
Pi  — I,  pa —  I,  ...,  Pp'^  —  I,  (i3)  devient,  d'après  (16), 

Xs=       ®l(o)      -H...-h9p;(0), 

(17) 

ys^j  =  M''  ?t  (y  )  ^- . . .  +  K\  ?/>;  (y  )> 


ce  qui  montre  immédiatement  que  la  suhti  )s,  fs^a  •  •  - 
satisfait  (•)  à  la  loi  d'équation  génératrice  (i5)^  il  en 


(')  On  verrait  de  la  même  maaièrc  que   la   suite  Xj/^(/i),  ..., 
Vr^/.in-i-k),  ...,  X?^>*/,(/n-yA),  ...satisfaite  la  loi  d'équa- 
Ann.  de  Mathémat.,  3'série,  t.  XIV.  (Novembre  1895.)         33 
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est  donc  de  même  des  A*,  suites  S,  puisque  (i  5  )  ue  dépend 
pas  de  n. 

Vérifions  le  second  point  : 

Si  une  des  suites  (17)  satisfait  à  une  loi  d'équation 
génératrice  ayant  son  degré  inférieur  à  celui  de  (i5), 
elle  satisfera  à  une  loi  dont  Téquation  génératrice  sera, 
par  exemple,  de  la  forme 

<E>(Ç)  n* admettant  pas  le  facteur  (Ç  —  X*),  le  coef- 
ficient de  la  puissance  pi  —  1  de  j  dans  ©i  (y)  devra  être 
nul.  Si  /!«,  a',,  ...  désignent  les  /,  coefficients  de  7/Pi~* 
dans  les  ij  polynômes  fx  (/i),  J[{n)^  . . .  faisant  partie 
de  la  première  parenthèse  du  dernier  membre  des  ex- 
pressions (i()),  un  au  moins,  a^,  de  ces  coefficients  est 
^  o,  puisque  la  loi  (i)  est  irréductible  pour  la  suite  S, 
et  il  faudra 

et  si  la  loi  d'équation  génératrice  (i5)  n'est  pas  la  plus 
petite  loi  commune  aux  h  suites  S,  on  eu  conclura  en- 
core h  relalions  de  la  forme  (11)  que  Ton  reconnaîtra 
être  impossibles.  Donc 

La  loi  (V équation  génératrice  (i  S)  est  la  plus  petite 
loi  commune  aux  k  suites  (3). 

De  même,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  la  loi  d'équation  génératrice  (i5)  soit  irréductible 
pour  une  des  suites  S  est  que  les  coefficients  des  puis- 


tion  génératrice  (C   -  a,)?»,  ce  qui  donne  l'identité 

/,('»4-yA-)-...+(-î)«c*///i-+-[y-  a]Â-]-+.... 

-^(-0?'/,(«4-[/-pJA)=o, 
/,  étant  un  polynôme  quelconque  de  degré  ^P,  -  i. 
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sauces  p«--i,  po — i,    ...,  p^; — i  de  j  dans  les  poly- 
nômes Çi(7),  'f>(/)i     •  .^  ^p'(j)  respeclivement  soient 

Cela  aura  lieu  eu  particulier  si,  parmi  les  racines  X/ 
V^,  ...  dont  les  puissances  /r**^»*'®*  font  partie  d'une  même 
ligne  de  (i4)i  î'  n'y  en  a  qu'une  dont  le  degré  de  mul- 
tiplicité dans  (2)  soit  p/,  quel  que  soil  /. 

Si,  parmi  les  racines  de  Téquation  génératrice  irréduc- 
tible (2)  delà  suite  (1),  dont  le  rapport  à  Tune  d'elles 
est  une  racine  A'*'™*  de  l'unité,  il  n'y  on  a  pas  deux  qui 
possèdent  un  ordre  de  multiplicité  égal  et  maximum 
parmi  ceux  de  ces  mêmes  racines,  les  k  suites  (3)  satis- 
font simultanément  à  la  loi  irréductible  d'équation  géné- 
ratrice (i5). 

Ceci  est  applicable  en  particulier  aux  suites  S  d'équa- 
tion génératrice  irréductible  (Ç  —  \i)P=o. 

Remarque  I.  —  On  doit  noter  encore  Tinterventiou 
de  l'équation  aux  puissances  A'^'"'^^  des  racines  de  {•?.), 

Remarque  IL  —  Ce  qui  précède  permet  encore  de 
simplifier  l'étude  de  certaines  suites  récurrentes  :  il  suf- 
fit que  l'éqpation  génératrice  irréductible  d'une  suite  S 
possède  deux  racines  X^,  X2  dont  le  rapport  soit  une  ra- 
cine A*^"^  de  l'unité  pour  que  les  termes  de  S  pris  de  A' 
en  k  forment  k  suites  satisfaisant  à  une  loi  commune 
d'ordre  plus  petit  que  celui  de  S. 

En  particulier,  si  les  rapports  de  toutes  les  racines  à 
X,  sont  des  racines  de  l'unité,  on  peut  trouver  A-  de  façon 
à  décomposer  S  en  A  suites  S  satisfaisant  à  une  même 
équation  génératrice 

(18)  ($_Xî)P.=  o, 

A,  étant  la  racine  d'Drdre  de  multiplicité  maximum  dans 
l'équation  génératrice  irréductible  de  S.   Si  cette  der- 
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iiîcre  ne  possède  pas  une  racine  y^\\  et  d'ordre  de  mul- 
tiplicilé  égal  à  pi,  l'équalion  génératrice  (i8)  est  irré- 
ductible pour  les  A^  suites  S. 

Quand  pi  =  2  et  quand  toutes  les  racines  de  {jx)  sont 
des  racines  de  Tunité,  on  voit  qu'on  peut  trouver  h  tel 
que  les  A^  suites  (3)  ou  (i3)  soient  des  progressions 
arithmétiques  ou  géométriques;  on  obtiendra  exclusive- 
ment ainsi  des  progressions  arithmétiques  si  en  même 
temps  l'équation  (2)  n'a  qu'une  racine  double. 

Si  en  particulier  la  suite  (1)  est  du  deuxième  ordre, 
son  équation  génératrice  sera  d'une  des  deux  formes 
(5  — >m)(5  -\)  =  o  avec  Xi^Xa,  ou  (Ç  — )n)^=o. 
Dans  le  premier  cas,  (10)  devient  (Ç  —  ^f)(5  —  M)  ^^  ^ 
si  X*  ^  XJ  ou  (Ç  —  X*)  =  o  si  X*  —  X2  ;  dans  ledeuxième, 
(i5)  devient  (Ç  —  X*^*=  o  et  est  irréductible  pour  les  h 
suites  (3).  Pour  X)  =  i,  on  retrouve  alors  un  théorème 
de  M.  d'Ocagne  (  *  )  : 

Si,  dans  une  suite  récurrente  du  deuxième  ordre, 
les  termes  pris  de  k  en  h  à  partir  d' un  certain  terme 
forment  une  progression  ^arithmétique ,  il  en  est  de 
même  à  partir  d'un  terme  quelconque, 

A  titre  de  vérification  de  ce  qui  précède,  nous  citerons 
non  seulement  le  Mémoire  de  M.  d'Ocagne,  mais  encore 
une  Note  de  M.  Appell  (2)  sur  les  fractions  continues 
périodiques  :  si  A"  est  le  nombre  des  quotients  de  la  pé- 
riode, les  numérateurs  et  les  déuominateurs  des  réduites 
forment  respectivement  une  suite  récurrente  dont 
l'équation  génératrice  irréductible  a  2A  racines  qui  sont 
le  produit  de  deux  d'entre  elles  convenablement  choisies 


(')  Mémoire  déjà  cité,  p.  199. 

(»)  Archiv   der  Math,   and   Phys.,    1878,   t.   LXII,   p.  i83.    Voir 
aussi  Je  Mémoire  précité,  p.   h 7. 
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par  les  k  racines  de  l'équation  £*  — 1  =  0.  Cliacuue  de 
ces  deux  suites  pourra  donc  se  décomposer  en  k  suites 
récurrentes  du  deuxième  ordre,  ce  qui  résulte  d'ailleurs 
immédiatement  de  la  forme  spéciale  de  lequation  géné- 
ratrice. 

III.   —  Le  problème  de  V interpolation 
dans  les  suites  récurrentes. 

C'est  le  problème  inverse  de  celui  que  nous  venons 
de  résoudre  :  il  s'agit  de  trouver  toutes  les  suites  (i) 
qui  peuvent  conduire  à  une  même  suite  (3). 

Soit  q  Tordre  de  la  loi  irréductible  de  (3);  Tordre/? 
de  la  loi  irréductible  de  (i)  sera  ^^. 

Si  Ton  veut  que  p  ==  ^,  il  su65ra  d'identifier  l'équa- 
tion irréductible  E©  de  (3),  suivant  qu'elle  aura  ou  non 
des  racines  égales,  avec  (i5)  ou  (10)  :  l'équation  irré- 
ductible E  de  (i)  aura  pour  racines  les  racines  /r'^«»««  des 
racines  de  l'équation  irréductible  de  (3)  avec  les  mêmes 
ordres  de  multiplicité  respectifs. 

Si  Ton  veut  que  Eq  soit  la  plus  petite  équation  géné- 
ratrice commune  aux  k  suites  analogues  à  (3)  que  Ton 
pourra  déduire  de  (i),  E  aura  encore  toutes  ses  racines 
distinctes  ou  non  en  même  temps  que  Eq,  et  ces  racines 
seront  encore  des  racines  /r^^™"  de  celles  de  Eq.  En 
mettant  Eq  sous  la  forme  (1 5)  ou  (10)  et  tenant  compte 
des  conditions  (i 4)  ou  (7),  on  déterminera  facilement 
les  équations  génératrices  (  2  )  d'ordre  p  admissibles  : 
d'après  (i4)  ou  (7)  il  faudra  évidemment  p^tjk. 

Dans  le  cas  général,  on  remarquera  que  le  polynôme 
générateur  irréductible  de  (3)  est  un  diviseur  du  pre- 
mier membre  de  (i 5)  ou  (10).  Il  suffira  donc  de  multi- 
plier ce  polynôme  par  un  polynôme  quelconque  et  de 
considérer  le  produit  KJ,  comme  le  plus  petit  polynôme 
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générateur  cointiiuu  aux  A^  suites  analogues  à  (3)  que 
Ton  pourra  déduire  de  (i),  de  l'identifier  avec  (i5)  ou 
(lo),  puis  d'en  déduire  (i)  et  (2)  comme  précédem- 
ment, en  tenant  compte  de  ce  que  E©  et  E  sont  irréduc- 
tibles. 

Nous  nous  contenterons  simplement  d'indiquer  la 
solution  dans  le  cas  où  E  doit  n'avoir  que  des  racines 
distinctes,  ce  qui  exige  que  Eo  n'ait  que  des  racines 
distinctes. 

Soient  [Xf,  [X2,  .  .  •,  [x^  les  racines  de  Eq^  [^7+<)  •  ■  •» 
^q  les  autres  racines  de  E'^.  D'après  (7)  et  (8) on  devra 
avoir,  à  cause  de  la  relation 

y,^t  =  ôt  KÎ  -î-  62  fij  -h . . .  -•-  6^  fx'^  -f-  o .  fx^+ ,  -h . . .  -h  o ,  jx^ , 
quel  que  soit  «,  s  étant  donné, 


(iS) 


o  =  aq'  Xî^.-+-  ag'  "kfj'  -h 

Dans  ces  formules  on  aura  ^'  =  /)|,  i,  p^  o,  ••., 
iy  ^  o,  rt,  ^  o,  a,  =  o,  ...;...;  aç'  ^  o,  a^^,  7^  o,  .  • , , 
et  de  plus 

X,,  'k\,  ...  ;  ...  ;  Xç',  îy,  .  .  . ,  étant  distinctes. 

On  pourra  toujours  satisfaire  a  toutes  ces  conditions 
pourvu  toutefois  que  dans  chacune  des  q' —  q  dernières 
équations  (18)  on  ait  au  moins  deux  racines  "k/. 
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IV.   —  Des  suites  autointet potables. 

Nous  ne  considérerons  cotnniu  suites  autoînterpola- 
bles  que  les  suites  analogues  à  (3)  d*équation  généra- 
trice irréductible  Eq  telles  qu'après  interpolation  la 
suite  (i)  obtenue  ait  aussi  pour  équation  génératrice, 
évidemment  irréductible  d'après  ce  qui  précède,  Eq. 

1°  Eo  n'a  que  des  racines  distinctes,  —  On  identi- 
fiera Eo  avec  (5)et(io)àla  fois.  Les  puissances  k^^"^^* 
des  racines  de  Eo  seront  les  racines  de  Eo  prises  dans 
un  ordre  di fièrent  ou  non 

Aj  =  A/j,  Aj  =  A/j,  •  •  •>  Ap  =  A|^. 

Ou  en  conclut  que  toutes  les  racines  de  Eo  satisfont 
à  une  même  relation 

et  que  )v|,  X2,  . .  . ,  X^  sont  des  racines  de  Punilé.  Il  en 
résulte  facilement,  d'après  les  formules  de  Lagrange, 

(|uel  <[ue  soit  n,  La  suite  récurrente  proposée  ne  renfer- 
mera, à  proprement  parler,  que  A"' —  i  termes  distincts 
au  plus. 

2"  Eo  a  des  racines  multiples,  —  On  identifiera 
encore  Eo  avec  (2)  et  (i5).  Les  puissances  A'"'"*''  des 
racines  de  Eo  qui  sont  d'ordre  de  multiplicité  p  seront 
ces  mêmes  racines  prises  dans  un  ordre  di fièrent  ou  non. 
On  en  conclut  encore  que  les  racines  de  E©  sont  dos 
racines  de  l'unité. 

Mais  ici  les  formules  (i3)  montrent  immédiatement, 
puisque  E^  est  irréductible  pour  les  suiles  considérées 
et  que  par  suite  /!(«)'  •  •  "t  fp'{^)  prennent  une  infi- 
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niié  de  valeurs  avec  /i,  que  la  suile  considérée  contien- 
dra une  inûnilé  de  termes  distincts. 

Exemples,  —  Comme  exemple  du  premier  cas,  on 
peut  citer  les  suites  d*équation  génératrice  irréduc- 
tible 

qui  sont  autointerpolables  d'indice  A — i,  pour  A^  pre- 
mier à  p^  et  les  suiteâ  telles  que 

quel  que  soit  /. 

Comme  exemple  du  deuxième  cas,  nous  citerons  :  les 
suites  pour  lesquelles  Eq  est  de  la  forme 

(e-i)p  =  o, 

qui  sont  autointerpolables  d'indice  h  —  i  quelconque  \ 
les  suites  pour  lesquelles  E©  est  de  la  forme 

(5-i)P'(5-hOP'  =  o 
ou 

(S -i)p' (5  •-+-»)?«(£» -f-OP'  =  o, 

autointerpolables  d'indice  {h  —  i)  pair  quelconque;  les 
suites  pour  lesquelles  Eq  est  de  la  forme 

(£  - i)p^  (S  -+-  i)p«  (5  -  OP'  (S  -+-  OP*  =  o, 
où 

autoînterpolaires  d'indice  A"  —  i  =  4^';  les  suites  pour 
lesquelles  Eo  n'admet  comme  racines  que  des  racines 
de  \^ — 1  =  o,  qui  sont  autointerpolables  d'indice 
h —  i  =  mq  (m  quelconque  entier). 

On  voit  en  particulier  qu'une  progression  arithmé- 
tique, d'équation  génératrice  irréductible  (Ç  —  1)2  =  0, 
est  autointerpolable  d'indice  À'  —  1  quelconque. 

D'après  ce  qui  précède,  les  valeurs  de  Tindice  pour 
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lesquelles  une  suite  d'équation  génératrice  irréductible 
Eo  est  autointerpolable  forment  une  ou  plusieurs  pro- 
gressions arithmétiques. 

A  titre  de  vérification,  nous  renvoyons  à  ce  qu'a  fait 
M.  d'Ocagne  pour  les  suites  du  deuxième  ordre  (*). 


NOTB  SUR  LA  FORMATION  DES  CARRÉS  DES  NOMBRES; 

Par  m.  J.  PIGHOT. 


I.  Carré  d'un  jnombre  terminé  par  un  5.  —  En 
désignant  par  d  le  nombre  des  dizaines,  le  nombre  est 
exprimé  par  10J4-  5.  Or, 

(ioû?-t-  5)*=  iood^-\-  ioorf-+-  %S  =  d{d -^  i)ioo-+-  25. 

Le  carré  est  donc  terminé  par  23,  et,  pour  avoir  le 
nombre  total  des  centaines  du  carré,  il  suflTit  de  multi- 
plier d  par  rf  -h  I . 

Exemples  :  1°  Carré  rfe  35.  —  Le  produit  de  3  par 
3  +  1  étant  égal  à  12,  on  en  conclut  immédiatement  que 
le  carré  de  35  est  i225; 

2®  Carré  de  65,  —  Le  produit  de  6  par  7  étant  égal 
à  4^9  on  en  conclut  immédiatement  que  le  carré  de  65 
est  4223  *, 

3**  Carré  de  '6'jd.  —  Le  produit  de  37  par  37 -f-  i 
étant  i4o6,  on  en  conclut  que  le  carré  de  376  est  i4o625. 

Donc  :  Quand  un  nombre  n*a  que  deux  figures,  on  a 
immédiatement  son  carré  en  faisant  le  produit  de  deux 
noQibres  d'un  seul  chiffre.  La  simplifîcation  est  ici  évi~ 
dente. 


(*)  Loc.  cit. y  p.  201  et  suiv. 
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Si  le  nombre  a  plus  de  deux  figures,  on  trouve  le 
nombre  des  centaines  du  carré  par  une  multiplication 
plus  simple  que  par  la  métbode  ordinaire,  puisqu'on 
opère  la  multiplication  sur  des  facteurs  composés  d'un 
plus  petit  nombre  de  chiffres.  C'est  ainsi  que,  dans  le 
troisième  exemple,  au  lieu  de  multiplier  3^5  par  SyS,  il  a 
sufll  deinuluplî«r  3']  par  38. 

II.  Carré  d'un  nombre  quelconque.  —  Si  Ton  forme 
le  tableau  des  carrés  des  nombres  entiers  consécutifs,  à 
partir  du  nombre  4  inclusivement,  on  voit  que  la  série 
se  compose  de  groupes  alternativement  composés  de 
quatre  et  de  six  nombres.  Les  groupes  d'ordre  impair 
composés  de  quatre  nombres  contiennent  un  multiple 
impair  de  5  qui  occupe  le  second  rang,  et  les  groupes 
d'ordre  pair,  qui  sont  composés  de  six  nombres,  con- 
tiennent un  multiple  pair  de  5  qui  occupe  le  troisième 
rang. 

Le  multiple  pair  ou  impair  de  5  donne  le  numéro  du 
groupe  et,  dans  chaque  groupe,  en  passant  d'un  carré  au 
suivant,  le  nombre  total  des  dizaines  du  carré  est  aug- 
menté d^ autant  d'unités  qu  Ul  y  en  a  dans  le  rang  du 
groupe. 

Cela  établi,  proposons-nous  de  former  le  carré  d'un 
nombre  de  deux  chiffres,  de  24  par  exemple.  C'est  le 
premier  nombre  du  groupe  auquel  appartient  aS  dont  le 
carréest625.C'estle  cinquième  groupe.  Par  conséquent, 
le  carré  de  24  ^^^^  contenir  5  dizaines  de  moins  que  le 
carré  de  25  qui  en  contient  62.  Le  cairé  de  24  est  donc 
376. 

Prenons  un  autre  exemple.  Quel  est  le  carré  de  63? 
Ce  nombre  appartient  au  groupe  dont  60  fait  partie^ 
c'est  le  douzième  groupe,  et  comme  63  occupe  le  troi- 
sième rang  à  partir  de  60,  son  carré  contient  un  nombre 
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total  de  dizaines  égal  au  nombre  des  dizaines  du  carré 
de  do  augmenté  de  12  x  3  ou  36.  Le  carré  de  60  com- 
prenant 36o  dizaines,  on  en  conclut  que  le  carré  de  63 
est  3969. 

Le  procédé  que  nous  venons  d'indiquer  apporte  donc 
une  sirapliiication  notable  dans  la  formation  du  carré 
d'un  nombre  de  deux  chiffres. 

Nous  devons  ajouter  que  ce  procédé  est  général  et  per- 
met de  former  le  carré  d'un  nombre  quelconque.  La 
simpliGcation  n'est  évidemment  pas  aussi  grande  que 
pour  un  nombre  de  deux  chiffres,  mais  le  fait  n'en  est 
pas  moins  curieux  à  constater. 

Premier  exemple  :  Carré  du  nombre  367.  —  Ce 
nombre  fait  partie  du  même  groupe  que  365  (73®  groupe). 
On  a  36  X  37  =.-  i332.  Le  nombre  des  dizaines  du  carré 
de  365  étant  i3  322,  nous  aurons  i3322-|-73x2  ou 
13468  dizaines  au  carré  de  367.  Le  carré  de  ce  nombre 
est  donc  134689. 

Second  exemple  :  Carré  du  nombre  839.  —  Ce 
nombre  appartient  au  même  groupe  que  84o  (168*' 
groupe).  Le  carré  de  84o  est  705  600^  il  contient  70560 
dizaines.  Le  carré  de  839  en  contient  donc  joSôo  — 168 
ou  70392.  Donc  :  839^=703921. 


SUR  LES  SURFACES  GAUCHES  DO\T  IM  MÊME  COURBE  PLANE 
EST  A  LA  FOIS  LIGNE  DE  STRICTION  ET  LIGNE  DE  COUR- 
BURE; 


Par  m.  E.  AMIGUES. 


M.  Antomari  s'est  demandé  incidemment  quelles  sont 
les  surfaces  gauches  où  une  même  courbe  plane  est  à 
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la  fois  ligne  de  slriction  et  ligne  de  courbure.  (Thèses 
soutenues  devant  la  Faculté  de  Paris,  1894*) 

11  donne  une  propriété  générale  de  ces  surfaces,  maïs 
il  ne  donne  leurs  équations  que  dans  quelques  cas 
simples.  Ces  équations,  dans  le  cas  général,  se  dédui- 
sent aisément  de  formules  que  j*ai  données  dans  les  Nou- 
sf elles  Annales  de  Mathématiques,  en  1889.  C'est  ce 
que  je  me  propose  d'établir  dans  cette  Note. 

Soit  une  courbe  plane  quelconque,  dont  le  plan  sera 
pris  pour  plan  des  xy.  Soit  s  la  longueur  d'un  axe  de 
cette  courbe  comptée  depuis  un  point  fixe  A  jusqu'au 
point  variable  m  dont  les  coordonnées  sont  {x^j),  co 
étant  une  fonction  arbitraire  de  5,  une  pareille  courbe 
est  représentée  par  les  équations 

iX  =  /C08(0  dSf 
y  =  fsintu  ds, 
z  s=  o. 

Considérons  une  surface  réglée  passant  par  cette  courbe, 
et  soient  X,  [jl,  v  les  paramètres  directeurs  de  la  généra- 
trice, qui  passe  en  m,  paramètres  qui  s'ont  des  fonc- 
tions de  5. 

Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  d'un  point  P  pris  sur 
cette  génératrice^  de  telle  sorte  que  le  segnieni  RIP  soit 
représenté  par  w. 

La  surface  réglée  est  représentée  par  les  équations 

I  X  =  a?  -h  Xa, 

\Z  —  z  ~h va, 

où  les  variables  sont  u  el  s. 

J'ai  montré,  dans  les  Nouvelles  Annales,  que,  si  a 
représente  l'angle  de  la  courbe  plane  avec  la  génératrice 
(angle  qui  est  une  fonction  arbitraire  de  5,  la  condition 
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nécessaire  el  sufïisanie  pour  que  la  courbe  plane  soit 
ligne  de  striction  est 

(i)  — A  sin  w -H  |i  cos u>  = — sina-j- 

et,  comme  on  a  évidemment 

(2)  X  cosw  +  p.sin(o  =  cosce, 

(3)  X»-i-ji.«-i-v«=i, 

les  paramètres  X,  [jl,  v  se  trouvent  calculés  en  fonction 
de  a  et  cj  qui  sont  deux  fonctions  arbitraires  de  5. 

Ainsi  les  équations  (B),  dans  lesquelles  x^y^  z  sont 
remplacées  par  leurs  valeurs  (A)  et  A,  [a,  v  par  les  va- 
leurs calculées,  représentent  toutes  les  surfaces  gauches 
qui  ont  une  ligne  plane  pour  ligne  de  striction. 

Les  équations  de  cette  surface  contiennent  deux  fonc- 
tions arbitraires  de  5,  savoir  co  et  a. 

Si  donc  on  impose  à  ces  surfaces  une  autre  condition, 
on  trouvé  une  relation  entre  co  et  a,  et  la  solution  ne 
contient  plus  qu'une  seule  fonction  arbitraire. 

En  prenant  pour  seconde  condition  celle  de  M.  An- 
lomari,  on  trouve  une  relation  linéaire  entre  a  et  (o. 

En  eilet,  il  est  facile  de  voir  que  le  plan  tangent  à 
la  surface  au  point  m  a  pour  équation 

X—a:     Y— j     Z 

X  (A  V 

cosu>       sinci)       o 

L'angle  V  qu'il  fait  avec  le  plan  des  x,  y  àoii  être  con- 
stant. On  a  donc 

,.  X  sinto  —  uLCosw 

cosv  =  — —  '^ 

db  yv^-h  (X  sinct)  —  |jl  costo)^ 


Or  on  a  trouvé  ci-dessus 

A  sin  to  —  \x  cos  ti)  =  sin «  -r-  j 
ato 
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et  l'on  voit  facilement  que 

X*  -h  fi*  =  cos»  a  H-  sin*  ^c  f  -j-  )   ; 
d'où 

V*  =  sin'a  —  sin* **  (  ;y-  1  • 
On  a  alors 

_L-         Tr        ^* 

±  cosV  =  -^  ; 

d*où 

a  =±  CD  cosV-i-  Œq. 

Il  n*y  a  donc  qu*à  remplacer  a  par  cette  valeur  dans 
les  formules  publiées  par  les  Nouvelles  annales  et  qui 
sont  les  suivantes  : 

X  =  /  cos  lùds  ~k-  l  cos  tu  cos a  -i-  sin  w  sin  a  -^  j  u, 
Y  =  I  s'in  ta  ds  -i-  (siiitsj  cos  a  —  costo  sina—  J  m, 


Z  =  asina^.-(^^)'. 


DÉMONSTRATION  D'UN  THÉORÈME  RELATIF 
AUX  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES; 


Par  m.  E.  AMIGUES. 


Si  le  quotient  de  Jeux  polynômes  en  a  et  b  est 
fonction  symétrique  de  a  et  de  b  et  si^  en  outre,  ces 
polynômes  nont  aucun  diviseur  commun  en  «,  ni 
aucun  diviseur  commun  en  fr,  chacun  d'eux  est  une 
/onction  symétrique  de  a  et  de  b. 

Soient  /{a,  b)  et  'f  («,  b)  ces  polynômes.  On  a,  par 
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/(a,b)  ^/(b,a), 
<f(a,b)       <f(b,a)' 


on  peul  écrire 

Le  second  membre  étant  un  polynôme  en  a,  il  doit 
en  être  de  même  du  premier  membre.  Ainsi,  le  poly- 
nôme en  a  qui  est  au  dénominateur  doit  diviser  celui 
qui  est  au  numérateur;  mais  il  est  premier  avec  le  fac- 
teur /{a,  b)  :  il  doit  donc  diviser  ©(&,«).  On  a  donc 

(11)  <p(ô,a)-^K<p(a,^»), 

K  étant  un  polynôme  en  a. 

En  vertu  de  l'égalité  (2),  Tégalitc  (i)  devient 

(i)  f(b,a)=K/(a,à). 

Il  résulte  de  là  que  le  polynôme  en  a  qu'on  appelle  K 
se  réduit  à  une  constante,  sans  r\iioif{h^  a)  et  <p(i,£i) 
auraient  un  diviseur  commun  en  a,  ce  qui  revient  à 
dire  que/(a,  A)  et  ©  (a,  b)  auraient  un  diviseur  commun 
en  i,  te  qui  est  contraire  à  Thypothèse. 

Mais,  puisque  K  ne  contient  pas  n,  en  faisant  a=  b 
dans  les  égalités  (a)  et  (3),  K  ne  changera  pas  de  va- 
leur. On  aura  ainsi 

(4)  ^{b,b)r^Ko{b,b), 

(5)  f{b,b)  =  Kf{h,b), 

mais  on  n'a  pas  simultanément 

f{b,b)==o, 
o{byb)=  o. 

Sans  quoi  les  polynômes  en  a, 

f(a,b),         z.{a,b) 
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auraient  un  diviseur  commun  {a — b).  Donc:,  Tune  au 
moins  des  égalités  (4)  <*t  (5)  donne 

K=i, 

et  alors  les  formules  (2)  et  (3)  sont  Texpression    du 
théorème  à  démon li'er. 


THÉORÈME  DALGÈBRE; 

ParM.E.  AMIGUES. 


Le  théorème  suivant  est  quelquefois  utile  en  Algèbre. 
Il  sert  notamment  à  calculer  le  degré  de  T équation  fi- 
nale, quand  elle  se  présente  sous  la  forme  du  détermi- 
nant de  M.  Sylvester  : 

Un  déterminant  dont  les  éléments  sont  des  lettres 
a\fec  indices,  et  oii  les  indices  de  chaque  ligne  forment 
des  progressions  de  même  raison,  est  un  polynôme 
dont  tous  les  termes  ont  même  poids. 

Prenons  pour  les  éléments  une  nouvelle  notation  el 
représentons  par  a/y  l'élément  de  ligne  i  et  de  colonne 
y.  I^e  terme  principal  est  alors 

P  =  ai,iaj,ia3,3. . .  an,n- 

Dans  tout  autre  terme  Q,  on  peut  ranger  les  élé- 
ments dans  l'ordre  des  lignes.  On  a  donc 

Q  =  <*i,n-a<2î,î+p^3,3-f-y  •  •  •  j 

représentant  dans  un  certain  ordre  les  entiers  de  i  k  n. 
On  a  donc 

(i-i-a)-+-('>,  -H  p)-f.(3-+-7)  4-...=  H-2H-3-+-...-+-/Ï, 
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el  par  suite 


o; 


ainsi  a,    ^,  v,   .  . .  soûl   des  entiers  positifs  ou  négatifs 
dont  la  somme  est  nulle. 

Cela  dit,  pour  comparer  le  poids  de  P  à  celui  de  Q, 
nous    prendrons  dans   ces  produits   deux  facteurs  de 


même  rang 


'r,,-p. 


Ces  nombres  sont  dans  la  même  ligne,  mais  la  co- 
lonne du  second  a  pour  numéro  d'ordre  /•  -f-  p  et  noi» 
r.  Si  donc  nous  revenons  à  l'ancienne  notation  des  élé- 
ments, et  si  nous  appelons  h  la  raison  de  la  progression 
arithinéticjue  des  indices,  l'indice  du  second  élément 
dépassera  de  pA  l'indice  du  premier  (p  el  A  ayant  cha- 
cun un  signe). 

Donc  le  poids  de  Q  dépassera  celui  de  P,  de 

Tous  les  termes  ont  donc  même  poids  que  le  terme 
principal.  Le  poids  de  ce  dernier  est  facile  à  calculer. 


SUR  LA  QUATRIEME  PARTIE   DU  PROBLEME   DU  DERNIER 
CONCOURS  DADVISSION  A  LtCOLE  POLYTECHNIQUE; 

Par  m.  g.  FOURET. 


1.  Nous  nous  proposons  de  montrer  ici  comment  les 

propriétés  les  plus  élémentaires  du  complexe  linéaire 

permettent  de  traiter  géométriquement,  d'une  manière 

simple,  la  question   que  nous   avons  en   vue   et   dont 

Ann.  de  Mathemat.,  3"  série,  t.  XIV.  (Décembre  »8()5.)    3f\ 
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renoncé,  légèrement  transformé,  est   compris  dans  le 
suivant  : 

Etant  donnés  un  point  o  et  quatre  droites  D,  ly,  A, 
A'  d^un  hyperboloïde,  faisant  partie  d'un  même  mode 
de  génération,  par  le  point  o  on  mène  un  plan  quel- 
conque; on  joint  les  points  oit  ce  plan  /^encontre  D  et 
D'  et  les  points  ou  il  rencontre  A  e^  A'.  Troui^er  le  lieu 
du  point  d  intersection  des  deux  droites  obtenues  et 
examiner  le  cas  particulier  oii  L^  point  o  est  sur  l'hyper- 
boloïde. 

2.  Parmi  les  plans  qui  passent  en  o,  considérons 
d*abord  ceux  qui  sont  tangents  à  l'hyperboloïde.  Un  tel 
plan  coupe  la  surface  suivant  deux  droites,  dont  Tune 
G  s*appuie  à  la  fois  sur  D,  ly,  A  et  A'.  Tous  les  points 
de  G  satisfont  manifestement  à  la  délinition  du  lieu. 
L'hyperboloïde,  considéré  comme  engendré  par  G,  fait 
donc  partie  de  ce  lieu.  Voyons  de  quelle  manière  celui-ci 
se  complète. 

3.  Supposons  d'abord  que  le  point  o  n'appartienne 
pas  à  rhyperboloïde.  Imaginons  les  deux  congruences 
linéaires,  ayant  pour  directrices,  l'une  D  et  Tï,  l'autre 
A  et  A'.  Ces  quatre  droites  étant  sur  un  même  hyper- 
boloïde, les  deux  congruences  font  partie  d'un  même 
complexe  linéaire,  relativement  auquel  D  et  D',  A  et 
A'  forment  deux  couples  de  droites  conjuguées.  Les 
droites  oxcioy  qui  s'appuient,  la  première  sur  D  et  D', 
la  seconde  sur  A  et  A',  appartiennent  respectivement 
aux  deux  congruences,  par  suite  au  complexe,  et  le 
plan  iù  qu'elles  déterminent  a  pour  pôle,  par  rapport  à 
ce  complexe,  le  point  o. 

Par  o  faisons  passer  un  plan  quelconque  nr,  non  tan- 
gent à  rhyperboloïde.  Les  droites  qui  joignent  respecti- 
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vement  les  points  de  reiicoiiire  de  ce  plan,  d'une  paît 
avec  D  et  ly,  de  Tautre  avec  A  et  A',  font  partie  du 
complexe  et  leur  point  d'intersection  p  est  le  pôle  du 
plan  T7.  Or,  le  plan  js  passant  par  o,  son  pôle  p  est  dans 
le  plan  polaire  co  du  point  o.  Le  lieu  des  points  tel 
que  p  est  donc  dans  le  plan  w  déterminé  par  les  droites 
ox  et  oy, 

4.  Supposons  maintenant  le  point  o  sur  Thyperbo- 
loïde.  Par  o  passent  deux  droites  sur  celte  surface, 
Tune,  H,  rencontrant  à  la  fois  les  droites  D,  D',  A  et  A', 
Tautre,  K,  ne  les  rencontrant  pas.  La  droite  H  fait  partie 
à  la  fois  des  deux  congruences  linéaires  et,  par  consé- 
quent, du  complexe  linéafre.  Ainsi  que  nous  l'avons 
démontré  tout  à  Tlieure,  le  lieu  du  point/?  est  encore 
le  plan  polaire  (o  du  point  o.  Seulement  ce  plan  (o  n'est 
plus,  comme  dans  le  premier  cas,  déterminé  par  deux 
droites  connues.  Nous  savons  seulement  qu'il  passe  par 
la  droite  H.  Nous  allons  faire  voir,  suivant  une  remarque 
déjà  faite  par  RL  Laisant,  qu'il  forme,  avec  le  plan  tan- 
gent eno  à  riiyperboloïde,  un  couple  de  plans  conjugués, 
dans  une  involuli  3n  dont  deux  autres  couples  sont  for- 
més, l'un  des  plans  HD  et  HD',  l'autre  des  plans  HA 
et  HA'. 

A  cet  effet,  considérons,  comme  c'est  ici  le  cas,  un 
complexe  linéaire  et  un  hyperboloïde  dont  un  des  sys- 
tèmes de  génératrices  soit  composé  de  droites  du  com- 
plexe. Les  génératrices  de  l'autre  système  forment  deux 
à  deux  des  couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  à 
ce  complexe,  en  raison  de  ce  que  les  droites  d'un  com- 
plexe linéaire,  qui  rencontrent  une  même  droite,  rencon- 
trent en  même  temps  sa  conjuguée.  Soient  A  et  A'  deux 
génératrices  de  l 'hyperboloïde,  conjuguées  par  rapport 
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au  complexe.  Dans  le  faisceau  des  plans  |)assaiil  par  H, 
les  plans  lels  que  HA  cl  HA'  sonl  liés  par  une  correspon- 
dance homographique  symétrique.  Ce  couple  variable 
de  plans  forme  donc  une  i n vol n lion,  donl  font  partie 
les  couples  de  plans  HD,  HIV  et  HA,  HA'. 

Soit  K'  la  seconde  droite  suivant  laquelle  le  plan  po- 
laire (1)  du  point  o,  qui  contient  déjà  la  droite  H,  coupe 
riiyperboloïde.  Celte  droite  est  conjuguée  de  K  par 
rapport  au  complexe.  Par  suite,  le  plan  HK',  c'est-à-dire 
le  plan  polaire  du  point  o,  qui  est  le  lieu  du  point /^, 
est  conjugué  du  plan  HK,  c'est-à-dire  du  plan  tangent 
en  o  à  riiyperboloïde,  dans  l'involution  déterminée  par 
les  deux  couples  de  plans  HD,  HD'  el  HA,  HA'. 

Il  l'ésulte  de  là  que  le  plan  m,  lieu  du  point  p,  ne 
varie  pas  lorsque  l'hyperboloïde  se  déforme,  de  manière 
cpie  le  point  o  et  le  plan  langent  w  en  o  restent  fixes  et 
que  les  droites  D,  D',  A,  A'  se  déplacent  respectivement 
dans  des  plans  passant  par  le  point  o. 

D.  Remarque.  —  Considérons  un  liyperboloïde  sur 
lequel  les  génératrices  d'un  même  système  sont  asso- 
ciées deux  à  deux,  de  manière  à  former  des  couples  de 
droites  conjuguées  relativement  à  un  complexe  linéaire, 
comprenant  les  génératrices  de  Tautre  système.  Par  un 
point  quelconque  de  l'espace,  faisons  passer  une  suite 
de  droites  rencontrant  chacune  deux  génératrices  asso- 
ciées de  l'hyperboloïde.  Ces  droites  font  partie  du  com- 
plexe linéaire  et,  par  suite,  sont  situées  dans  un  même 
plan,  le  plan  polaire  du  point  considéré. 

De  là  résulte  un  moyen  simple,  applicable  d'une 
infinité  de  manières,  d'associer  par  couples  les  généra- 
trices d'un  même  système  d'un  hyperbuloïde  au  moyen 
d'un   plan  pris   arbitrairement  et   d'un    point  choisi   à 
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volonté  dans  ce  plan.  Ce  mode  d'association  des  généra- 
trices d'un  hyperboloïde  a  été  imaginé  par  Cliasles  (^), 
dans  une  Note  qui  peut  être  considérée  comme  Torigiiie 
de  Tétude  du  complexe  linéaire  et  où  l'on  trouve  énoncés, 
entre  autres  théorèmes,  les  deux  suivants,  dont  la 
démonstration  résulte  immédiatement  de  ce  qui  vieiH 
d\Hre  dit,  à  savoir  : 

Un  plan  quelconque  coupe  les  généraUi'ce'i  associées 
(V  un  hjperboloïde  en  une  série  de  couples  de  points 
Les  droites,  joignant  chacune  les  deux  points  d\tn  citt 
ces  couples,  passent  par  un  même  point. 

Inversement,  si  d' un  point  quelconque  on  mène  une 
série  de  droites,  s' appuyant  chacune  sur  deux  droites 
associées  d'un  hypefboloïde,  les  droites  ainsi  obtenues 
sont  dans  un  même  plan. 


suit   Ml  CLASSE   DES  SURFACES; 

Par  -M.  P.  SVKCHNICOFF. 


Supposons  qu'une  courbe  A  roule  sans  glisser  sur 
une  autre  courbe  fixe  B,  de  sorte  que  leurs  plans  oscn- 
lateurs  au  point  commun  de  contact  forment  uii  angle 
constant  S.  Les  positions  snccessives  d'un  point  «jl  inva- 
riablement lié  à  A  déterminent  un(î  nouvelle  courbe  C. 
Quand  l'angle  o  varie  d'une  manière  continue,  la 
courbe  C  décrit  une  surfactî  S.  Rapportons  celte  surface 
aux  axes  rectangulaires  de  coordonnées  Ox,  Oy^  Oz. 
Soient  .r<,j  , ,  z^  les  coordonnées  du  point  de  contact  P, 

(')  Journal  de  Mntke'niatiqnes,  r"  Sirio,  l.  IV,  p,  j|S-3j');   rSj.,. 
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Xjj^  z  celles  du  point  [x,  PP'la  tangente  commune  à  A 
et  B.  Désignons  par  p  la  longueur  [jlP,  par  3  Tangle 
P'PjjL,  par  ^1  et  d  les  arcs  des  courbes  B  et  A  comptés 
des  points  quelconques  jusqu'à  P.  Alors,  on  [a  s^  =  o". 

On  sait  que  cos  Sr  =  ^.  D'où  l'on  a 

(  I  )  cos  3"  =  -j^  • 

Abaissons  la  perpendiculaire  MQ  du  point  [a  sur  la 
droite  PF.  Le  triangle  rectangle  «J^PQ  donne 

PQ  =  pcosSr,  (jlQ  =  psinSr. 

On  a 

r.         Xx  —  x  dxx        V\—V  dY\        Zx  —  z  dz^ 

cos;J  = -. r-  • => 1 =— • 

p         dsx  p         dsx  p        dsx 

Ainsi  Ton  trouve 

(•2)  {X  -XxY-^  (y  -yx  )«  -f-  (>s  -  ^,  )î  =  p* . . . . 

,.,  V      ,  .dxx        ,  .dyx        ,  .dzx  dû 

Telles  sont  les  équations  de  la  surface  S.  Kn  difTéren- 
tiant  l'équation  (2)  par  rapport  au  paramèlre  5|,  on  a 
l'équation  (3).  D'où  l'on  tire  les  conséquences  sui- 
vantes. 

i .  La  surface  S  est  l'enveloppe  des  sphères  représen- 
tées par  l'équation  (2). 

2.  Quand  le  paramèlre  5^  a  une  valeur  déterminée, 
la  surface  S  est  tangente  à  la  sphère  (2)  en  chaque 
point  de  la  circonférence  représentée  par  les  équations 
(2)  et  (3).  Cette  circonférence  a  le  point  Q  pour  centre 
et  son  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite  PP'. 

3.  La  normale  à  la  surface  S  au  point  (x  passe  par  le 
point  correspondant  P  de  contact  des  courbes  généra- 
trices A  et  B. 
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4.  La  circonférence,  représentée  par  les  équations  (  2  ) 
et  (3),  est  une  ligne  de  courbure  de  la  surface  S. 

5.  Le  rayon  de  courbure  d'une  des  sections  normales 
principales  de  la  surface  S  au  point  [x  est  égal  à  p.  La 
normale  aP  à  la  surface  S  au  point  [x  forme  avec  les 
axes  de  coordonnées  les  angles  dont  les  cosinus  sont 
égaux  respectivement  à 

-  P  -g  ' 


\//?*  -h  7*  -+-  I  ^p^  -h  gr2  -h  I  //?«  -H  ^*  -+-  I 

Mais  ces  cosinus  sont  aussi  égaux  à 


P  ? 


Aiiisîy  ou  a 

i   x^  —  x-^pizx  —  z)  =  o, 

(4)  ^  yi-'y-^q{^\  —  z)  =  o, 

(    ^  =  {Zx  —  Z)  //>*  -h  çr*  H-  1 . 

En  diflërentiant  ces  équations,  on  trouve 

_         ,  .        dsi  l dxx  dzx\ 

,  .        dsx  1  dxi  dzx\ 

.  ,       dsi  /dvx  dzx\ 

p^^siz-Zx)=-j^(J^-^q^^y 

^    ^        \        ^[i-^p'^'^r{z-zx)][i-^q^^t{z-zx)]. 

Regardons  quelques  cas  particuliers. 

1.  Supposons  que  la  longueur  p  =«  est  constante . 
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Alors  on  a 


(6) 


En  ce  cas  S  est  une  surface  canal. 
La  courbe  fixe  B  est  Taxe  du  canal  el  la  courbe  A  se 
convertît  en  un  point. 

2.  Supposons  que  la  courbe  B  est  plane,  c'est- 
à-dire  que  Z|  =  o.  Alors  on  a 

(7)  ipq-^  szy  =  (i-4-;?2-i-  r^)(i-+-^»+  tz). 

Telle  est  Téquation  différentielle  aux  dérivées  par- 
tielles du  deuxième  ordre  de  la  surface  S,  si  la  courbe 
fixe  génératrice  est  plane. 

3.  Supposons  que  la  sphère  (2)  passe  toujours  par  le 
point  O  qui  est  situé  dans  le  plan  de  la  courbe  B.  Alors 
on  a 

et  les  équations  (4)  donnent 

x^-^y^-h  9.z{px  -h  qy)-\-z^{p^-Jr  q^)  =  p* 
OU 

(8)  ar*-t-j^2  —  z^-^  7.z{px  -\-  qy)  =  o. 

L'intégrale  générale  de  celte  équation  différentielle 
est 

Transformons  cette  surface  par  la  méthode  des  sur- 
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faces  inverses.  Posons 


«' 

-1-7,'-+- 

ï' 

■4-  Tj^H- 

Ç* 

Alors  on  a 

D*après  cela  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  surface  inverse  par  rapport  au  cylindre  enue^ 
loppe  le  système  des  sphères  passant  par  V origine. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  le  volume  du  corps ^ 
limité  par  la  surface  S  et  par  deux  cercles  (a)  et  (3) 
correspondant  à  5|  =  Tq  et  s^  =  o"i,  est  égal  à 

(,„  .=.jr_%.,uo[,-(s)'-p0]... 

Si  la  courbe  B  est  plane,  la  grandeur  de  la  partie  de 
la  surface  S,  limitée  par  deux  circonférences  (a)  et  (3) 
correspondant  à  5|  =  o-q  et  5|  =  Ti,  est  égale  à 

Les  grandeurs  de  ce  volume  et  de  cette  surface  ne 
dépendent  que  de  la  forme  de  la  courbe  mobile  A. 
Soient 

a,  p,  Y  les  angles  formés  par  la  direction  de  la  tan- 
gente PP'  avec  les  directions  positives  des  axes; 

ç,  Tj,  ^  les  angles  formés  par  la  normale  principale  de 
la  courbe  B  avec  les  mêmes  axes; 
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X,  jjL,  V  les  angles    formés   également  avec  les   ménies 
direclions  par  la  direction  de  Taxe  du  plan  oscula- 
leur. 

Par  le  point  [jl  menons  le  plan  perpendiculaire  à  la 
droite  PP.  Soient  QV  et  QU'  les  droites  d'intersec- 
tion de  ce  plan  avec  les  plans  osculateurs  des  courbes 
Â  et  6.  Abaissons  la  perpendiculaire  [jlU  sur  la  droite 
QTP  et  désignons  par  <p  l'angle  p-QT.  Alors  on  a 

QÛ  =  {IQ  cos((p  -h  Sr),         ]]nû"  =  ]IQ  sin((p  -h  &). 
D'après  cela  on  trouve 

X  =  Xi  —  p  cosâ"  cos  a 

-h  p  siii3"[ —  cos(9  -4-  3")  cos^  -H  sin(cp  h-  &)  cosX], 
y  =yi  —  p  COS&  cos  p 

+  p  sin3r[ —  cos((p  -+■  2r)  cosr,  -f-  sin(9  -h  Sr)cosji], 
3  =  5i  —  p  cos  3r  cos  Y 

-h  p  sin2r[—  cos(cp-h  2r)cosÇ  -+-  sin  (cp  -4-2r)cosv]. 

Ces  équations  représentent  la  surface  S.  X,  jk?  ^  sont 
des  fonctions  des  variables  Si  et  2». 


BRRAT4. 


Page  268,  ligne  12,  au  lieu  de  ai6ooo,  lisez  8240  ('). 


(•)   Voir  la  Note  de  M.  Lucien  Lévy,  p.  SSg. 
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SUH  OUBLQUBS  PROPRIÉTÉS  DBS  GONIOUBS^ 

[Suite  (•)]; 
Par  m.  p.  SONDAT. 


19.  Conique  rapportée  au  triangle  de  àeux  de  ses 
tangentes  et  de  la  corde  des  contacts. 

Toute  conique  est  représentée  par  l'équatron  générale 

(9.7)  (Ppî-hQPH-R)a«-h(Sp-+-T)a-+-i#  =  o. 

Elle  coup*'  les  côtés  BC,  CA,  AB  aux  points  X  et  X<  ^ 
u.  et  IX,,  V  et  V|,  racines  des  équations 

i  HXï^TX-f-U  =0, 
(iH)  I  PjjL»H-Q|ji-h  R  =  o, 

(    Uv»—    Sv-t-P  =0. 

Elle  sera  donc  tangente  en  A  à  AC  et  en  B  à  BC,  si 
Fou  a 

P  =  o,        Q  =  o,        T  =  o,        U  =  o. 

Si  donc  ///  désigne  le  rapport  S  :  R,  ses  équations 
seront 

(29)  a -1-^3=0,         a^Y — m  =  o,         /7ip*Y — 1  =  0, 
et,  en  coordonneras  tangentielles, 

(30)  m fx -+- 4 ^  =  o,        ^\^'f-\-m  =  Oj        m(jL*v  +  »  =  o. 

On  voit  aisément,  par  ces  équations,  que  toute  sécante 
COOi  (Jig'  5),  menée  par  C,  coupe  la  conique  en  deux 
points  conjugués  sur  Cy  et  que  deux  tangentes  issues 

(•)  Voir  Nouvelles  Annales,  t.  XIV,  p.  369. 
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d'un  point  V  de  AB,  forment  avec  vA  etvC  un  faisceau 
harmonique. 

Fig.  5. 

V 


La  courbe  est  d'ailleurs  une  paraboJe  si  m  =  —  4' 

20.  Théorème.  —  *Sï  le  point  (o  (jryz)  décrit  une 
droite  X  ()^[J^v),  et  si  Von  mène  les  droites  au.z,  je  pv,  Xj^y 
et  oL^y^^  \^sz.  X|JLY<,  les  deux  points  O(apY)  et 
0|  (a^  3i  Yi)  appuriiendront  à  la  conif/ueQcircoFiscrite 
à  ABC  selon  X,  et  la  corde  00| ,  polaire  deto^  envelop- 
pera laconif/ueÇ^t  inscrite  selon  le  pôle  ( —  ).,  —  u.,  —  v) 
deX, 

Ona(i) 

X         y  M-        -s  V         j: 

X        II  y       ^  z        k 

et  comme 

I  3.\xz  =a:3v  =  XjY  =  I, 

\  air^'='^'?i-  =a7|iY,  =  ï, 
il  vient,  en  remplaçant 

?        V  Y,        X 

-  H-  <-  =  I ,  h  -  -  =  I , 

ou  (i),  O  et  0|  appartiennent  à  Q. 
Soit  X|  (a,  |Ji|  V,  )  la  corde  OC), . 
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On  a 

Hx  —  X  z 


vc(jxa7  — Xj) 
_      Xy-iLx 
'»       \x{^*y-^zy 

ixy(kz~^fx) 
ou,  (îii  utilisant  les  équations  de  X, 

Xj  -t-  a-  =  O,  |JL, -f-}==0,  V, -4-^=0. 

Donc  Xi  est  la  polaire  de  (O  (tri.  ABC). 
On  a,  d'ailleurs, 

ou  (i)  X<  enveloppe  Qi,  et  Ton  a  (6),  pour  le  poiut  de 

contact, 

.r2  /j  ^2 

j—    ,  y  . . 

La  même  construction,  qui  donne  deux  points  de  Q, 
donne  donc  en  même  temps  une  tangente  de  Qi . 

21 .  Théorème.  —  Si  la  droite  p(xyz)  tourne  autour 
(lu  point  0(oL^y)et  si  Ton  détermine  les  points l{\^z)^ 
H(a:{XY),  K{y'y)et  I.  (  Vï),  H.  («1^,  ^),  K.(.ï  pv.), 
les  deux  droites  X(X[jlv)  e^  X|  ()h  |i.|  V|  )  en\^elopperont 
la  conique  Qi  inscrite  à  ABC  selon  O^  et  le  point  XX < , 
pôle  de  p,  décrira  la  conique  Q,  circonscrite  selon  la 
polaire  (  —  a,  — p,  — y)  rf^  O. 

On  a(i) 

X       ^  y       y  z       oc 

et  comme 

(     Xp;;  =  xii^(=  ayv  =  —  I, 

î  X,JY  =  a[a,5  =xpv,  =  —  1, 
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il  vient,  en  remplaçant, 

^-+--=1,  ±  -^  -S  =1, 

K        Y  V,         a 

ou  (i),  X  et  X|  enveloppent  Qi . 

Soit  0|  (ai  p,  Y,  )  le  point  XXi .  On  a 

«j  —  5 — :  > 

r        .^3(aj  — p.r) 
_^       Y.r  —  az 

OU,  d'après  les  écjuations  de  O, 

a,  4-x  =  o,         pi-Hj  =  o,         Yi-+--=^- 
Donc  Oi  est  le  pôle  de  o  (tri.  ABC),  et,  eoinine 

—  a  pi 

0|  décrit  la  conique  Q. 

On  a  d'ailleurs  (4),  |)(>ur  la  tangente  en  0|, 

y2  yi  z^ 

a  3  ^  Y 

La  même  construction,  qui  donne  deux  tangentes 
de  Q<  donne  donc  aussi  un  point  de  Q. 

22.  Th1^oi\ï:me.  —  On  donne  une  droite  X(  Ajjlv)  et 
un  point  O(afiY)  7"^  l*07i  joint  à  un  point  0|  (a,  p,  yi  ) 
de  X  par  la  droite p(  LMN).  Si  l'on  prend  les  conjugués 
Li ,  Ml ,  Ni  de  L,  M,  N  5a/'  OO, ,  les  droites  AL, ,  BM , ,  CN, 
seront  concourantes  en  un  point  w  [xyz)^  et  ce  point  w 
décrira  une  conique  Q  circonscrite  à  ABC  et  /four 
laquelle  O  sera  le  pôle  de  K. 

Comme  L,    est  le  conjugué  de  L  sur  OO,,   x  sera  le 
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conjugué  de  L  sur  aa» .  Or,  ou  a 


Donc 

On  trouve  de  même 

Ou  a  ainsi  le  point  a>(xjz),  et  les  relations  donnent 

ap  —  :ry  -h  %y 
P(a.r-4-3:jK-«3) 

Pi  =^   (5 —  ' 

Or,  le  point  O,  étant  sur  X,  on  a  (i) 

a,  [X 

ou,  en  remplaçant, 

g(X;i-f-a3  -h  \x'j.)    ^    p({Aa  — XtJL-haS)         _  ^ 
'^'      Xfi  — a3H-|JLa     "^      |jia-4-ÀjJL-f-a;i 

Donc(i)a)  décrit  la  conique  Q  circonscrite  \\  ABC 
scJon  la  droite  X,  ÇKk  [Jl,  v,  ),  pour  laquelle 

a(X(JL-H  a3 -h  {la) 

A I  =   — ^ = 7T y 

AjjL  —  a{i  -f-  |JLa 

__  6(|jia  — X|jL-4-ap) 

^' ~      ÎJia-+-X{JLH-a3 

__  —  Y(ÀtJL  — g^-h  [Jtg) 

*  ~         (jia  —  Xu  -f-  ap 

D'ailleurs,  comme  on  a 

\  -       H^i  — P  ^       vi— Y .  _        Ài  — g 
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(  5.?.  ) 
X  est  la  polaiiHî  do  O  (i  i)  par  rapporl  à  Q. 

Remarque  1 .  —  On  voit  aisément  que,  si  O  appar- 
tient h  X,  on  a 

OU  (4)5  X  est  une  tangente  en  O,  et  p  se  superpose  à  X. 
Si  O  était  le  pôle  de  X,  on  aurait 

et 

Xl=X,  {X|-(l,  V,  =  v, 

ou  X|  se  confondrait  avec  X. 

Remarque  IL  —  Le  théorème  permet  de  construire 
une  conique  dont  on  donne  trois  points  A,B,  G  et  le 
pôle  O  d'une  droite  X,  ou,  en  particulier,  trois  points 
et  le  centre  O. 

Dans  ce  dernier  cas,  X  passe  à  Tinfini,  ainsi  que  0|. 
Si  donc  on  prend  (/î^.  6)  sur  une  droite  p(LIVIN),  pas- 


sant parle  centre  donné  0, 0L|  =  — OL,  OM4  =  —  OM, 
OjN«=  —  OjN,  les  droites  AL|,BM,,CiN\  se  couperont 
en  un  point  w  de  la  conique. 


Digitized  by 


Google 


(  3.3  ) 
23.  Théorème.  —  On  donne  un  point  0(aj3y)  et  une 
droite  X(X[xv),  et  par  O  on  mène  unedroite\t  (X|  [jl,  Vi), 
qui  coupée  en  w.  Si  par  co  on  mène  les  rayons  l^^m^^n^^ 
conjugués  des  droites  wA,  wB,  a>C  dans  l'angle  XX «, 
et  coupant  les  côtés  de  ABC  en  x^y^  z,  on  aura  la 
droite  p  {^xyz)^  et  cette  droite  enveloppera  une  conique 
i^\  inscrite  à  ABC  et  pour  laquelle  X  sera  la  polaire 
deO. 

Si  wA  coupe  BC  en  L,  ce  point  sera  le  conjugué  de  x 
sur  )vXi,  et  comme 

.     Vi V 

on  aura 

V  -h  V, 

X  = , 

et  de  même 

y  =      ^^^-»  ,  ^ [i±i^l_ 

-^         XX,(v-+-v,)'  "         |ji|ji,(A-4-)l,)" 

On  a  donc  la  droite  ^{xyz)y  et  les  relations  donnent 


\^\- 


J^  —  A  -H  Av  xy 

Or,  puiscpie  X^  passe  par  O,  on  a 

—  -h  -^  =1, 
OU,  en  remplaçant 

X({xaH-X[x--ap)  .  ^  _^         {x([xg-f-X(x-f-a^)  ^  ^^ 
jxa-h  X[x-4-ap      *'        "^  *      \i.%  —  Xjji -h  a^ 

Donc  (i),  p  enveloppe  la  conique  Qi  inscrite  selon  le 
Ann*  de  Afathémat.f^'  série,  t.  XIV.  (Décembre  i8(p.)       35 


/.  —  X-i- 

Xv 

'^y 

[jl(>  —  .r  -h  X 

VO') 

X  -+-  .7-  - 

Xv 

xy 

v(X  -h  x  — 

■Xn 

>Ty) 
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(  5.4). 
point  0|  (a^  [âi  Yi  ),  pour  lequel 

X(  (xa  -+-  ).|JL  —  a|3) 

«J    =     ;;^ Q  —  ♦ 

|jLa  -4-  AiJL  -^  ap 
r,  ix(  ix'X-h  XuL  •+-  a3  ) 

•la  —  A|JL -4- afi 
_  —  V  (  jxa  —  À  |JL  -h  a  p  ) 


•  r- 


•  JJLÏ  -h  /(JL  

D'ailleurs,  comme  on  a 

vYi(.a— 3i)  '^        Aa,(v  — V,)  '         uîi,(A  — a,) 

O  (i4)  est  le  pôle  de  X  par  rapport  à  Q^. 

Remarque  I .  —  On  voit  aisément  que  si  O  appartient 
•A  X,  cette  droite  est  tangente  en  O,  et  que  si  O  est  le 
pôle  de  X  (tri.  ABC)  0|  se  confond  avec  O. 

Remarque  II.  —  Le  théorème  permet  de  décrire  une 
conique  dont  on  donne  trois  tangentes  /z,  &,  c  et  la 
polaire  X  d'un  point  O,  ou  encore  quatre  tangentes  et 
le  point  de  contact  de  Tune  d'elles. 

» 
24.  Théorème.  —  Si  deux  triangles  sont  circon- 
scrits à  ABC  et  homologiques  avec  lui  {axes  X  et  X|  ), 
les  droites  qui  joignent  leurs  sommets  correspondants 
forment  un  triangle  a^y  inscrit  dans  ABC  et  homolo- 
giqiic  a\^ec  lui.  Le  centre  w  d'homologie  est  le  qua- 
trième point  commun  aux  coniques  Q  et  Qi  circon- 
scrites à  ABC  selon  les  droites  X  ef  X|,  et  l'axe  o 
d'homologie  est  la  droite  qui  joint  les  points  O  et  Ox^ 
pôles  des  droites  X  et  X<  par  rapport  à  AB(^  et  aussi 
par  rapport  à  ces  coniques. 

Coupons  ABC  par  X(X;jlv)  et  X,  (  A,  jjl,  v»  ).  I-es  droites 
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Aâ,  BjJL,  Cv,  d'une  pari,  t*t  les  droites  Aâi,  lijxi,  Cvi, 
d^aulre  part,  forment  Jes  triangles  IHK  et  I|HtK{  cir- 
conscrits à  ABC  et  lioniologîques,  axes  X  et  X|  et  cen- 
tres 0( — X,  —  |Ji,  —  v)  et  0,( —  Ài,  —  a,,  —  V,  ). 
On  a 


Il  fJL|  V   —  V,  X]  —  1 

{1JX,(V— V,)'  VV,(Xi   —  X/  XX,((2—  |J 

;j^— H^i  V--V1  X,  — X 


j  II  II  . 

KK    .       ^  '     ^^  ^       ^*^  l  —  li 


JI{X,(V,—  v;  VV,(X,—  X)  XXi(|A—  11,) 

Ces  valeurs  montrent  que  les  droites  II|,  HH|,  KK4 
forment  un  triangle  a^y  inscrit  dans  ABC  et  homolo- 
gique  selon  le  centre  oj(aPY), 

|JL»JL,  (  V,  —  V  )  '  ^  VVi  (  X|  —  X  )  '  '  XX ,  (  JJL  —   U,  )  * 

et  selon  Taxe  p(>r',  J  ,  2), 

qui  est  la  polaire  de  A. 
Or  on  a 

c'est-à-dire   que  a>   appartient  aux   deux    coniques   Q 
et  Q4  et  par  suite  est  leur  quatrième  point  commun. 
Les  équations  précédentes  peuvent  d'ailleurs  s'écrire 


ou  l'axe  p  passe  par 

<)(— X, 

—  ,a,  —V) 

et 

o,(-x„ 

—   |I,.    -   V,  ), 

pôles  des  droites  X  et  X, . 
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(  5.6  ) 
Remaff/iie.  —  Si  l'une  des  droiles  X,  X|  est  fixe,  on 
pourra  décrire  sa  conique,  en  déplaçant  l'autre  droite. 

25.  Théorème.  —  Etant  donnés  les  deux  points 
O(apY)  ^^  O^  (a,  Pi  y*  )î  ^' '«^  côtés  correspondants  des 
tiiangles  a^y  et  cl^  pi^i  se  coupent  en  A|,  B|,  Ci,  le 
triangle  Â|B|C(  sera  circonscrit  à  ABC  et  homolo- 
gique  auec  lui.  L'axe  p(X[xy)  d'hornologie  est  la  qua- 
trième .  tangente  commune  aux  coniques  Q  et  Q  4 , 
inscrites  à  ABC  selon  les  points  O  et  Oi,  et  le  centre 
tù{xjz)  d*homologie  est  le  point  de  rencontre  des 
droites  X(—  a,  —  p,  —  y)  et  X,  (—  aj ,  —  |i| ,  —  y,  ), 
polaires  de  O  et  Oi  par  rapport  à  ABC  et  aussi  par 
rapport  à  ces  coniques. 


On  a 
Al  : 

Cf. 


Vi  —  Y                 g  — 3ti  P  —  3i 

77i(?---?i)'  a«i(7-7i)'  P?i(a~a,)* 

7  -  71                  «-gi  h^i-P 

77ii[^-pi)'  a«i(7-7i)'  fipi(a-ai) 


Ces  valeurs  montrent  que  les  points  (A,  B|,  C|), 
(AijB,  C|),  (Al,  B^,  C)  sont  trois  k  trois  en  lignes 
droites,  et  que  les  droites  AA|,  BB|,  CCi  sont  concou- 
rantes, c'est-à-dire  que  Ai  Bi  C|  est  circonscrit  à  ABC 
et  homolôgique  avec  lui  selon  Taxe  p(X[xv), 

^.  _       7  -  71  ..  _       «-«1  .  _      f^~i^i 


et  selon  le  centre  io(xrz), 
i|ui  est  le  uùle  de  p. 
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(  ^^'7  ) 
Or  on  a 

X^p  -*'       X  ^?,  -'' 

cVst-à-diro  que  p  enveloppe  Q  cl  Qi    et  par  suite  est 
la  quatrième  tangente  commune  à  ces  coniques. 
Les  équations  précédentes  peuvent  s'écrire 

—  a         y    __  —  «1  y     __ 

J^  —  p  X  —  Pi 

OU  (i)  o>  appartient  à  X  vX  k  X|   et  par  suile  est  leur 
point  de  rencontre. 

Remarque.  —  Si  Tun  des  points  O,  0<  est  fixe,  on 
pourra  construire  sa  conique  en  déplaçant  Tautre  point. 

26.  Je  termine  cette  jN'ole  en  résumant  les  construc- 
tions obtenues  de  la  conique  Q  de  cinq  points  A,  B,  C, 
D,  E.  En  prenant  ABC  pour  triangle  de  référence,  si  Y 
et  Z  sont  les  polaires  des  points  D  et  E,  la  polaire  X  du 
point  0(YZ)  sera  la  droite  suivant  laquelle  la  conique  Q 
sera  circonscrite  à  ABC.  Après  avoir  obtenu,  avec  l:i 
règle,  le  point  O  et  la  droite  X(X;jlv),  on  pourra  tracer 
la  conique  Q  : 

I.  Par  le  pôle  w  d'une  droite  p  passant  par  O; 

II.  A  l'aide  d'un  point  décrivant  la  droite  X(l()(m 
20); 

III.  En  déplaçant  une  droite  X,  (24); 

IV.  En  s'aidant  du  centre  de  la  conique,  que  Ton 
obtient  eu  joignant  les  sommets  du  triangle  des  droites 
A  A,  B|x,  Cv  aux  milieux  des  côtés  de  ABC,  et  utilisant 
la  remar(|ue  II  du  n'*  22. 
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CONCOURS  D ADiNISSIOi\  A  LECOLE  CENTRALE  EN  189S. 


PREMIERE  SESSION. 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy,  sur  Taxe 
des  X  un  point  A  d'abscisse  x  —  p^  sur  l'axe  des  y  un  point  B 
d'ordonnée  y  -=.  q.  Écrire  l'équation  générale  des  coniques 
passant  par  le  point  A,  tangentes  à  l'axe  des  ^  en  B  et  admet- 
tant, pour  diamètre  conjugue  de  Oj^,  une  droite  dont  le  coef- 
ficient angulaire  est  m. 

1°  Faisant  varier  /n,  on  cherchera  le  lieu  des  centres  des 
hyperboles  équilatères  qui  font  partie  du  faisceau  de  coniques 
représentées  par  l'équation  générale  et  le  lieu  du  point  de 
rencontre  du  diamètre  conjugué  de  Oy  dans  ces  hyperboles 
avec  leur  tangente  en  A.  On  distinguera  sur  ces  deux  lieux 
les  régions  qui  répondent  à  des  hyperboles  pour  lesquelles  les 
points  A  et  B  sont  sur  une  même  branche,  de  celles  sur  les- 
quelles ces  points  sont  sur  des  branches  différentes. 

2°  Faisant  encore  varier  m  et  considérant  les  paraboles  qui 
font  partie  du  faisceau  de  coniques  représentées  par  l'équa- 
tion générale,  on  démontrera  que  par  un  point  du  plan  on 
peut  faire  passer  trois  axes  de  ces  paraboles.  On  considérera 
les  points  du  plan  pour  lesquels  un  des  axes  est  parallèle 
à  Oy  et  l'on  cherchera  le  lieu  des  points  d'intersection  des 
deux  paraboles  qui  correspondent  aux  axes  non  parallèles 
à  Oy. 

3*  On  formera  l'équation  de  la  corde  commune  AC  de  ces 
deux  paraboles  et  l'on  cherchera  le  lieu  de  l'intersection  d'une 
parallèle  à  cette  corde  menée  par  l'origine  avec  les  diamètres 
conjugués  de  O^  dans  dans  ces  mêmes  paraboles. 

Épure. 

On  considère  une  sphère  de  centre  O  dont  la  cote  et  l'éloi- 
gnement  sont  fixés  à  90'"",  le  rayon  de  la  sphère  R  =  80"""  et 
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un  cùne  de  révolution  dont  le  sommet  (^,  5')  est  ainsi  défini  :  la 
projetante  de  ce  point  se  confond  avec  la  tangente  commune 
aux  deux  contours  apparents  de  la  sphère  vers  la  gauche,  la 
projection  horizontale  de  S  est  située  sur  le  contour  apparent 
de  la  sphère  et  la  cote  de  ce  point  est  de  ^So"™  au-dessus  du 


^  ^  /  A      \       \\^ 

•  /    '           '      '  •       \    -^ 
si   A      B                  70 

i 

^70  '^/m 


plan  horizontal  de  projection.  L'axe  de  ce  cône  est  une  droite 
de  front  (55,  s' z')  qui  rencontre  le  diamètre  de  la  sphère  paral- 
lèle à  la  ligne  de  terre  en  un  point  (-s,  z')  situé  à  droite  de  G  et 
à  une  distance  de  25""*.  La  génératrice  de  front  {sgfS'g")  du 
cône  s'obtient  en  menant  de  (5,  s')  une  tangente  au  grand  cercle 
de  front  de  la  sphère  dont  le  contact  a  lieu  en  (/n,  m'). 

Cela  étant,  on  demande  : 

i**  De  déterminer  l'intersection  du  cône  et  de  la  sphère.  On 
aura  soin  de  déterminer,  outre  un  point  courant  et  sa  tangente, 
les  points  et  tangentes  remarquables; 

2**  De  représenter  le  tronc  de  cône  limité  par  les  sections 
droites  des  points  (a,  a')  et  (6,  b')  où  l'intersection  rencontre  le 
contour  apparent  vertical  de  la  sphère  en  supprimant  de  ce 
tronc  de  cône  la  portion  comprise  dans  la  sphère. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  deux  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Tronc  de  cône  entaillé  par  une  sphère. 
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•    La  ligne  de  terre  est  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre  el 
à  25o™"  du  petit  côté  supérieur.  La   projetante  (o,  o')  est  au 
milieu  de  la  feuille. 
Cadre  de  0,27  sur  o,45. 

Calcul  trigono métrique, 

V  Calculer  les  côtés  et  les  angles  du  triangle  ABC  dans 
lequel  on  connaît  la  surface  S,  le  rayon  r  du  cercle  inscrit  et 
le  rayon  /*'  du  cercle  ex-inscrit  situé  dans  l'angle  A, 

S=  83'2'",786, 
/-=  927»,  283, 
r'  =  1276'",  475. 

2°  Donner  la  valeur  minimum  de  la  surface  S  qui  corres- 
pond aux  valeurs  numériques  données  pour  r  et  pour  r\ 

Physique. 

On  forme,  avec  une  balance  juste,  un  baroscopc. 

Soient  P  et/?  les  poids  réels,  V  et  (^  les  volumes  des  deux 
sphères  à  <°;  la  balance  étant  fermée  et  pleine  d'air  sec  à  la 
température  V*  et  sous  la  pression  H,  l'équilibre  existe. 

Montrer  comment  : 

1°  A  température  constante  l'appareil  peut  servir  de  mano- 
mètre, puisque  la  tangente  de  l'angle  d'inclinaison  du  fléau 
est  proportionnelle  à  la  variation  de  pression; 

2*  A  pression  et  à  température  constantes  l'appareil  peut 
servir  d'hygromètre;  il  suffit  en  effet,  pour  pouvoir  calculer 
l'état  hygrométrique  e  d'un  lieu,  d'ouvrir  la  balance  poufr 
donner  libre  accès  à  l'air  humide  et  de  déterminer  les  poids?: 
nécessaires  pour  ramener  l'équilibre; 

B**  Calculer  dans  ce  deuxième  cas,  l'état  hygrométrique  e 
correspondant  aux  données  numériques  suivantes  : 

c^=  |-(vap.  d'eau),  V  =  i835"'',2, 

/  =  27",         a  =  o8'^,ooi293; 

7:  =  o'%o253,         v  =  3c»', 

F^  =  26""",  -j,         d  -  o,oo366. 
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Chimie, 

1°  Préparations  des  métalloïdes ,  —  Écrire  seulement  les 
formules  des  réactions. 

'X**  Problème.  —  Dans  un  ballon  analogue  à  celui  de  Lavoi- 
sier,  on  chauffe  lo"'  d'un  mélange  d*oxygène  et  d'azote  avec 
loo^  de  mercure.  On  arrête  l'expérience  quand  l'absorption 
de  Toxygène  est  terminée  (on  la  suppose  complète). 

Après  refroidissement,  on  verse  un  excès  d'acide  sulfurique 
concentré;  on  chauflfe  jusqu'à  dissolution  complète  et  l'on 
recueille  le  gaz  qui  se  dégage  sur  la  cu^e  à  mercure;  on  le 
mesure  et  l'on  trouve  6*'*,  968. 

On  demande  : 

1^  La  nature  du  gaz  recueilli; 

'%°  La  composition  centésimale,  en  volumes,  du  mélange 
d'oxygène  et  d'azote  contenu  dans  le  ballon. 

Les  gaz  seront  supposés  secs  et  dans  les  conditions  normales 
de  température  et  de  pression 

8=0,0695,         H  =  i,        0  =  16,        S  =  32,        Hg  =  2oo. 


SECONDE  SESSION. 


Géométrie  analytique. 

Les  axes  de  coordonnées  étant  supposés  rectangulaires,  on 
demande  l'équation  générale  des  hyperboles  équilatères  ad- 
mettant une  asymptote  passant  par  un  point  fixe  B  de  l'axe 
des  y  et  dont  le  coefficient  angulaire  soit  m,  telles  en  outre 
que  le  produit  des  abscisses  à  l'origine  des  asymptotes  soit 
constant  et  que  le  carré  du  demi-axe  iransverse  soit  2a*. 

Faisant  varier  m  et  a  : 

i*»  Démontrer  que  les  axes  de  symétrie  de  ces  hyperboles 
forment  un  faisceau  passant  par  deux  points  fixes  et  prouver 
géométriquement  que  le  lieu  des  sommets  de  celles  de  ces 
hyperboles  dont  les  axes  iransverses  sont  égaux  est  un  lima- 
çon de  Pascal. 
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2"  On  considérera  les  hyperboles  du  faisceau  telles  que,  l'o- 
rigine des  coordonnées  se  trouvant  avec  la  courbe  dans  un 
même  angle  des  asymptotes,  le  produit  de  m  et  des  abscisses 
à  l'origine  des  asymptotes  soit  de  signe  contraire  au  produit 
des  distances  de  Torigine  aux  asymptotes. 

On  démontrera  que,  par  un  point  du  plan,  on  peut  mener 
deu\  hyperboles  de  ce  sysièine  ayant  un  axe  transverse 
donné. 

H""  Trouver  le  lieu  A  des  points  par  lesquels  on  peut  mener 
deux  de  ces  hyperboles  telles  qu'une  asymptote,  passant 
par  B,  ait  pour  coefficient  angulaire  -^i,  pour  l'une,  et  — i, 
pour  l'autre. 

4**  On  considérera,  pour  chaque  point  du  lieu  A,  les  hyper- 
boles qui  répondent,  l'une  à  la  valeur  maximum,  l'autre  à  la 
valeur  minimum  de  Taxe  transverse;  on  leur  mènera  une  tan- 
gi^nte  commune  et  l'on  cherchera  le  lieu  du  milieu  de  la  dis- 
tance des  points  de  conlact. 

Épure. 

Dans  le  plan  de  bout  P'aQ,  incliné  à  4^**  ^^ur  le  plan  hori- 
zontal, on  considère  un  cercle  de  60'""  de  rayon  tangent  au 
plan  horizontal;  le  centre  de  ce  cercle  est  éloigné  de  90""*  du 


X 

K\jr 

1 

;         1 
:         1 

^.>^         Y 

Ô 

plan  vertical.  Ce  cercle  est  la  directrice  d'un  cylindre  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  la  ligne  de  terre. 

On   considère  d'autre   part  un  conc   de   révolution   dont   le 


Digitized  by 


Google 


(  5a3  ) 

sommet  (5,  s' )  est  placé  sur  l'axe  de  ce  cyïindre.  La  projetante 
de  (5,  5')  se  confond  avec  «Q  et  Taxe  de  ce  cône  est  perpendi- 
culaire au  plan  P'aQ. 

Le  demi-an<;]c  co  au  sommet  du  cône  est  de  ^^'*. 

Cela  posé,  on  demande  : 

I*  De  déterminer  complètement  la  courbe  d'intersection  du 
cylindre  avec  les  deux  nappes  du  cône; 

'2°  De  représenter  le  solide  formé  par  le  cône  et  le  cylindre 
en  limitant  ce  solide  aux  deux  plans  de  bout  symétriques  P'aQ 
et  R'aQ. 

Le  cône  sera  limité  à  sa  partie  supérieure  par  le  plan  hori-  • 
zontal  H'  tangent  au  cylindre   suivant   la   génératrice  culmi- 
nante. 

Les  deux  plans  P'aQ  et  R'aQ  ainsi  que  les  surfaces  du  cône 
et  du  cylindre  sont  opaques;  le  plan  W  horizontal  supérieur 
sera  seul  considéré  comme  étant  transparent. 

Observations.  —  Dans  le  tracé  à  l'encre  les  portions  de  la 
courbe  d'intersection  du  cône  et  du  cylindre,  qui  sont  exté- 
rieures aux  deux  plans  P'aQ  et  R'aQ,  seront  tracées  à  Tencre 
bleue. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées 
pour  déterminer  un  point  quelconque  de  la  ligne  d'intersection 
ou  des  sections  planes  et  les  tangentes  en  ces  points.  Le  tracé 
au  net  devra  faire  ressortir  les  constructions  des  points  ou 
droites  remarquables. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Cône  et  cylindre  limités  par  des  plans. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du 
cadre  à  o™,  210  du  côté  supérieur. 

Calcul  trigono métrique. 

Résoudre  le  triangle  ABC  dans  lequel  on  donne  les  côtés  6, 
c  ainsi  que  l'aire  S'  du  triangle  DEF  qui  a  pour  côtés  les  lon- 
gueurs des  médianes  du  triangle  ABC. 

On  choisira,  parmi  les  solutions  qui  répondent  aux  données 
numériques,  celle  pour  laquelle  la  hauteur  issue  du  sommet  A 
a  la  moindre  valeur. 

S'  =  9i3i76o%         h  =  49728"', 7,         c  =  (i79î7™,8. 


Digitized  by 


Google 


(  524  ) 

P.-S.  —  On  prouvera  que  S'  est  égal  au\  trois  quarts  de  la 
surface  S  du  triangle  ABC. 

Physique. 

Un  piston  sans  frottement,  de  poids  tc,  de  section  S'=°"ï  repose 
sur  le  fond  d'un  cylindre  vertical  ouvert  à  sa  partie  supérieure 
dans  ratmosphère. 

Dans  le  fond  se  trouve  une  soupape  qui  met  le  cylindre  en 


relation  avec  une  chaudière  de  capacité  V  litres  qui  contient 
M  kilog.  d'eau  et  de  vapeur  et  qui  est  maintenue  à  une  tem- 
pérature constante  T  à  laquelle  correspond  une  pression  de 
vapeur  de  P  kilog.  par  centimètre  carré. 

Le  cylindre  est  chauffé  à  une  température  T|  telle  que  : 

1**  La  pression  Pj  kilog.  par  centimètre  carré  correspon- 
dante soit  exactement  celle  qui  est  transmise  par  le  piston  ; 

9°  La  distance  P  —  Pj  soit  exactement  celle  qui  est  néces- 
saire pour  le  fonctionnement  de  la  soupape. 

On  demande  de  calculer  le  déplacement  du  piston. 

Exemple  numérique  : 


V  =  3o''S        T  =  i65% 

71  =  lOOGO"^'. 

Rayon  du  piston 

Densité  de  la  vapeur  d'eau 

d=  o,62f2. 
Coefficient  de  dilatation  des  gar 

a  =  o,oo3()7. 


p  =  7^  i3, 
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Chimie. 

1**  Ozone. 

1^  Problème.  —  On  chauiïe  lo*""  de  phosphore  avec  un 
excès  de  sulfure  de  baryum  et  d'eau.  Les  gaz  dégagés  sont 
reçus  dans  une  dissolution  préparée  en  attaquant  loo*'  d'ar- 
gent pur  par  l'acide  azotique,  étendant  d'eau  et  ajoutant  un 
excès  d'ammoniaque. 

On  demande  : 

I**  La  nature  du  précipité  qui  se  forme; 

■2"  Le  poids  d'argent  dissous  restant  dans  la  liqueur  ammo- 
niacale. 

H  =  i,         0  =  i6,         S  =  32,         Az  =  i>,         P  =  3i, 
Ag  =  io8,         Ba  =  i37. 
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QlGSTrONS  PROPOSÉES. 


1686.  Résoudre  les  2n — i  équations  à  a/i  —  i  inconnues, 

-  =  Xia^i  +. . .+  X;,_i  Xn-i  -4-  X„, 


et  montrer  que  les  inconnues  :ri,  ...,  Xn-i  sont  les  racines, 
autres  que  zéro  et  un,  de  Téquation 


(Lucien  Lévy.) 


d«- 

-iX«(X- 

il:. 

d\n-l 

1687.  On  sait  q 

je  l'équation 

dxf* 

=  o 

peut  s'écrire 

I 

I 
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I 

3        ■• 

I 
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I 

7. 
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4     ■•* 
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n  +1 
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... 
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/l-M 

2n 
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x^      ... 

ar« 

=  o; 


démontrer  que  l'équation 

dx^^ 


=  o 
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|>ciil  tle  mémo  s'érrirt- 
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1 

(n-h5i)(a7-i-  3) 


I  j;  •  .  . 

De  morne  l'équation 

peut  s'écrire 


{in  —  1)2// 


=  o. 


(^__Ah-  I  )(n— A-+-2)— 1  An— -lA-h  1  ) 

1 

rt(/l-+-l)  — (2W  — AM 

I 


(/i-h  i)(/i-i-2).  ..(2/1— A:h- I  ) 

( n  H- A-) (  71  -4- X'  -h  i ). . . a /» 
(Lucien  Lkvy.) 


1688.   Étant  données  les  équations  simultanées 

(A) 

(B) 


a:cosX  -+- ^  cos  {JL  -h -3  cosv  =  o, 
X  cosV -^ y  cos [i' -+-  5  cosv' =  o, 
MCosX  -H  a'cosX'  =  o, 
tt  cos  |JL  -h  ï*'  cos  jjl'  =  o, 
Il  COSV  -4-  m'  cosv'  =  o, 


où  l'on  a  posé  u  =  m  J ,  w'  =  m'  ^  ;  rfc:  et  da'  sont  les  aires 

des  parallélogrammes  construits  sur  r  et  dsy  r'  et  ds\  ds  et 
rf/  sont  les  différentielles  des  arcs  des  trajectoires  décrites 
dans  l'espace  par  les  corps  m  et  m'  dans  le  temps  dt;  enfin, 
X,  |JL,  V,  X',  {x',  v'  sont  les  angles  des  normales  aux  plans  de  ces 
parallélogrammes.  On  demande  de  déduire  de  ces  équations 
les  propositions  suivantes  rencontrées  successivement  par  La- 
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place (1)  et  par  Jacobi  (*)  :  \°  L'intersection  des  deux  plans 
(A)  est  constamment  située  dans  le  plan  des  xy  qu'elle  décrit; 
2.°  ce  dernier  plan  est  toujours  compris  entre  les  deux 
plans  (A).  (EscARY.) 

1689.  Conclure  des  mômes  équations  les  résultats  suivants  : 

,         /?ié/(J  sin(v  H- v')        /n' cfd' sin(  v -+- v') 

1  ®  dt  =    ;; =    : • 

a  sinv  a  sin  v 

2"  a*  =  m'-+- m'*-h  tiMw' cos(v -h  v'). 

3"  Le  plan  des  deux  normales  menées  par  l'origine  aux  plans 
(A)  contient  l'axe  des  z, 
4°  L'équation 

m  ^GT  sinv  =  m'  da'  sinv', 

où  nida  et  m' dd'  sont  des  moments,  exprime  que  le  plan  des 
xy  est  un  lieu  géométrique  d'axes  instantanés  de  rotation,  et 
que,  par  suite,  ce  plan  est  un  cône  de  Poinsot,  lequel  est  de 
révolution  et  a  pour  cône  supplémentaire  l'axe  des  z. 

(Esn.VRY.) 

1690.  En  désignant  par  ^^  la  longitude  du  plan  des  deux  nor- 
males (X,  fjL,  V  ),  (À',  [ji',  v'),  qui  pivote  autour  de  l'axe  des  s,  dé- 
montrer que  l'on  a 


cosX 

COS  'If 

sind/ 

cosX'         COSi];' 

cosX        cosX' 

COS{X 

cosfx'  "  sin'l^'  ' 

COSJJL           COS  |X 
(EsCARV.) 

1691 .  Conclure  de  ces  équations  ^'  z=  ^  -h  tz{  Laplace  ),  et  Ir.s 
deux  intégrales  suivantes 

tang2  0cos24'  =  D^,         tang^ô' cos*>ïi}^'  =  D'^ 

où  0  et  ô'  sont   les  angles  que  font  les  rayons  vecteurs  r  et  r' 
avec  Taxe  des  Zj  D  et  D',  des  constantes  arbitraires. 

(  E?iCARY.) 
COS'i/  /  I  -+-  fi^**^ 

169î2.   I']n  posant  --  -— '— -  =  4  / ,  dénionlrcr  les  for- 

V/C0S7.'I/  I  '^ 


C)  Mécanique  ce fcstCf  Livre  II,  n*  fi 2. 
(')  Comptes  rendus,  t.  \V,  p.  :î.')'i. 
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mules  suivantes 


sino  =  cosv  = 


cosO  =  sinv  : 


I 


COSA  = î^-— rr^= 

/c*«*>  — I 


COSfX  = 


v/ae<*>v/D*e«««>H-i 


(  ESCART.) 


1693.  Démontrer  que  la  relation  = r»  déduite  des 

COS  (JL  COS  |JL 

deux  premières  équations  (B),  entraine  les  suivantes 


~  m'  D'   D^eî«»>H-i  ^'' 


''   ""  m"  "D   b'îeïw'^  ''   ' 
DD'e'w— I 

COS(v  H- V  )  = 


(ESCARV.) 

1694.  Démontrer  que,  dans  le  cas  de  D<D',  on  a  l'inégalité 
double 

niD   -^  /•'*  ^  ml)' 
et  que  si  l'on  a 

D>U', 

la  mémo  inégalité  a  lien  dans  un  sens  opposé. 

(  ESCARY.) 
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169^).  Sachant  que  Ton  a 

/•*«  =  r»  ^-  r'*-t-  IV r  cos(v  4-  v'), 


et  en  posant 


D2eît*>4-  I  ^  P,         D'»e2w-h  I  =  Q, 


démontrer  les  relations  suivantes 


0*  Qî  638(0  _^. 


(Esc  A  RI.) 


1696.  Le  triangle  A^  B^  Ci  étant  inscrit  homologiquemcnt 
dans  ABC,  si  Ton  mène  par  A  une  droite  quelconque  rencon- 
trant A]  Cl  en  Bj  et  Ai  Bi  en  d  : 

i**  Les  droites  BCj  et  BjG  se  coupent  en  Ai  sur  BiCi. 

2°  Les  trois  triangles  ABC,  AjBiGi,  et  AîBjCjSonl  liomo- 
logiques  deux  à  deux,  ou  l'on  a 


o, 


(centn 

5  0) 

A 

B 

G 

Al 

n, 

G, 

A,     Bi     C, 
A,     Bj     Cl 


(axe  \), 

A      B      C 

A,     Bi     Cl 


X,. 


3**  Les  centres  0,  Oi.  Oj  appartiennent  respectivement  aux 
axes  Xi,  Xj,  X; 

4"  II  existe  trois  coniques  : 

La  première  tangente  aux  cotés  de  ARC  en  Ai,  Bi,  Ci  et 
à  Xi  en  O. 

La  deuxième  tangente  aux  cotés  de  AiBid  en  A2^  Bj,  Cj. 
et  à  Xo  en  Oi. 

La  troisième  tangente  aux  côtés  de  A2B2C2  en  A>  B^  C  0! 
à  X  en  Oj.  (  I*.  Sond.vt.) 
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1697.  Étant  donnés,  sur  une  conique,  deux  groupes  de  trois 
points,  «1,  «2,  as  et6i,  6j,  63,  s'il  existe  une  conique  inscrite 
au  triangle  aia^as  et  circonscrite  au  triangle  bibibs,  il  exis- 
tera une  seconde  conique  inscrite  au  triapgle  bib^b^  et  cir- 
conscrite au  triangle  a^a^a^. 

Étant  donné  un  triangle,  chaque  point  d'intersection  du 
cercle  circonscrit  avec  un  des  cercles  inscrits  est  le  foyer  d'une 
parabole  circonscrite  au  triangle.  (HuMBBRT.) 

1698.  On  considère  le  triangle  formé  par  un  point  M  d'une 
ellipse,  le  pôle  de  la  normale  en  M  et  le  centre  de  l'ellipse. 

On  considère  en  outre  le  rectangle  formé  parle  point  M,  le 
cercle  de  l'ellipse  et  les  projections  de  ce  centre  sur  la  tan- 
gente et  la  normale  en  M. 

Quel  que  soit  le  point  M  sur  l'ellipse,  le  produit  des  aires 
du  triangle  et  du  rectangle  est  constant.      (E.-N.  Barisien.) 

1699.  On  considère  le  quadrilatère  formé  par  les  quatre 
pieds  des  normales  abaissées  sur  une  ellipse  d'un  point  du  plan 
de  cette  ellipse.  Les  centres  des  quatre  cercles  ciconscrits 
(cercles  de  Joachimslhal)  passant  par  trois  des  pieds  des  nor- 
males ont  pour  centre  des  moyennes  distances  le  point  d'émis- 
sion des  normales.  (E.-^.  Barisien.) 

1700.  Dans  la  parabole,  le  produit  des  rayons  de  courbure 
aux  pieds  des  normales  abaissées  d'un  point  sur  la  parabole, 
est  égal  à  huit  fois  le  cube  de  la  distance  du  point  d'émission 
des  normales  au  foyer.  (E.-N.  Barisien.) 

1701.  Le  lieu  géométrique  des  points  milieux  des  cordes 
d'un  limaçon  de  Pascal  qui  sont  vues  du  point  double  réel 
sous  un  angle  droit  est  une  circonférence.  (A.  Droz.) 

1702.  Soient  AB  et  A'B'  deux  diamètres  d'une  h3'perbole 
équilatcrc  et  G  un  point  quelconque  de  cette  dernière,  les 
deux  triangles  AA'G  et  BB'G  sont  orthocentriques. 

(A.  Droz.) 

1703.  1°  Le  lieu  des  centres  des  coniques  osculatrices  à  une 
circonférence  donnée  en  un  point  donné  de  cette  circonfé- 
rence, et  passant  par  un  autre  point  donné  de  la  circonfé- 
rence, est  une  hyperbole  équilalère. 

.»°  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  osculatrices  à  une  cir- 
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conférence   donnée  en  un  point  donné  de  celle  circonférence, 
est  un  cercle; 

3"  Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilalères  oscula- 
trices  à  une  circonférence  donnée  en  un  point  donné  de  cette 
circonférence,  est  un  cercle.  (E.-N.  Barisien.) 

170^.   1**  Dans  tout  triangle,  on  a 

.     A    .     B    .     C      I 

sin  —  sin  "  sin  —  -  7:  • 
■  a  2         '2  ~  8 

Quand  l'égalité  a  lieu,  le  triangle  est  équilatéral. 
'}/*  Trois  nombres  positifs  quelconques  a,  ^,    c  étant  don- 
nés, on  a 

(a-hô  —  c){b  -^  c  —  a)\c  -\'  a  —  h)  —  abc  Qo: 

quand  l'égalité  a  lieu,  on  a 

a  ~  b  —  c. 

Démontrer  que,  si  un  triangle  se  déplace  en  restant  inscrit 
et.  circonscrit  à  deux  coniques  fixes,  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit à  ce  triangle  décrit  une  conique.  Examiner  en  parti- 
culier les  cas  où  cette  conique  est  un  cercle  ou  un  système  de 
deux  droites.  (Weill.) 

170o.  Considérons  un  système  focal  donné  comme  Tensemble 
de  deux  systèmes  réciproques,  et  faisons  tourner  Tun  de  ces 
systèmes  d'une  demi-révolution  autour  d'une  droite,  assujet- 
tie à  la  seule  condition  de  rencontrer  à  angle  droit  l'axe  du 
système  focal. 

Démontrer  que,  dans  celte  nouvelle  position,  les  deux  sys- 
tèmes sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  un  paraboloïde 
équilatère. 

Si  l'on  désigne  par  c  le  paramètre  des  paraboles  des  sections 
principales  de  ce  paraboloïde,  par  r  la  distance  d'un  point 
quelconque  du  système  focal  à  Taxe  et  par  0  l'angle  que  fait 
le  plan  focal  de  ce  point  avec  l'axe,  on  a 


/•  tang  0  ==  c. 


(G.  Tarry.) 
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